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РIВНЯНЬ З ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ
I ЛIНIЙНИМИ ВIДХИЛЕННЯМИ АРГУМЕНТIВ
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We prove a theorem on existence of a solution, which is continuously differentiable and bounded on R2,
of a partial differential system with linearly transformed arguments.

Доведено теорему iснування неперервно диференцiйовного та обмеженого на R2 розв’язку сис-
теми диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними i лiнiйно перетвореними аргументами.

1. Вступ. У данiй роботi дослiджуються питання, пов’язанi з iснуванням неперервно дифе-
ренцiйовного та обмеженого на R2 розв’язку системи диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними i лiнiйно перетвореними аргументами. Для деяких аналогiчних рiвнянь
цi проблеми розглядались у роботах [1 – 5].

2. Основна теорема. Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними i лiнiйно перетвореними аргументами вигляду

ut(t, x) = Au(t, x) + Bux(t, x) + Cu(λt + a, µx + b)+

+ Dut(λt + a, µx + b) + Fux(λt + a, µx + b) + f(t, x), (1)

де λ, a, µ, b — деякi дiйснi сталi, A,B, C, D, F — сталi (n × n)-матрицi, вектор-функцiя
f(t, x) : R × R → Rn є неперервною i обмеженою на R2 (перiодичною по t, x). Основ-
ною метою статтi є встановлення умов iснування неперервно диференцiйовного по t, x
розв’язку γ(t, x), що належить класу C∞ по x i є обмеженим на R2 (перiодичним по t, x).

Теорема 1. Нехай виконуються наступнi умови:
1) власнi значення λi, i = 1, . . . , n, матрицi A такi, що мають мiсце спiввiдношення

Re λj(Λ1) > 0, j = 1, . . . , p, Re λj(Λ2) < 0, j = p + 1, . . . , n, де Λ1,Λ2 — сталi (p × p)- i
(n− p× n− p)-матрицi;

2) λ — довiльне дiйсне число (λ 6= 0), 0 < |µ| < 1;

3) |D|+ 2L

a
(|B|+ |C + DA|+ |F |) < 1, де L, a — додатнi сталi;

4) вектор-функцiя f(t, x) неперервна по t , належить класу C∞ по x i

sup
(t,x)∈R2

∣∣∣∣∂if(t, x)
∂xi

∣∣∣∣ ≤ K, i = 0, 1, . . . ,

де K — деяка додатна стала.
Тодi система рiвнянь (1) має обмежений на R2 розв’язок, що є неперервно диференцi-

йовним по t i належить класу C∞ по x.
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Доведення. Розв’язок системи (1) будемо шукати у виглядi

u(t, x) =

+∞∫
−∞

G(t− τ)ν(τ, x)dτ, (2)

де матрична функцiя G(t) визначається спiввiдношеннями

G(t) =

{
−S−1diag(eΛ1t, 0)S, t < 0,

S−1diag(0, eΛ2t)S, t > 0,

i ν(t, x) — деяка, поки що невiдома, неперервна i обмежена на R2 вектор-функцiя, що
належить класу C∞ по x.

Оскiльки

ut(t, x) = Au(t, x) + ν(t, x), (3)

ux(t, x) =

+∞∫
−∞

G(t− τ)νx(τ, x)dτ, (4)

то, пiдставляючи (2) – (4) в (1), одержуємо

ν(t, x) = Dν(λt + a, µx + b)+

+

+∞∫
−∞

G(t− τ)Bνx(τ, x)dτ+

+ λ(C + DA)

+∞∫
−∞

G(λ(t− τ))ν(λτ + a, µx + b)dτ+

+ λµF

+∞∫
−∞

G(λ(t− τ))νx(λτ + a, µx + b)dτ + f(t, x). (5)

Таким чином, для доведення теореми достатньо показати, що система рiвнянь (5) має
неперервний i обмежений на R2 розв’язок, що належить класу C∞ по x.

Для побудови розв’язку системи рiвнянь (5)застосуємо метод послiдовних наближень,
якi визначимо за допомогою спiввiдношень
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ν0(t, x) = 0,

νm(t, x) = Dνm−1(λt + a, µx + b) +

+∞∫
−∞

G(t− τ)Bνm−1
x τ, x)dτ+

+ λ(C + DA)

+∞∫
−∞

G(λ(t− τ))νm−1(λτ + a, µx + b)dτ+

+ λµF

+∞∫
−∞

G(λ(t− τ))νm−1
x (λτ + a, µx + b)dτ + f(t, x), m = 1, 2, . . . . (6)

Покажемо, що при всiх m ≥ 1 i (t, x) ∈ R2 виконуються оцiнки

sup
(t,x)∈R2

|νm(t, x)− νm−1(t, x)| ≤ Kηm−1,

(7)

sup
(t,x)∈R2

∣∣∣∣∂iνm(t, x)
∂xi

− ∂iνm−1(t, x)
∂xi

∣∣∣∣ ≤ Kηm−1, i = 1, 2, . . . ,

де η = |D|+ 2L

a
(|B|+ |C + DA|+ |F |) < 1.

Дiйсно, оскiльки на пiдставi спiввiдношень (6) при m = 1 маємо

ν1(t, x)− ν0(t, x) = f(t, x),

∂iν1(t, x)
∂xi

− ∂iν0(t, x)
∂xi

=
∂if(t, x)

∂xi
, i = 1, 2, . . . ,

то, беручи до уваги умову 4, одержуємо∣∣ν1(t, x)− ν0(t, x)
∣∣ = |f(t, x)| ≤ K,∣∣∣∣∂iν1(t, x)

∂xi
− ∂iν0(t, x)

∂xi

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∂if(t, x)

∂xi

∣∣∣∣ ≤ K, i = 1, 2, . . . .

Звiдси випливає

sup
(t,x)∈R2

∣∣ν1(t, x)− ν0(t, x)
∣∣ ≤ K,

sup
(t,x)∈R2

∣∣∣∣∂iν1(t, x)
∂xi

− ∂iν0(t, x)
∂xi

∣∣∣∣ ≤ K, i = 1, 2, . . . ,

i, отже, оцiнки (7) справджуються при m = 1.
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Мiркуючи за iндукцiєю, припустимо, що оцiнки (7) мають мiсце для деякого m ≥ 1,
i покажемо, що вони не змiняться при переходi вiд m до m + 1. Справдi, враховуючи (6),
умову 4 i (7), одержуємо

| νm+1(t, x)− νm(t, x) | ≤

≤ |D|
∣∣νm(λt + a, µx + b)− νm−1(λt + a, µx + b)

∣∣ +

+

+∞∫
−∞

|G(t− τ)||B|
∣∣∣∣∂νm(τ, x)

∂x
− ∂νm−1(τ, x)

∂x

∣∣∣∣ dτ+

+ λ|C + DA|
+∞∫
−∞

|G(λ(t− τ))|
∣∣νm(λτ + a, µx + b)− νm−1(λτ + a, µx + b)

∣∣ dτ+

+ λµ|F |
+∞∫
−∞

|G(λ(t− τ))|
∣∣∣∣∂νm(λτ + a, µx + b)

∂x
− ∂νm−1(λτ + a, µx + b)

∂x

∣∣∣∣ dτ ≤

≤ |D|Kηm−1 + |B|Kηm−1

+∞∫
−∞

|G(t− τ)|dτ+

+ λ|C + DA|Kηm−1

+∞∫
−∞

|G(t− τ)|dτ + λµ|F |Kηm−1

+∞∫
−∞

|G(t− τ)|dτ ≤

≤ Kηm−1

(
|D|+ 2L

a
|B|+ 2L

a
|C + DA|+ 2L

a
|F |

)
= Kηm,

∣∣∣∣∂iνm+1(t, x)
∂xi

−∂iνm(t, x)
∂xi

∣∣∣∣ ≤
≤ |D||µ|i

∣∣∣∣∂iνm(λt + a, µx + b)
∂xi

− ∂iνm−1(λt + a, µx + b)
∂xi

∣∣∣∣ +

+

+∞∫
−∞

|G(t− τ)||B|
∣∣∣∣∂i+1νm(τ, x)

∂xi+1
− ∂i+1νm−1(τ, x)

∂xi+1

∣∣∣∣ dτ + λ|C + DA||µi|×

×
+∞∫
−∞

|G(λ(t− τ))|
∣∣∣∣∂iνm(λτ + a, µx + b)

∂xi
− ∂iνm−1(λτ + a, µx + b)

∂xi

∣∣∣∣ dτ+

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2004, т . 7, N◦ 4



466 М. I. ГРОМ’ЯК

+ λ|F ||µi+1|
+∞∫
−∞

|G(λ(t− τ))|
∣∣∣∣∂i+1νm(λτ + a, µx + b)

∂xi+1
− ∂i+1νm−1(λτ + a, µx + b)

∂xi+1

∣∣∣∣ dτ ≤

≤ |D|Kηm−1 + |B|Kηm−1

+∞∫
−∞

|G(t− τ)|dτ + λ|C + DA|Kηm−1

+∞∫
−∞

|G(λ(t− τ))|dτ+

+ λ|F |Kηm−1

+∞∫
−∞

|G(λ(t− τ))|dτ ≤

≤ Kηm−1

(
|D|+ 2L

a
|B|+ 2L

a
|C + DA|+ 2L

a
|F |

)
= Kηm, i = 1, 2, . . . .

Iз останнiх спiввiдношень випливає

sup
(t,x)∈R2

∣∣νm+1(t, x)− νm(t, x)
∣∣ ≤ Kηm,

sup
(t,x)∈R2

∣∣∣∣∂iνm+1(t, x)
∂xi

− ∂iνm(t, x)
∂xi

∣∣∣∣ ≤ Kηm, i = 1, 2, . . . .

Цим самим доведено, що оцiнки (7) справжуються при всiх m ≥ 1 i (t, x) ∈ R2.
Iз (7) безпосередньо випливає, що ряди

∞∑
m=1

[
νm(t, x)− νm−1(t, x)

]
,

∞∑
m=1

[
∂iνm(t, x)

∂xi
− ∂iνm−1(t, x)

∂xi

]
, i = 1, 2, . . . ,

i, отже, послiдовностi νm(t, x),
∂iνm(t, x)

∂xi
, m = 0, 1, . . . , i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються

до деякої неперервної функцiї ν(t, x), що належить класу C∞ по x i є розв’язком системи
рiвнянь (5) (в цьому можна переконатись, якщо перейти в (6) до границi при m → ∞).
Оскiльки

ν(t, x) =
∞∑

m=1

[
νm(t, x)− νm−1(t, x)

]
,

то на пiдставi (7) одержимо

|ν(t, x)| ≤ K

1− η
,
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тобто вектор-функцiя ν(t, x) є обмеженою при всiх (t, x) ∈ R2.

Теорему доведено.

Наслiдок. Якщо виконуються умови теореми 1, λ — довiльне цiле число i вектор-
функцiя f(t, x) є T -перiодичною по t, то розв’язок

γ(t, x) =

+∞∫
−∞

G(t− τ)ν(τ, x)dτ

системи рiвнянь (1) є також T -перiодичним по t.

Теорема 2. Нехай виконуються умови 1, 3, 4 теореми 1, λ — довiльне цiле число,
λ ≥ 0, |µ| = 1 i вектор-функцiя f(t, x) є T -перiодичною по t i X-перiодичною по x.
Тодi система рiвнянь (1) має T -перiодичний по t i X-перiодичний по x розв’язок, який є
неперервно диференцiйовним по t i належить класу C∞ по x.
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