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ВЛАСТИВОСТI ГРАНИЧНИХ СТАНIВ
ДИНАМIЧНОЇ СИСТЕМИ КОНФЛIКТУ
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Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ 4, вул. Терещенкiвська, 3

We study properties of a dynamical system generated by a nonlinear composition of conflicts between
nonkillable adversaries with an arbitrary number, which could be infinite, of contentious positions and a
coupling coefficient α, 0 < α ≤ 1. We prove existence of limit invariant states and give a complete descri-
ption of the structure of the states in terms of the initial states. For the case of two and three contentious
positions, we give a geometric interpretation.

Дослiджуються властивостi динамiчної системи, породженої нелiнiйною композицiєю конф-
лiкту мiж незнищенними супротивниками з довiльною, в тому числi нескiнченною, кiлькiстю
спiрних позицiй i коефiцiєнтом зв’язку α, 0 < α ≤ 1. Доведено iснування граничних iнварiантних
станiв i дано повний опис їх структури в термiнах початкових станiв. У випадку двох та трьох
спiрних позицiй наведено геометричну iнтерпретацiю.

1. Вступ. Композицiю конфлiкту для стохастичних векторiв iз скiнченною кiлькiстю ко-
ординат i коефiцiєнтом зв’язку α = 1 вперше було введено в роботi [1] (див. також [2,
3]). У цiй роботi поняття композицiї конфлiкту мiж незнищенними супротивниками з
ефектом вiдштовхування узагальнюється на випадок довiльного значення коефiцiєнта
зв’язку 0 < α ≤ 1. Доводиться, що коефiцiєнт зв’язку впливає лише на швидкiсть досяг-
нення граничних станiв, але не на їх структуру. Основний результат роботи (теорема 2)
показує, що граничний розподiл спiрних позицiй мiж супротивниками цiлком визначає-
ться їх початковими станами. Вiд коефiцiєнта зв’язку α залежить лише iнтенсивнiсть кон-
флiктного процесу.

Для задання динамiчної системи, що описує конфлiктну взаємодiю мiж парою опо-
нентiв, зафiксуємо два вектори p = (p1, . . . , pi, . . .), r = (r1, . . . , ri, . . .) з невiд’ємними
координатами 0 ≤ pi, ri ≤ 1. У випадку скiнченної кiлькостi спiрних позицiй вектори
p, r ∈ Rn, n < ∞. Якщо кiлькiсть спiрних позицiй є довiльною, то вважаємо, що p, r ∈ l1.
Значення координат pi, ri iнтерпретуються як незалежнi ймовiрностi окупувати i-ту спiр-
ну позицiю вiдповiдним опонентом. Тому вектори p, r нормованi на одиницю:

|p|1 := p1 + . . .+ pi + . . . = 1, |r|1 = r1 + . . .+ ri + . . . = 1.

Фiксацiя векторiв p, r означає задання початкового незалежного розподiлу кожного iз
опонентiв по спiрних позицiях. Неможливiсть одночасної присутностi обох супротивникiв
у будь-якiй позицiї призводить до конфлiкту з ефектом вiдштовхування. Задача полягає в
знаходженнi „справедливого"перерозподiлу ймовiрностей присутностi супротивникiв по
всiх спiрних позицiях. Закон (правило) перерозподiлу задається нелiнiйною i некомута-
тивною композицiєю конфлiкту > мiж векторами p, r: p1 = p > r, r1 = r > p, де
координати векторiв p1, r1, якi описують результат першого кроку конфлiктної взаємо-
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дiї з iнтенсивнiстю 0 < α ≤ 1, визначаються таким чином:

p
(1)
i :=

pi(1− αri)
1− α(p, r)

, r
(1)
i :=

ri(1− αpi)
1− α(p, r)

i = 1, 2, . . . , (1)

(p, r) позначає скалярний добуток у Rn або в l2. У випадку α = 1 композицiю конфлiкту
> визначено коректно, якщо початковi вектори задовольняють умову 1 6= (p, r). Слiд
зауважити, що значення p(1)i пропорцiйне добутку початкової ймовiрностi pi окупувати i-
ту позицiю на ймовiрнiсть вiдсутностi опонента в цiй позицiї (остання величина береться
з урахуванням коефiцiєнта взаємодiї α). Аналогiчну iнтерпретацiю має величина r(1)i . За
iндукцiєю визначаємо координати векторiв pN , rN на N -му кроцi конфлiктної компози-
цiї:

p
(N)
i :=

p
(N−1)
i (1− αr(N−1)i )

1− α(p(N−1), r(N−1))
, r

(N)
i :=

r
(N−1)
i (1− αp(N−1)i )

1− α(p(N−1), r(N−1))
i = 1, 2, . . . . (2)

Знаменник у формулах (1), (2) гарантує нормування всiх векторiв на одиницю:

| p1 |1=| r1 |1=| pN |1=| rN |1= 1,

що вiдповiдає принципу незнищенностi: сумарна ймовiрнiсть присутностi кожного з
опонентiв по всiх позицiях дорiвнює одиницi на кожному кроцi конфлiктної конфрон-
тацiї.

Таким чином, послiдовнiсть пар {pN , rN}∞N=1 утворює дискретну траєкторiю станiв
динамiчної системи конфлiкту в одному з просторiв Rn × Rn або l1 × l1. У роботi розгля-
дається поведiнка та властивостi таких траєкторiй у термiнах початкових вектoрiв p, r.
Насамперед у п. 2 теорема про конфлiкт iз роботи [1] узагальнюється на випадок довiль-
ного значення коефiцiєнта зв’язку 0 < α ≤ 1, у п. 3 доводиться теорема про структуру
граничних станiв динамiчної системи конфлiкту з ефектом вiдштовхування. Вона є но-
вою для усiх значень коефiцiєнта зв’язку. Зазначимо, що в роботах [4, 5] встановлено
досить глибокi результати про iснування довiльних як метричних, так i топологiчних гра-
ничних розподiлiв конфлiктної взаємодiї для нескiнченного добутку дискретних мiр. Але
точний опис граничних розподiлiв у термiнах початкових станiв одержано вперше в тео-
ремi 2 (див. нижче). В останньому роздiлi показано, що траєкторiї конфлiктної взаємодiї
для двох та трьох спiрних позицiй припускають геометричну iнтерпретацiю, що дає пiд-
ґрунтя для встановлення наочного уявлення про цi процеси. Зауважимо, що геометрична
iнтерпретацiя у випадку конфлiктiв, якi описує популяцiйна динамiка (див., наприклад, [6,
7], часто використовується для знаходження правильного розв’язку конкретної задачi.

2. Теорема про iснування граничних векторiв.
Теорема 1. Для довiльної пари нормованих на одиницю векторiв p, r ∈ l1, p 6= r,

iснують границi
p∞ = lim

N→∞
pN , r∞ = lim

N→∞
rN ,

де pN , rN визначаються за формулами (1), (2). Граничнi вектори p∞, r∞ є ортогональ-
ними,

p∞ ⊥ r∞, (3)
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та iнварiантними вiдносно композицiї конфлiкту,

p∞ = p∞ > r∞, r∞ = r∞ > p∞. (4)

Якщо вектори p, r ∈ Rn є рiвними, але (p, r) 6= 1, якщо α = 1, то граничнi вектори
p∞, r∞ також iснують, є рiвними та iнварiантними вiдносно >. При цьому якщо pi =

= ri 6= 0, то p(∞)
i = r

(∞)
i = 1/m, де m ≤ n позначає кiлькiсть ненульових початкових

координат; усi iншi координати p(∞)
j , r

(∞)
j дорiвнюють нулю.

Для доведення цiєї теореми використовуємо такi леми та твердження.

Лема 1. Нехай p 6= r. Якщо 0 ≤ ri < pi ≤ 1 для деякого i, то

lim
N→∞

r
(N)
i = 0 (5)

та

lim
N→∞

p
(N)
i = p

(∞)
i > 0. (6)

Доведення. Для α = 1 цю лему доведено в [1]. Тому покладаємо α < 1. Якщо ri = 0,
то 0 = r

(N)
i = r

(∞)
i = 0, а iснування p(∞)

i випливає з подальших мiркувань. Розглянемо
випадок 0 < ri < pi ≤ 1. Припустимо, що pi = 1. Тодi pj = 0 для j 6= i i тому на пiдставi
(1) маємо p(1)i = 1. За iндукцiєю p

(N)
i = 1 для усiх N . Звiдси

r
(1)
i =

ri(1− α)

1− αri
= riβ

(0), β(0) :=
1− α

1− αri
.

Оскiльки 0 < α та 0 < ri < 1, то 0 < β(0) < 1, звiдки випливає, що r(1)i < ri. За iндукцiєю

0 < β(N) =
1− α

1− αr(N)
i

< 1, r
(N+1)
i < r

(N)
i , де r

(N+1)
i = r

(N)
i β(N).

Звiдси випливає нерiвнiсть β(N+1) < β(N) при довiльному N . Далi, оскiльки очевидно, що

r
(N+1)
i = r

(N)
i β(N) = r

(N−1)
i β(N−1)β(N) = . . . = r

(0)
i β(0)β(1) . . . β(N),

то r(N+1)
i → 0 при N → ∞, тому що 0 < β(0) < 1. Отже, при pi = 1 справедливiсть (5)

доведено.

Розглянемо тепер випадок 0 < ri < pi < 1. Позначимо R(0)
i =

pi
ri

, R(N)
i =

p
(N)
i

r
(N)
i

. Тодi

R
(1)
i =

p
(1)
i

r
(1)
i

=
pi(1− αri)
ri(1− αpi)

= R
(0)
i

1− αri
1− αpi

= R
(0)
i γ

(0)
i , γ

(0)
i :=

1− αri
1− αpi

> 1.
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Таким чином, 1 < R
(0)
i < R

(1)
i , а також 0 < r

(1)
i < p

(1)
i < 1. За iндукцiєю маємо 1 <

< R
(N)
i < ∞, 0 < r

(N)
i < p

(N)
i < 1 для усiх N . Бiльш того,

R
(N)
i = R

(N−1)
i γ

(N−1)
i = R

(0)
i γ

(0)
i . . . γ

(N−1)
i , γ

(N)
i =

1− αr(N)
i

1− αp(N)
i

.

Очевидно, що коефiцiєнти γ
(N)
i монотонно зростають: 1 < γ

(0)
i < γ

(1)
i < . . . < γ

(N)
i .

Звiдси випливає, що R
(N)
i → ∞, N → ∞. А це можливо лише при r

(N)
i → 0, оскiльки

p
(N)
i < 1. Отже, (5) доведено повнiстю.

Для доведення (6) введемо позначення:

d
(0)
i := pi − ri > 0, d

(N)
i := p

(N)
i − r(N)

i , N = 1, 2, . . . .

На пiдставi (1), (2) маємо

d
(1)
i =

pi − αpiri − ri + αpiri
1− α(p, r)

=
d
(0)
i

1− α(p, r)
.

Тому d(0)i < d
(1)
i < 1, оскiльки очевидно, що 1−α(p, r) < 1. За iндукцiєю d

(N)
i < d

(N+1)
i <

< 1 для всiх N . Звiдси випливає iснування границi:

1 ≥ d
(∞)
i = lim

N→∞
d
(N)
i = sup

N
d
(N)
i > d

(0)
i > 0,

що й доводить справедливiсть (6), оскiльки завдяки (5)

p
(∞)
i = d

(∞)
i . (7)

У випадку 0 ≤ pk ≤ rk ≤ 1 аналогiчно отримуємо

lim
N→∞

p
(N)
k = 0, lim

N→∞
r
(N)
k = −d∞k = r∞k > 0. (8)

Твердження 1. Нехай 1 > pi = ri > 0 для деякого i, тодi

1 > p
(N)
i = r

(N)
i > 0, N = 1, 2, . . . .

Доведення. При pi = ri маємо pi (1− αri) = ri (1− αpi). За формулами (1), (2) з остан-
ньої рiвностi випливає, що p

(1)
i = r

(1)
i . Легко бачити, що за iндукцiєю p

(N)
i = r

(N)
i для

N = 1, 2, . . ..

Лема 2. Нехай p 6= r, але pj = rj для деякого j. Тодi

p
(N)
j = r

(N)
j → 0, N → ∞. (9)
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Доведення. Якщо 1 > pj = rj > 0, то p(N)
j = r

(N)
j > 0 для всiх N на пiдставi твер-

дження 1. Зокрема, для cN :=
(
p
(N)
j

)2
маємо 1 > cN > 0. Доведемо вiд супротивного,

що p
(N)
j → 0. Припустимо протилежне, тобто що p

(N)
j 9 0. Тодi iснує пiдпослiдовнiсть

N ′ така, що cN ′ → c, де 1 > c > 0. А це приводить до суперечностi. Дiйсно, оскiльки
p 6= r, то iснує координата i така, що 0 ≤ ri < pi ≤ 1, i тому згiдно з лемою 1 права i лiва
частини спiввiдношення

p>,N ′+1
i =

p>,N ′

i (1− αr>,N ′

i )

zN ′

збiгаються до рiзних границь, тому що r>,N ′

i → 0, а zN ′ := 1 − α(p>,N ′ , r>,N ′) = 1 −
−α(p>,N ′

j )2 − α
∑

k 6=j p
>,N ′

k r>,N ′

k ≤ 1− α(p>,N ′

j )2 прямує до 0 < 1− αc2 < 1.

Твердження 2. Якщо pi ≥ ri для деякого i, то

p
(N)
i ≥ r

(N)
i , N ≥ 1. (10)

Доведення. При pi ≥ ri з (1), (2) одержуємо p(1)i ≥ r
(1)
i . За iндукцiєю

p
(N+1)
i =

1

zN
p
(N)
i (1− αr(N)

i ) ≥ 1

zN
r
(N)
i (1− αr(N)

i ) ≥ 1

zN
r
(N)
i (1− αp(N)

i ) = r
(N+1)
i ,

де zN = 1− α(p>,N , r>,N ).

Твердження 3. Якщо p ⊥ r, то

p> r = p = p(N) = p∞, r> p = r = r(N) = r∞,

тобто ортогональнi вектори є iнварiантними вiдносно композицiї конфлiкту.

Доведення. З p ⊥ r випливає, що z0 = 1 − α(p, r) = 1, а також piri = 0. Тому p(1)i =

=
1

z0
pi(1 − αri) = pi та r(1)i =

1

z0
ri(1 − αpi) = ri, оскiльки одна з координат pi або ri є

нулем. За iндукцiєю zN = 1, а також p
(N)
i = p, r(N)

i = r.
Тепер припустимо, що вектори p, r ∈ Rn, n > 2, i задовольняють умову

pi = ri 6= 0 для усiх i = 1, 2, . . . , n. (11)

Без втрати загальностi можемо вважати, що координати вектора p впорядковано таким
чином, що

0 < p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pn−1 ≤ pn < 1, p1 ≤ 1/n ≤ pn. (12)

Тодi, позначаючи rci := 1− αri = 1− αpi, маємо

1 > rc1 ≥ rc2 ≥ . . . ≥ rcn−1 ≥ rcn > 0. (13)
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Твердження 4. Якщо виконується припущення (11), то нормуючий коефiцiєнт z0 =
= 1− α(p, r) задовольняє нерiвностi

rc1 ≥ z0 ≥ rcn. (14)

Доведення. Якщо p = r = (1/n, . . . , 1/n), то

z0 = 1− α/n, rc1 = 1− α/n = rcn.

У загальному випадку rci = 1− αpi, i тому

z0 = 1− α
∑
i

piri =
∑
i

pi − α
∑
i

piri =
∑
i

pi(1− αri) = (p, rc),

де rc = (rc1, . . . , r
c
n). Якщо усi rci замiнити максимальним значенням rc1 (див. (13)), то

z0 =
∑
i

pir
c
i ≤ rc1

∑
i

pi = rc1.

Це доводить першу нерiвнiсть у (14). Аналогiчно встановлюємо нерiвнiсть z0 ≥ rcn, що й
завершує доведення твердження 4.

Твердження 5. Якщо виконується (11), то

p1 ≤ p
(1)
1 , p(1)n ≤ pn, (15)

p
(1)
1 ≤ p

(1)
i ≤ p(1)n , 1 ≤ i ≤ n, (16)

p1 ≤ p
(1)
1 ≤ p

(N)
1 ≤ p

(N)
i ≤ p(N)

n ≤ p(1)n ≤ pn, 1 ≤ i ≤ n. (17)

Доведення. Нерiвностi (15) є безпосереднiм наслiдком (14). Нерiвностi (16) еквiвалент-
нi нерiвностям

p1(1− αp1) ≤ pi(1− αpi) ≤ pn(1− αpn, i = 1, . . . , n.

Для доведення цих нерiвностей розглянемо функцiю y(x) = x(1−αx), графiк якої зобра-
жено на рис. 1.

На пiдставi (12) p1 ≤ pi, i = 1, . . . , n. Зокрема, при n ≥ 3 pi < 1/2, i < n, тому з
p1 ≤ pi випливає y(p1) ≤ y(pi), що видно з графiка. Це доводить першу нерiвнiсть у (16).
Далi, якщо pn ≤ 1/2α ≤ 1, то y(pi) ≤ y(pn), оскiльки pi ≤ pn. А якщо 1/2α < pn < 1
(це може мати мiсце лише при 1/2α < 1), то внаслiдок симетричностi графiка функцiї
y(x) вiдносно прямої x = 1/2α маємо y(pn) = y(1/2α− pn). Звiдси y(pn) ≥ y(pi), оскiльки
в цьому випадку 1/2α − pn ≥ pi, а отже, y(1/2α − pn) ≥ y(pi) (це випливає з нерiвностi
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Рис. 1.

pi + pn < 1 < 1/2α). Таким чином, (16) доведено повнiстю. За iндукцiєю нерiвностi (15),
(16) виконуються для всiх N = 1, 2, . . . , що й доводить (17).

Твердження 6. За умови (11) iснують i є рiвними граничнi вектори

p∞ = lim
N→∞

pN = lim
N→∞

rN = r∞.

Бiльше того, їх координати є рiвномiрно розподiленими в сенсi

p∞ = r∞ = (1/n, . . . , 1/n) . (18)

Доведення. Легко бачити, що з (14), (17) випливає

r
(N),c
1 ≥ zN ≥ r(N),c

n , N = 1, 2, . . . , (19)

де r(N),c
i = 1 − r(N)

i . З iншого боку, з (17), (19) випливає, що послiдовностi p(N)
i з i = 1 та

i = n є монотонними. Отже, iснують границi

p
(∞)
1 = lim

N→∞
p
(N)
i та p(∞)

n = lim
N→∞

p(N)
n .

Оскiльки p
(∞)
1 = p

(∞)
1 (1 − αp∞1 )/z∞ та p(∞)

n = p
(∞)
n (1 − αp(∞)

n )/z∞, то отримуємо z∞ =

= 1− αp(∞)
1 = 1− αp(∞)

n . На пiдставi (19) це можливо лише при

p
(∞)
1 = p(∞)

n = 1/n.

А завдяки (15) робимо висновок, що границi p(∞)
i = lim

N→∞
p
(N)
i iснують для всiх i та p(∞)

i =

= 1/n. Це завершує доведення (18).
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Доведення теореми 1. Нехай p, r ∈ Rn
+, p 6= r. Тодi iснування граничних векторiв

p∞, r∞ випливає з лем 1 та 2. Бiльш того, з (5), (6) та (8) випливає, що (pN , rN ) → 0, а

lim
N→∞

zN = z∞ = 1. (20)

Отже, (3) доведено.
Iнварiантнiсть граничних векторiв p∞, r∞ вiдносно дiї композицiї конфлiкту, тобто

спiввiдношення (4), є наслiдком твердження 3. Далi, якщо p = r, але (p, r) 6= 1, коли
α = 1, то з твердження 1 випливає, що pN = rN для всiх N i тому p∞ = r∞. При умовi
(9) всi координати векторiв p∞, r∞ дорiвнюють 1/n (див. твердження 6). Зрозумiло, що
якщо pi = ri 6= 0 лише для i = 1, . . . ,m < n, то p(∞)

i = r
(∞)
i = 1/m; усi iншi граничнi ко-

ординати дорiвнюють нулю. При цьому спiввiдношення (4) також виконуються, оскiльки
очевидно, що z∞ = 1 i в цьому випадку.

Теорему доведено.

Розглянемо питання про локальну поведiнку координат p(N)
i , r

(N)
i як функцiй вiд N ,

тобто вiд кроку конфлiктної композицiї, у випадку, коли p 6= r. Зауважимо, що вна-
слiдок нелiнiйностi цiєї композицiї (див. (1), (2)) залежнiсть p(N)

i , r
(N)
i вiд N має досить

складний характер. Так, комп’ютерний аналiз ряду конкретних прикладiв виявив наяв-
нiсть коливань цих координат. Частота i кiлькiсть осциляцiй залежать вiд початкового
розподiлу координат векторiв p 6= r, розмiрностi простору Rn

+ та коефiцiєнта взаємодiї
α. Закономiрностi таких коливань, без сумнiву, становлять практичний iнтерес i потребу-
ють додаткових дослiджень. Тут ми встановлюємо лише деякi умови, при яких коливання
припиняються i координати прямують до своїх границь монотонно.

Твердження 7. Нехай pi > ri для деякого i. Тодi iснує номер N0 такий, що послiдов-
нiсть {r(N)

i }N>N0 збiгається до нуля монотонно. Припустимо, що iснує номер N0, для
якого виконуються нерiвностi

p
(N)
i > (pN , rN ) > r

(N)
i для всiх N > N0. (21)

Тодi обидвi послiдовностi {p(N)
i }N>N0 , {r(N)

i }N>N0 збiгаються до своїх границь моно-
тонно:

p
(N)
i ↑ p(∞)

i = d
(∞)
i > 0, r

(N)
i ↓ 0, N → ∞. (22)

Доведення. З (1), (2) очевидно, що p(N+1)
i > p

(N)
i тодi i лише тодi, коли

1− αr(N)
i

1− α(pN , rN )
> 1.

А це еквiвалентно другiй нерiвностi в (21) при N > N0. Покажемо, що перша нерiвнiсть
в (21) завжди виконується починаючи з деякого N0, звичайно, за умови pi > ri. Дiйсно,
з доведення леми 1 випливає, що p

(N)
i ≥ d

(N)
i ≥ d

(0)
i > 0 для усiх N . Тому внаслiдок

того, що (pN , rN ) → 0, N → ∞, iснує N0 таке, що для будь-якого N > N0 виконується
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нерiвнiсть (pN , rN ) < d
(0)
i , а разом з нею i (pN , rN ) < p

(N)
i . Тому r(N+1)

i < r
(N)
i N > N0.

Таким чином, послiдовнiсть
{
r
(N)
i

}∞
N=N1

монотонно спадає.

3. Опис граничних станiв. Якщо p, r ∈ Rn i p = r, то згiдно з теоремою 1 p∞i = r∞i =
= 1/m, де m ≤ n позначає кiлькiсть ненульових координат у початкових векторiв.

Нехай p, r ∈ l1, p 6= r. Згiдно з (1), (2) та теоремою 1 нескiнченна кiлькiсть крокiв
застосування композицiї конфлiкту переводить вектори p, r у пару граничних векторiв
p∞, r∞. Щоб описати їх структуру, ввeдемо такi позначення:

N+ := {i : di > 0}, N− := {i : di < 0}, N0 := {i : di = 0}, di ≡ d
(0)
i = pi − ri,

D :=
∑
i∈N+

di = −
∑
i∈N−

di.

Теорема 2. У випадку p, r ∈ l1, p 6= r, координати граничних векторiв p∞, r∞ мають
вигляд

p∞i =

{
di/D, i ∈ N+,

0, i ∈ N− ∩N0,
r∞i =

{
−di/D, i ∈ N−,

0, i ∈ N+ ∩N0.

Доведення. Розглянемо спершу ситуацiю, коли p, r ∈ Rn. При цьому без втрати за-
гальностi можемо вважати, що координати початкових векторiв впорядковано таким чи-
ном, що виконуються спiввiдношення

p = ( p1, . . . , pk, pk+1, . . . , ps, ps+1, . . . , pn)
∨ ∨ ∧ ∧ ‖ ‖

r = ( r1, . . . , rk, rk+1, . . . , rs, rs+1, . . . , rn).

Тодi за теоремою 1 пара граничних векторiв має вигляд

p∞ = ( p∞1 , . . . , p∞k , 0, . . . , 0, 0, . . . , 0)
∨ ∨ ∧ ∧

r∞ = ( 0, . . . , 0, r∞k+1, . . . , r∞s , 0, . . . , 0).

Для знаходження точних значень граничних координат проаналiзуємо, як змiнюється
рiзниця d(N)

i = p
(N)
i −r(N)

i при N → ∞. Так, пiсля першого кроку конфлiктної композицiї

d
(1)
i =

pi(1− αri)− ri(1− αpi)
1− α(p, r)

=
di

1− α(p, r)
, i = 1, . . . , s.

Звiдси дiстаємо

d
(1)
i

d
(1)
j

=
di
dj
, i, j ∈ N+ ∪N−.
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За iндукцiєю для всiх N > 0 маємо

d
(N)
i

d
(N)
j

=
di
dj
, i, j ∈ N+ ∪N−.

Переходячи до границi N → ∞, отримуємо

d
(∞)
i

d
(∞)
j

=
di
dj
, i, j ∈ N+ ∪N−.

Iз доведення теореми 1 випливає p(∞)
i = d

(∞)
i , i ∈ N+, r

(∞)
i = −d(∞)

i , i ∈ N−.
Таким чином, для знаходження p∞i , r∞i потрiбно розв’язати таку систему рiвнянь:

p
(∞)
i

p
(∞)
j

=
di
dj
, i, j ∈ N+,

∑
i∈N+

p
(∞)
i = 1,

r
(∞)
i

r
(∞)
j

=
di
dj
, i, j ∈ N−,

∑
i∈N−

r
(∞)
i = 1.

Неважко показати, що єдиний розв’язок даної системи має вигляд

p
(∞)
i =

di∑
j∈N+

dj
, i ∈ N+, r

(∞)
i =

di∑
j∈N−

dj
, i ∈ N−. (23)

У випадку p, r ∈ l1 аналогiчнi мiркування приводять до нескiнченної системи рiвнянь,
яка також має єдиний розв’язок вигляду (23). Використовуючи позначення

∑
i∈N+

di = D =

= −
∑

i∈N−
di, завершуємо доведення теореми.

Зазначимо, що внаслiдок (23) граничний розподiл координат не залежить вiд коефi-
цiєнта α. Але швидкiсть досягнення граничних значень p(∞)

i , r
(∞)
i залежить вiд α в сенсi

швидкостi змiни рiзницi d(N)
i (α) при N → ∞. Дiйсно, змiна значень координат p(N)

i , r
(N)
i

на кожному кроцi застосування композицiї конфлiкту пов’язана з поведiнкою цiєї рiзницi
згiдно з формулою

d
(N)
i (α) = p

(N)
i − r(N)

i =
d
(N−1)
i (α)

1− α(p(N−1), r(N−1))
.

Звiдси випливає, що

|d(N)
i (α1)| < |d(N)

i (α2)| при 0 < α1 < α2 ≤ 1,

навiть якщо d(N−1)i (α1) = d
(N−1)
i (α2). Очевидно, що рiзниця змiнюється найшвидше при

α = 1. Коли ж коефiцiєнт конфлiктної взаємодiї α близький до нуля, то всi величини
d
(N)
i (α), p

(N)
i , r

(N)
i змiнюються дуже повiльно.
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4. Графiчне зображення. Для динамiчної системи конфлiкту з початковими вектора-
ми p, r ∈ Rn, n = 2, 3, граничнi стани {p∞, r∞} припускають геометричну iнтерпрета-
цiю. Iншими словами, граничний розподiл iмовiрностей присутностi кожного з опонентiв
у випадках iз двома та трьома спiрними позицiями можна побудувати графiчно.

4.1. Випадок двох спiрних позицiй. Нехай p, r ∈ R2 – довiльна пара стохастичних век-
торiв iз координатами p1, p2 > 0 та r1, r2 > 0 вiдповiдно. Спiвставимо початковому стану
{p, r} динамiчної системи конфлiкту (для спрощення наступних формул покладаємо α =
= 1) точку s(x, y) ∈ R2

+ з координатами x = p1/p2, y = r1/r2. Зрозумiло, що по точцi
s(x, y) можна вiдновити координати векторiв p, r:

p1 =
x

1 + x
, p2 =

1

1 + x
, r1 =

y

1 + y
, p2 =

1

1 + y
.

Ця вiдповiднiсть продовжується на будь-якi стани динамiчної системи. Дiйсно, позначимо

K = {s(x, y) ∈ R2
+ ∪ {0,∞} ∪ {∞, 0} : x, y ∈ [0,∞]}.

Тодi очевидно, що вiдображення

I : {p, r ∈ R2
+ : |p|1 = |r|1 = 1} → {s(x, y) ∈ K : x = p1/p2, y = r1/r2}

є бiєктивним.
Зафiксуємо число 0 < k < ∞ i пiвпряму

Lk := {s(x, y) ∈ K : y = kx, 0 < k < ∞}.

Розглянемо стан {p1, r1} i вiдповiдну йому точку s(x(1), y(1)) пiсля першого кроку кон-
флiктної взаємодiї. Використовуючи (1) з α = 1, неважко встановити, що координати
x(1), y(1) пов’язанi з x, y формулами

x(1) = x/y = 1/k, y(1) = y/x = k.

Внаслiдок бiєктивностi вiдображення I точка s(x(1), y(1)) вiдповiдає єдиному стану {p1, r1}

iз координатами p(1)1 =
1

1 + k
, p(1)2 =

k

1 + k
, r(1)1 =

k

1 + k
, r(1)2 =

1

1 + k
(рис. 2).

Далi, використовуючи (2), знаходимо, що на (N + 1)-му кроцi конфлiктної взаємодiї
стану {pN+1, rN+1} вiдповiдає точка s(x(N+1), y(N+1)) iз координатами

x(N+1) = 1/kN , y(N+1) = kN .

Таким чином, на першому кроцi конфлiктної взаємодiї всi точки пiвпрямої Lk переходять
в одну точку s(x(1), y(1)), x1 = 1/k, y1 = k на гiперболi Γ := {y = 1/x}. При всiх на-
ступних кроках конфлiктної композицiї точка s(x(N), y(N)), N = 1, 2, . . . , рухається по
гiперболi Γ до нескiнченностi в фiксованому напрямку, асимптотично наближаючись до
однiєї з координатних осей. Винятком є ситуацiя з k = 1. На першому кроцi пiвпряма
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Рис. 2.

Рис. 3.

L1 := {s(x, y) ∈ K : y = x} переходить у точку s(x, y) ∈ Γ, яка вiдповiдає iнварiантному
стану p = r iз координатами p1 = 1/2 = p2 = r1 = r2.

4.2. Випадок трьох спiрних позицiй. Iз геометричної точки зору всi стани динамiчної
системи конфлiкту {p, r} ∈ R3 × R3 iз трьома спiрними позицiями утворюють множи-
ну векторiв, кiнцi яких належать замкненiй частинi площини, обмеженiй трикутником
A1A2A3 з вершинами в точках A1(1, 0, 0), A2(0, 1, 0), A3(0, 0, 1). (рис. 3).

Використовуючи теорему про iснування граничних векторiв (теорему 1), можна зро-
бити деякi висновки щодо вигляду цих векторiв. Зафiксуємо базис у R3, який складає-
ться з векторiв e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) та e3 = (0, 0, 1), i розглянемо довiльну пару
стохастичних векторiв p = (p1, p2, p3), r = (r1, r2, r3). Будемо розрiзняти такi випадки:
1) p = r, 2) p 6= r. Ситуацiю, коли p = r = ei, i = 1, 2, 3, виключаємо.

За теоремою про iснування граничних векторiв у першому випадку граничнi вектори
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Рис. 4.

мають вигляд p∞ = r∞ =
(1

3
,
1

3
,
1

3

)
. Це означає, що довiльна пара рiвних векторiв у

R3 в результатi конфлiктної взаємодiї прямує до вектора з кiнцем у центрi трикутника
A1A2A3 (рис. 4).

Розглянемо другий випадок. За теоремою 1 p∞ ⊥ r∞. Не втрачаючи загальностi, вва-
жаємо, що лише для однiєї позицiї, наприклад i-ї, виконується нерiвнiсть pi > ri. Тодi гра-
ничний вектор p∞ = ei, а вектор r∞ належить координатнiй площинi, утворенiй ортами
(ej ,ek), де j 6= i та k 6= i, тобто кiнець вектора r∞ належить вiдрiзку AjAk. Якщо до того
ж iснує координата pl, для якої виконується рiвнiсть pl = rl, то вектор r∞ = es, де s 6= i
та s 6= l. Враховуючи цi зауваження, можемо перейти до обґрунтування геометричного
способу побудови граничних векторiв.

Розглянемо в R3 пару стохастичних векторiв p 6= r. Позначимо d = p − r. Пiсля
першого кроку конфлiктної взаємодiї отримаємо нову пару стохастичних векторiв p1, r1.
Позначимо d1 = p1 − r1. Виявляється, що вектори d та d1 є колiнеарними: d ‖ d1. Це
випливає з того, що координати вектора d1 мають вигляд

d
(1)
i = p

(1)
i − r

(1)
i =

pi − ri
z

=
di
z
, z = 1− (p, r).

Позначимо рiзницю векторiв, отриманих на N -му кроцi, через dN = pN − rN . Введемо
ще граничне значення такої рiзницi: d∞ = lim

N→∞
(pN −rN ) = p∞−r∞. За iндукцiєю легко

довести колiнеарнiсть векторiв d та d∞.
Отже, можемо зробити такий висновок: якщо через кiнцi довiльної пари рiзних сто-

хастичних векторiв провести пряму L, то в процесi конфлiктної взаємодiї виникає пара
стохастичних векторiв, через кiнцi яких проходить прямаLN , паралельнаL. Таким чином,
отримаємо сiм’ю паралельних прямих.

Далi, враховуючи попередню iнформацiю щодо вигляду граничних векторiв, можна
стверджувати, що пряма L∞, яка проходить через кiнцi граничних векторiв, обов’язково
буде проходити через одну з точок A1(1, 0, 0), A2(0, 1, 0) або A3(0, 0, 1). Цей аналiз приво-
дить до наступних побудов. Виходячи з пари стохастичних векторiв p, r (p 6= r), проведе-
мо через їх кiнцi пряму L (рис. 5). Паралельно прямiй L проведемо три прямi L1

∞, L2
∞, L3

∞
через точки A1, A2 та A3 вiдповiдно. Якщо деяка пряма Li

∞ не перетинає протилежну до
точки Ai сторону трикутника A1A2A3, то така пряма не визначає нiякої пари граничних
векторiв. Дiйсно, в цьому випадку iснує лише один стохастичний вектор, кiнець якого
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Рис. 5.

може належати прямiй Li
∞; цей вектор збiгається з ортом ei. Оскiльки зараз граничнi ве-

ктори p∞, r∞ ортогональнi, то залишаються два взаємно виключних випадки: або деяка
пряма Li

∞ перетинає одну iз сторiн трикутника A1A2A3, або одна iз сторiн трикутника
A1A2A3 лежить на прямiй Lj

∞.
У першому випадку, внаслiдок ортогональностi граничних векторiв p∞ та r∞, один

iз них збiгається з ортом ei, а другий проходить через точку перетину прямої Li
∞ та вiд-

повiдної сторони трикутника A1A2A3. Звiдси випливає, що для будь-яких чисел a, b ≥
≥ 0, a + b = 1, iснує траєкторiя динамiчної системи конфлiкту з граничним станом ви-
гляду p∞ = (1, 0, 0), r∞(0, a, b). Це один iз важливих фактiв, який ми одержуємо, безпосе-
редньо використовуючи геометричну iнтерпретацiю. Аналогiчний факт має мiсце i для
n > 3.

У другому випадку позначимо черезAjAk сторону трикутникаA1A2A3, яка лежить на
прямiй Lj

∞. Тодi граничнi вектори збiгаються з ортами ej та ek вiдповiдно.

5. Необоротнiсть композицiї конфлiкту. 5.1. Випадок R2. Розглянемо довiльний стан
{p1, r1} ∈ R2 × R2 динамiчної системи пiсля першого кроку конфлiктної взаємодiї в при-
пущеннi, що початковий стан {p, r} задовольняє умови p 6= r, (p, r) 6= 0. Iз попередньо-
го пункту вiдомо, що стану {p1, r1} взаємно однозначно вiдповiдає точка s(x(1), y(1)) =
= I{p1, r1} на гiперболi Γ := {y = 1/x}, в яку переходять усi точки s(x, y) iз пiвпрямої
Lk, k = y(1). Отже, є справедливим такий результат.

Твердження 8. У випадку двох спiрних позицiй кожен крок конфлiктної взаємодiї є
необоротним. У кожен стан {pN , rN}, N ≥ 1, якому вiдповiдає точка s(x(N), y(N)) на
гiперболi Γ, переходить континуальна множина попереднiх станiв {p(N−1), r(N−1)}, яка
описується пiвпрямою L

(N)
k , k(N) = y(N), де y(N) є координатою точки s(x(N), y(N)) =

= I{pN , rN}.
Зазначимо, що повний прообраз стану {pN , rN}, N ≥ 1, вiдносно вiдображення, пород-

женого композицiєю конфлiкту:

{p(N−1), r(N−1)} >−→ {pN , rN},

включає в себе додатково ще й дискретну послiдовнiсть станiв, яким вiдповiдають певнi
точки на гiперболi Γ.

5.2. Випадок Rn, n > 2. У випадку простору Rn, n > 2, ситуацiя аналогiчна R2. Нехай
p, r ∈ Rn. Припустимо, що координати pn 6= 0 6= rn. Тодi завдяки стохастичностi векторiв
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кожному стану {p, r} бiєктивно вiдповiдає точка s(x1, ..., xn−1, y1, ..., yn−1) з координатами
xi := pi/pn, yi := ri/rn, i = 1, ..., n − 1. Розглянемо довiльний стан {p1, r1} ∈ Rn дина-
мiчної системи пiсля першого кроку конфлiктної взаємодiї в припущеннi, що початковий
стан задовольняє умови p 6= r, (p, r) 6= 0. Такому стану взаємно однозначно вiдповiдає
точка s(x

(1)
1 , ..., x

(1)
n−1, y

(1)
1 , ..., y

(1)
n−1), координати якої задаються формулами

x
(1)
i =

xi
∑
j 6=i

yj∑
j 6=n

yj
, y

(1)
i =

yi
∑
j 6=i

xj∑
j 6=n

xj
, i = 1, . . . , n− 1. (24)

Твердження 9. У випадку n > 2 спiрних позицiй кожен крок конфлiктної взаємодiї є
необоротним. У довiльний стан {pN , rN}, N ≥ 1, переходить континуальна множина
попереднiх станiв {p(N−1), r(N−1)}, якiй вiдповiдає множина точок

s(x
(N−1)
1 , . . . , x

(N−1)
n−1 , y

(N−1)
1 , . . . , y

(N−1)
n−1 )

з координатами, що задовольняють систему рiвнянь (для спрощення позначень покла-
даємо N = 1 )

x
(1)
i = xi

1/rn − yi
1/rn − 1

, y
(1)
i = yi

1/pn − xi
1/pn − 1

, i = 1, . . . , n− 1. (25)

Доведення. Очевидно, систему (24) можна переписати у виглядi (25). Якщо в (25) за-
фiксувати змiннi x(1)i , y(1)i , якi вiдповiдають деякому стану {p1, r1}, то отримаємо систему
2n − 2 рiвнянь з 2n змiнними. Отже, ця система недовизначена i тому має континуальну
множину розв’язкiв, що й доводить твердження.

5.3. Опис початкових станiв, якi мають однаковi граничнi розподiли. З огляду на те-
орему 1 граничним станом динамiчної системи конфлiкту можемо назвати будь-яку па-
ру стохастичних векторiв {p∞, r∞} ∈ l1 × l1 з умовою p∞ ⊥ r∞, або пару {p∞, r∞} ∈
∈ Rm × Rm,m > 1, за умови, що всi координати p∞i = r∞i = 1/m.

Теорема 3. Множина всiх початкових станiв {p, r} ∈ l1 × l1, якi утворюють тра-
єкторiю з наперед заданим граничним станом {p∞, r∞} з умовою p∞ ⊥ r∞, описується
системою рiвнянь

pi − ri = t(p
(∞)
i − r(∞)

i ), t ∈ (0, 1], i = 1, . . . , n. (26)

Якщо граничний стан {p∞, r∞} ∈ Rm × Rm, m > 1 i p∞ = r∞, то множина всiх по-
чаткових станiв складається з векторiв {p, r} ∈ Rn × Rn, n ≥ m, координати яких
задовольняють умови

pi =

{
ri > 0, i ∈ S ⊂ {1, . . . , n}, |S| = m,

0 для iнших i.
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Доведення. Друга частина теореми є безпосереднiм наслiдком теореми 1. Тому по-
трiбно довести лише першу частину теореми. Використовуючи позначення d(∞)

i = p
(∞)
i −

−r(∞)
i , i = 1, . . . , n, внаслiдок (1), (2) маємо

d
(N)
i =

1

zN
d
(N−1)
i , N > 1.

За iндукцiєю

d
(N)
i =

1

zN

1

zN−1
. . .

1

z1
di.

Отже, переходячи до границi, одержуємо

d
(∞)
i = lim

N→∞

1

zN

1

zN−1
. . .

1

z1
di.

Звiдси
di

d
(∞)
i

= z1z2 . . . , i = 1, . . . , n,

де не зменшуючи загальностi ми припустили, що d(∞)
i > 0 для всiх i = 1, . . . , n. Познача-

ючи t = z1z2 . . ., приходимо до (26), де t ∈ (0, 1], оскiльки всi zN ∈ (0, 1].

Наслiдок. Для довiльного граничного стану {p∞, r∞} ∈ Rn × Rn та фiксованого
стохастичного вектора p ∈ Rn з умовою: координата pi 6= 0, якщо p

(∞)
i 6= 0, iснує

нескiнченна кiлькiсть векторiв r ∈ Rn таких, що стан {p, r} продовжує траєкторiю,
збiжну до {p∞, r∞}.

Зокрема, можна взяти вектор p ∈ Rn, у якого всi координати є ненульовими. I
в цьому випадку iснує безлiч стохастичних векторiв r ∈ Rn таких, що траєкторiя
{pN , rN} збiгається до {p∞, r∞}.
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