
УДК 513.83

ГОМОЛОГIЇ ПЕРЕТИНIВ ПСЕВДОМНОГОВИДIВ
З ЛОКАЛЬНИМИ ГОМОТОПIЧНИМИ УМОВАМИ НА ЛIНКИ СТРАТ

Л. П. Плахта

Iн-т прикл. пробл. механiки i математики НАН України
Україна, 79000, Львiв, вул.Наукова, 3б
e-mail: dept25@iapmm.lviv.ua

In terms of local homotopic properties of the links of strata of an n-dimensional PL-pseudomanifold X ,
we present a sufficient condition for the natural homomorphisms IH 0̄

j (X) → IH p̄
j (X) of j-th intersection

homology groups with perversity multi-indexes 0̄ and p̄ to be isomorphisms for all j ≤ i, where i < n− 3.

У термiнах локальних гомотопiчних властивостей лiнкiв страт n-вимiрного PL-псевдомного-
виду X отримано достатню умову того, що природнi гомоморфiзми IH 0̄

j (X) → IH p̄
j (X) j-х

груп гомологiй перетину з мультиiндексами перекручення 0̄ i p̄ є iзоморфiзмами для всiх j ≤ i,
де i < n− 3.

1. Вступ. Для вивчення многовидiв з особливостями М. Горескi i Р. Мак-Ферсон визначили
мовою кусковo-лiнiйних ланцюгiв (PL-ланцюгiв) спецiальнi гомологiї, так званi гомологiї
перетинiв, i дослiдили їх властивостi [1].

Якщо X — орiєнтовний компактний многовид без краю вимiру n, а p̄ = (p2, . . . , pn)
— послiдовнiсть цiлих чисел, причому p2 = 0 i pj ≤ pj+1 ≤ pj + 1 при j = 2, . . . , n − 1,
то для будь-якого i ∈ Z псевдомноговиду X ставиться у вiдповiднiсть група IH p̄

i (X), яка
називається i-ю групою цiлочислових гомологiй перетинiв (або IH-групою) псевдомно-
говиду X з мультиiндексом перекручення (спотворення) p̄. Групою коефiцiєнтiв тут є
кiльце цiлих чисел Z. Нехай 0̄ = (0, 0, . . . , 0) — мiнiмальний мультиiндекс перекручення,
а t̄ = (0, 1, . . . , n − 2) — максимальний мультиiндекс. Для дослiдження многовидiв з осо-
бливостями гомологiї перетинiв мають наступнi переваги перед звичайними гомологiями
(наприклад, симплiцiальними). Для гомологiй перетину побудовано операцiю перетину

⋂
[1]:

IH p̄
i (X)× IH q̄

j (X) −→ IH r̄
i+j−n(X),

де r̄ = p̄+ q̄.
Нехай ε : IH t̄

0(X) → Z — „аугментацiя”, причому i+j = n i p̄+q̄ = t̄. Тодi аугментоване
спарювання

IH p̄
i (X)× IH q̄

j (X) −→ IH t̄
0(X) −→ Z

є невиродженим, якщо всi групи тензорно помноженi на Q [1]. Отже, для гомологiй пере-
тину виконується дуальнiсть Пуанкаре в узагальненому виглядi, хоча форма перетину

IH p̄
i (X)× IH q̄

j (X) −→ IH t̄
0(X) −→ Z

не є унiмодулярною [1, 2].
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Зауважимо, що гомологiї перетину визначаються i для некомпактних псевдомного-
видiв, псевдомноговидiв з краєм, i не обов’язково орiєнтовних [2, 3], a у випадку, коли X
— компактний многовид, всi групи IH p̄

i (X) збiгаються з Hi(X). Крiм того, за групу ко-
ефiцiєнтiв можна взяти будь-яке кiльце з одиницею G. Вiдомо [1], що для гомологiчних
многовидiвX для довiльного i всi i-групи гомологiй перетинiв IH p̄

i (X) iзоморфнi. У данiй
роботi знайдено достатню умову того, що канонiчнi гомоморфiзми IH 0̄

j (X) → IH p̄
j (X) є

iзоморфiзмами для всiх j ≤ i, де X — псевдомноговид вимiру n i i < n − 3. Дана умова
має локальний характер i формулюється в термiнах i-зв’язностi многовидiв Nk \ Σn−k−1,
де Nk — k-лiнк страти Xn−k −Xn−k−1 псевдомноговиду X .

Групи гомологiй перетинiв (або, по-iншому, IH-групи) визначаються, виходячи з де-
якої (фiксованої) стратифiкацiї псевдомноговиду X , хоча i не залежать вiд її вибору [1].
IH-групи є топологiчно iнварiантними, але не є гомотопiчно iнварiантними [1], що цiл-
ком природно, оскiльки гомотопiя може сильно змiнити структуру сингулярностей псев-
домноговиду.

Якщо орiєнтовний компактний псевдомноговид M без краю допускає стратифiкацiю
зi стратами парного ковимiру, то для нього можна ввести поняття сигнатури σ(M), яка є
iнварiантом кобордизму [1]. Для дослiдження гомологiй перетину достатньо ефективним
є спосiб еквiвалентного їх означення мовою жмуткiв [1, 3, 4].

2. IH-групи псевдомноговидiв з локальними гомотопiчними умовами на страти. Перш
нiж сформулювати основнi результати даної працi, введемо необхiднi означення з теорiї
гомологiй перетинiв. Детальнiше про основи теорiї гомологiй перетину див. [1].

Означення 1. Псевдомноговидом вимiру n називається компактний полiедр X , для
якого iснує пiдполiедр Σ,dim(Σ) ≤ n − 2, такий, що X \ Σ є n-вимiрним орiєнтовним
многовидом, який є скрiзь щiльним у X .

Стратифiкацiєю n-вимiрного псевдомноговиду X називається фiльтрацiя X замкне-
ними пiдполiедрами

X = Xn ⊃ Xn−1 = Xn−2 = Σ ⊃ Xn−3 . . . ⊃ X1 ⊃ X0

така, що для кожної точки p ∈ Xi \Xi−1 iснує фiльтрований полieдр

V = Vn ⊃ Vn−1 . . . ⊃ Vi = {точка},

i PL-вiдображення h : V ×Bi → X , яке для кожного j вiдображає Vj×Bi PL-гомеоморфно
на (замкнений) окiл точки p в Xj , причому h({точка}, u) = p, де u — деяка внутрiшня
точка i-вимiрного PL-диска Bi. Таким чином, якщо Xi \ Xi−1 6= ∅, то пiдпростiр Xi \
Xi−1 є i-вимiрним многовидом, який називається i-ю стратою даної стратифiкацiї. Надалi
будемо вважати, що X є n-вимiрним псевдомноговидом з фiксованою стратифiкацiєю.

НехайK — триангуляцiяX . Позначимо через CK∗ ланцюговий комплекс симплiцiаль-
них ланцюгiв вX вiдносноK. Геометричним PL-ланцюгом називається довiльний ланцюг
з CK∗ для деякої триангуляцiї K. Два геометричнi PL-ланцюги ξ1 ∈ CK1

∗ i ξ2 ∈ CK2
∗ ото-

тожнюються, якщо їхнi канонiчнi образи в CK∗ збiгаються для деякого спiльного подрiб-
нення K триангуляцiй K1 i K2. Позначимо через Ci(X) групу всiх геометричних PL-
ланцюгiв в X , яка є прямою границею груп CKi вiдносно подрiбнень, за всiма триангу-
ляцiями псевдомноговиду X . Нехай C i D — вiдповiдно i- i (i− 1)-вимiрний пiдполiедри в
X такi, що D ⊂ C. Позначимо через ∂∗ : Hi(C,D) → Hi−1(D) зв’язуючий гомоморфiзм.
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Мультиiндексом (перекручення) називається послiдовнiсть p̄ = (p2, p3, . . . , pn) цiлих
чисел така, що p2 = 0 i pk+1 = pk або pk+1 = pk + 1.

Означення 2. Нехай i — цiле число i p̄ = (p2, p3, . . . , pn) — мультиiндекс (перекру-
чення). Пiдпростiр Y ⊂ X називається (p̄, i)-допустимим, якщо dim(Y ) ≤ i i dim(Y ∩
∩ Xn−k) ≤ i− k + pk для всiх k ≥ 2.

Покладемо IC p̄i = {ξ ∈ Ci(X) | |ξ|— (p̄, i)-допустимий пiдпростiр вX i |∂ξ|− (p̄, i−1)-
допустиме в X}.

Означення 3. Будемо називати i-ту групу гомологiй ланцюгового комплексу IC p̄∗ (X)
i-ю IH-групою (або i-ю групою гомологiй перетинiв) з мультиiндексом p̄ i позначати
IC p̄i (X).

Якщо X не мiстить страт ковимiру k (тобто Xn−k = Xn−k−1), то виконується рiвнiсть
IH p̄
∗ (X) = IH q̄

∗(X) для всiх p̄, q̄ таких, що pc = qc при c 6= k [1].
При i = 0, n маємо IH p̄

0 (X) = H0(X \ Σ), IH p̄
n = Hn(X). Якщо X — многовид, то X

допускає стратифiкацiю з однiєю стратою X i тодi IH p̄
i (X) = Hi(X). Хоча гомологiї пе-

ретину визначаються для деякої фiксованої стратифiкацiї псевдомноговиду X , насправдi
вони не залежать вiд її вибору [1]. Тому надалi будемо користуватись тiльки внутрiшньою
стратифiкацiєю псевдомноговидiв.

Означення 4. Орiєнтовний псевдомноговид X вимiру n називається нормальним,
якщо Hn(X,X \ x) = Z для всiх x ∈ X .

Для гомологiй i когомологiй нормальних псевдомноговидiв X мають мiсце канонiчнi
iзоморфiзми [1] H i(X) ∼= IH 0̄

n−i(X) i Hi(X) ∼= IH t̄
i (X). Таким чином, якщо в нормаль-

ному псевдомноговидi X всi i-групи IH p̄
i (X), i = 0, 1, . . . , n, iзоморфнi (для будь-яких

мультиiндексiв p̄), то X — простiр, в якому виконується дуальнiсть Пуанкаре.

Твердження 1. Нехай Bn — n-вимiрний PL-диск, sm — m-симплекс, Bn ∗ sm — їх з’єд-
нання, u— барицентр симплекса sm, а v — внутрiшня точка PL-дискаBn∗sm. Тодi iснує
сильна деформацiйна ретракцiя Rt : Bn ∗ sm → T PL-диска Bn ∗ sm на деякий пiдполiедр
T така, що R1(u) = v i {v} ∪Bn ∗ ∂sm ⊂ T .

Доведення. Без обмеження загальностi можна вважати, что Bn — n-симплекс t в
Rn+1, Bn ∗ sm — (n+m+ 1)-симплекс p в Rn+m+1 з взаємно доповнювальними гранями s
i t, а точка v — барицентр симплекса p. Нехай K ′ — зiркове подрiбнення комплексу ∂p в
точцi u, а K1 — зiркове подрiбнення клiткового комплексу K ′ ∪ {p} в точцi v [5]. Тодi K1

i K ′ — симплiцiальнi пiдрозбиття комплексу p̃ = {q|q � p}. Якщо V = {x0, . . . , xn+m+1}
— множина вершин симплекса p, то W = V ∪ {u, v} є множиною вершин комплексу K1.

Нехай L — пiдкомплекс комплексу K1 × I , натягнутий на множину вершин V ∪ {v}.
Розглянемо клiтковий комплекс K1 × I з множиною вершин W × {0, 1}. Очевидно, що
комплекс K1 × I допускає триангуляцiю M , що задовольняє таку умову:

множиною вершин триангуляцiї M є W × {0, 1}.
Задамо вiдображення ρ : W × {0, 1} → W таким чином: ρ(a, t) = a, якщо t = 0;

ρ(a, t) = a, якщо t = 1 i a 6= u; ρ(a, t) = v, якщо t = 1 i a = u.
Вiдображення ρ однозначно поширюється до деякого симплiцiального вiдображення

R : M → K1. Оскiльки |M | ∼= |K1| × I , R(x, {0}) = x для всiх x ∈ |K1| i R(|K1| × I) ⊂
⊂ |K1|, то вiдображення R можна розглядати як деформацiйну ретракцiю Rt полiедра
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|p| = |K1| на пiдполiедр R1(|K1|). Маємо R1(|p|) = |L|, отже, Rt є шуканою деформацiй-
ною ретракцiєю полiедра |p| на пiдполiедр T = |L|.

Нагадаємо, що пара просторiв (не обов’язково полiедрiв) (M,U) називається p-зв’яз-
ною, p ≥ 0, якщо π(M,U) = 0 для всiх i ≤ p. Тепер сформулюємо необхiдне для подаль-
шого викладу твердження.

Теорема Столлiнгса про поглинання [6]. Нехай Mn — зв’язний кусково-лiнiйний мно-
говид (PL-многовид) без краю, U — вiдкрита множина в Mn, K — cкiнченний комплекс
в Mn вимiру не бiльше, нiж n − 3, L — пiдкомплекс комплексу K, що мiститься в U i
такий, що Cl(|K| \ |L|) є r-вимiрним полiедром. Припустимо також, що пара (M,U) —
r-зв’язна. Тодi iснують компактна множина E ⊂ Mn i об’ємна iзотопiя Et многовиду
Mn такi, що |K| ⊂ e1(U) i et|(Mn\E)∪|L| = id(Mn\E)∪|L|.

Зауваження 1. Нехай M — r-зв’язний многовид (можливо, з краєм), V — замкнений
PL-диск в IntM . Запишемо точну гомотопiчну послiдовнiсть для пари (M,U), де U =
= IntV :

. . . → πm(U) → πm(M) → πm(M,U) → . . . → π1(U) → π1(M) → π1(M,U). (1)

Оскiльки U — стягуване i πm(M) = 0 при 1 ≤ m ≤ r, з точної послiдовностi (1)
одержимо πr(M,U) = πr−1(M,U) = . . . = π1(M,U) = π0(M,U) = {e}, тобто пара
(M,U) є r-зв’язною, так само як i пара (IntM,U).

Означення 5. Нехай K — симплiцiальний комплекс, L — його пiдкомплекс. L на-
зивається повним в K, якщо iснує таке симплiцiальне вiдображення f : K → L, що
L = f−1(0).

Далi, якщо X — псевдомноговид, то через ΣX будемо позначати його сингулярну ча-
стину, тобто елемент фiльтрацiї Xn−2 внутрiшньої стратифiкацiї X .

Твердження 2. Нехай X — n-вимiрний псевдомноговид, ξ — (p̄, i)-допустимий цикл,
де i < n − 3 i (K,L,N) — така триангуляцiя трiйки полiедрiв (X, |ξ|,ΣX), що L i N
— повнi пiдкомплекси в K, a S = {s1, . . . , sq} — множина всiх симплексiв iз L ∩ N , що
задовольняють умову

∃k ≥ 2 : dim(sj ∩Xn−k) > i− k,

i Sj = |lk(sj ,K)|, j = 1, . . . , q. Якщо для довiльного sj ∈ S многовид Sj \ΣSj — (i−sj−1)-
зв’язний, то в X iснують такi (p̄, i + 1)-допустимий ланцюг ζ i (0̄, i)-допустимий цикл
η, що ∂ζ = ξ − η.

Доведення. Припустимо, що симплекси з S занумерованi в послiдовнiсть s1, . . . , sq в
порядку незростання їх вимiрiв i s1, . . . , sk — симплекси максимального вимiру m, k ≤ q.
Розглянемо симплiцiальний комплекс lk(s1,K). Оскiльки s1 має максимальний вимiр в
S, а L i N — повнi пiдкомплекси в K, то |ξ| ∩ |lk(s1,K)| ⊂ S1 \ ΣS1 i |ξ| ∩ |st(s1,K)| =
= (|ξ| ∩ S1) ∗ s1. З умови твердження випливає, що многовид S1 \ ΣS1 — (i − m − 1)-
зв’язний. Iз зауваження 1 i теореми Столлiнгса про поглинання випливає, що полiедр |ξ|∩
∩S1 мiститься в деякому (n−m−1)-вимiрному PL-дискуBn−m−1, Bi−m−1 ⊂ S1\ΣS1 , i тому
|ξ|∩|st(s1,K)| ⊂ Bn−m−1∗s1. НехайRt : (Bn−m−1∗s1)×I → T — деформацiйна ретракцiя
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полiедрiв, обумовлена твердженням 1. Маємо R1((S1 ∩ |ξ|) ∗ s1) ∩ s1 = ∂s1. Оскiльки Rt
залишає точки з Bn−m−1 ∗ ∂s1 нерухомими, то Rt також залишає нерухомими точки з
(S1 ∩ |ξ|) ∗ ∂s1.

Покладемо Pt(x) = x, якщо x ∈ |ξ| \ |ξ| ∩ |st(s1,K)|, i Pt(x) = Rt(x), якщо x ∈ |ξ| ∩
∩|st(s1,K)|.

Нехай ξ×[0, 1] ∈ Ci+1(X×I) — геометричний PL-ланцюг з орiєнтацiєю добуткуX×I ,
а P∗(ξ × I) — (i + 1)-вимiрний геометричний PL-ланцюг в X , який є образом ланцюга
ξ × I при ланцюговому вiдображеннi P∗, iндукованому PL-вiдображенням P : |ξ| × I →
→ X . Носiєм (p̄, i + 1)-допустимого ланцюга P∗(ξ × I) є полiедр P (|ξ| × I) . Оскiльки ξ
— цикл, то маємо ∂P∗(ξ × I) = P∗∂(ξ × I) = P∗(∂ξ × I) + (−1)iP1∗(ξ) − (−1)iP0∗(ξ) =
= (−1)i(P1∗(ξ)− P0∗(ξ)), так що цикли ξ1 = P1∗(ξ) i ξ — гомологiчнi. Крiм цього, цикл ξ1

— (p̄, i)-допустимий i |ξ1| ∩ ΣX = |ξ| ∩ ΣX \ Int s1.
Подрiбнимо комплекс до такого комплексу K1, щоб виконувались такi умови:
1) на |ξ1| ∩ Σ триангуляцiя K1 збiгається з триангуляцiєю, iндукованою K;
2) комплекс K1 iндукує на |ξ1| триангуляцiю, повну в K1.
Iснування такого K1 випливає з властивостей деформацiйної ретракцiї R, описаної

при доведеннi твердження 1. Далi до PL-ланцюга ξ1 застосовується iндуктивний процес
деформацiї в порядку, заданому нумерацiєю симплексiв з S. Перебираючи таким чином
всi симплекси s1, . . . , sq i деформуючи цикл ξj на кожному (j+ 1)-му кроцi в |st(sj+1,Kj)|,
де Kj — вiдповiдне симплiцiальне подрiбнення комплексу Kj−1, отримаємо таку послi-
довнiсть (p̄, i)-допустимих геометричних PL-циклiв ξ1, ξ2, . . . , ξq i таку послiдовнiсть (p̄, i+
+1)-допустимих геометричних PL-ланцюгiв ζ1, ζ2, . . . , ζq, що ξi − ξj−1 = ∂ζj i

|ξj | ∩ ΣX = |ξ| ∩ ΣX \ (Int s1 ∪ . . . ∪ Int sj).

Задана таким чином деформацiя ланцюга на кожному (попередньому) j-му кроцi в
|st(sj ,Kj−1)|, де dim s1 ≥ dim s2 ≥ . . . ≥ dim sq, а також умови теореми забезпечують
коректнiсть деформацiї ланцюга на наступному (j + 1)-кроцi. Далi покладемо η = ξq.
Маємо ξq − ξ = ∂(ζ1 + . . .+ ζq), де ζ1 + . . .+ ζq — (p̄, i+ 1)-допустимий ланцюг i |η| ∩ΣX =
= |ξ| ∩ ΣX \ (Int s1 ∪ . . . ∪ Int sq), так що η — (0̄, i)-допустимий цикл.

Твердження 3. Нехай X — n-вимiрний псевдомноговид, ξ — (0̄, i)-допустимий цикл,
i < n − 2, ζ − (p̄, i + 1)-допустимий ланцюг такий, що ∂ζ = ξ, (K,L,M,N) — така
триангуляцiя четвiрки (X,ΣX , |ζ|, |ξ|), що L, M i N — повнi пiдкомплекси в K, а S =
= {s1, . . . , sq}— множина симплексiв з L ∩M , що задовольняють умову

∃k ≥ 2 : dim(sj ∩Xn−k) > i− k.

Якщо для довiльного sj ∈ S многовид |lk(sj ,K)|\Σsj — (i−dim sj)-зв’язний, де Σsj — син-
гулярна частина псевдомноговиду |lk(sj ,K)|, то в X iснує такий (0̄, i + 1)-допустимий
ланцюг ζ1, що ∂ζ1 = ξ.

Доведення. Спочатку зауважимо, що жоден симплекс комплексу N не мiститься в S.
Далi, ланцюг ζ послiдовно пiддається деформацiї в |st(s1,K)|, |st(s2,K1)|, . . . |st(sq,Kq−1)|
в порядку, що задається нумерацiєю симплексiв s1, . . . , sq, де dim s1 ≥ . . . ≥ dim sq. З рiв-
ностi N ∩S = ∅ i з властивостей деформацiйної ретракцiї R (твердження 1) випливає, що
на кожному кроцi j деформацiя Rj ланцюга ζj з носiєм |st(sj ,Kj−1)| залишає точки з |ξ|
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нерухомими. Зрозумiло, що одержаний в результатi застосування послiдовностi дефор-
мацiй до |ζ| PL-ланцюг ζq є (0̄, i+ 1)-допустимим i задовольняє умову ∂ζq = ∂ζ = ξ.

Нехай s — m-вимiрний симплекс з деякої фiксованої триангуляцiї K псевдомного-
виду X i Int s ⊂ Xn−k \ Xn−k−1, тобто Int s мiстяться в стратi ковимiру k. Покладемо
T = |lk(s,K)|. Розглянемо тепер бiльш детально умову про те, що многовид T \ ΣT —
r-звязний. Виберемо в Int s довiльну точку x. Тодi маємо P = |lk(x,X)| ∼= Sn−k−1 ∗ Nk,
де псевдомноговид Nk — надбудовно нерозкладний, тобто Nk не допускає зображення
Nk
∼= Sr ∗ N ′k, де r ≥ 0. Далi отримуємо ΣP

∼= Sn−k−1 ∗ ΣNk i P \ ΣP = Sn−k−1 ∗ Nk \
Sn−k−1 ∗ ΣNk

∼= Nk \ ΣNk . Аналогiчно, виконуються спiввiдношення T = Sn−k−m−1 ∗Nk

i T \ ΣT
∼= Sn−k−m−1 ∗ Nk \ Sn−k−m−1 ∗ Nk

∼= Nk \ ΣNk . Таким чином, умова „многовид
(T \ ΣT ) — r-зв’язний” не залежить вiд вимiру симплексa s, для якого виконується умова
Int s ⊂ Xn−k \Xn−k−1, i еквiвалентна умовi: многовид (Nk \ ΣNk) — r-зв’язний. Зауважи-
мо, що Nk залежить (з точнiстю до PL-гомеоморфiзму) тiльки вiд компоненти зв’язностi
страти Xn−k \Xn−k−1.

Назвемо Nk k-лiнком страти Xn−k \ Xn−k−1. Таким чином, у кожної страти Xn−k \
Xn−k−1 є рiвно стiльки k-лiнкiв, скiльки в нiй є компонент зв’язностi.

Наслiдок 1. Якщо у псевдомноговидi X вимiру n для всiх k-лiнкiв страт Nk, k =
= 2, . . . , n, виконується умова πj(Nk \ ΣNk) = 0 для всiх j ≤ i, де i < n − 3, то ка-
нонiчнi гомоморфiзми IH 0̄

j (X) → IH p̄
j (X) є iзоморфiзмами для всiх j ≤ i.

Приклад 1. Нехай ξ(Sp) — векторне розшарування над сферою Sp з шаром Rp+1, T (ξ)
— простiр Тома цього розшарування i ΣT — надбудова над ним. Тодi для псевдомноговиду
ΣT вимiру 2p+ 2 виконуються умови наслiдку 1 для i = p− 1 i тому IH 0̄

j (X) → IH p̄
j (X) є

iзоморфiзмом для всiх j ≤ p− 1.

Зауваження 2. Умови i < n− 3 i i < n− 2 в твердженнях вiдповiдно 2 i 3 є суттєвими,
оскiльки теорема Столлiнгса про поглинання виконується при умовi r ≤ n − 3, де n —
вимiр многовиду, а r — вимiр його пiдполiедра, що поглинається диском.

Зауваження 3. Твердження 2 i 3 сформульовано для (p̄, i)-допустимих ланцюгiв з ко-
ефiцiєнтами в кiльцi Z. Проте метод доведення цих тверджень не залежить вiд вибору
кiльця коефiцiєнтiв, над яким розглядаються геометричнi PL-ланцюги ξ i ζ. Тому справед-
ливим є наступне твердження.

Твердження 4. Якщо у псевдомноговидi X вимiру n для всiх лiнкiв Nk страт Xn−k −
−Xn−k−1 многовид Nk \ ΣNk — i-зв’язний, де i < n − 3, то природнi гомоморфiзми
IH 0̄

j (X,R) → IH p̄
j (X,R) є iзоморфiзмами для всiх j ≤ i, де R — довiльне кiльце з одини-

цею.

Якщо R — поле i псевдомноговид X — R-орiєнтовний, то виконуються iзомор-
фiзми [2]

IH p̄
i (X,R) ' Hom(IH q̄

n−i(X,R), R),

де p̄+ q̄ = t̄.

Наслiдок 2. Нехай R — поле. Тодi за умов твердження 4 природнi гомоморфiзми
IH 0̄

j (X,R) → IH p̄
j (X,R) є iзоморфiзмами для всiх j ≤ i i j ≥ n− i.
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Зауважимо, що коли псевдомноговид X вимiру n є орiєнтовним, умови на i-зв’язнiсть
лiнкiв страт, де i ≥ 0, автоматично включають в себе умовy нормальностi цього псевдом-
ноговиду.
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