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An abstract scheme is developed to investigate the asymptotic behaviour of eigenvalues and eigenvectors
of some family of self-adjoint compact operators {Aε : ε > 0} that act in different spacesHε and cease to
be compact for ε → 0. The Hausdorff convergence of the spectrum of the operator Aε to the spectrum of
the limiting operator A0 is proved. We obtain asymptotic estimates for this convergence to both the points
of the discrete spectrum and the points of the essential spectrum of to operator A0; asymptotic estimates
for eigenvectors of Aε are also obtained.

This scheme is applied to study the asymptotic behaviour of eigenvalues and eigenfunctions of the
Neumann problem in a thick singularly degenerate junction which is the union of two domains connected
among themselves by an ε-periodic system of thin rods of fixed length.

Розроблено схему дослiдження асимптотичної поведiнки власних значень та власних векторiв
сiм’ї самоспряжених компактних операторiв {Aε : ε > 0}, якi дiють у рiзних просторах Hε i
втрачають компактнiсть у граничному переходi при ε → 0. Доведено хаусдорфову збiжнiсть
спектра оператора Aε до спектра граничного оператора A0, отримано асимптотичнi оцiнки
цiєї збiжностi як до точок дискретного спектра, так i до точок iстотного спектра оператора
A0 та доведено асимптотичнi оцiнки для власних векторiв.

Показано застосування даної схеми до вивчення асимптотичної поведiнки власних значень
та власних функцiй задачi Неймана в густому сингулярно вироджувальному з’єднаннi, яке скла-
дається з двох областей, з’єднаних мiж собою ε-перiодичною системою тонких стержнiв iз
фiксованою довжиною.

1. Вступ. Випадки, коли iстотний спектр перетворюється внаслiдок збурення в чисто дис-
кретний, виникали в багатьох задачах теорiї збурення (див., наприклад, [1] (§III.4), [2]
(гл. VII, прикл. 1.19), [3] (гл. XIII), [4 – 10]). Велика кiлькiсть таких задач i рiзних методiв
їх дослiдження пов’язанi з рiзними типами збурення. Бiльша частина цих задач з’явилася
спочатку в квантовiй механiцi, де рiзним чином збурюються потенцiали. Цi дослiдження
переважно проводилися при таких припущеннях: сильна збiжнiсть резольвент у деякiй
точцi (або еквiвалентнi умови); областi визначення як для збуреного, так i для незбуре-
ного операторiв є скрiзь щiльними в деякому просторi. У роботах [4], [5] (розд. V.11 – V.13)
при вивченнi спектральних сiмей автори використовували збiжнiсть розв’язкiв вiдповiд-
них еволюцiйних задач та властивостi їх перетворень Фур’є та Лапласа. В роботi [10] спе-
ктральна задача в перфорованiй областi зводилась до вивчення послiдовностей деяких
операторiв {T ε,K ,K ∈ N} з фiксованою областю визначення, при цьому кожна з цих
послiдовностей сильно збiгалася до оператора T̃K при ε → 0.

У схемi, яка пропонується в данiй статтi, узагальнюються результати робiт [11, 12].
Для даної схеми не можна застосувати згаданi вище методи, оскiльки для неї не пiдходять
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вiдповiднi припущення. За своєю iдеологiєю дана схема близька до схеми, запропонова-
ної в [13] (розд. III, § 1.2), проте мiж ними iснують принциповi вiдмiнностi, якi обговорю-
ються в зауваженнi 3. Бiльш детальний огляд робiт з спектральної теорiї збурення наве-
дено в [12].

Дана схема узагальнює та суттєво спрощує процедуру обґрунтування асимптотики
власних значень та власних функцiй спектральних крайових задач у густих сингулярно
вироджувальних з’єднаннях рiзних типiв. Вона може застосовуватись i до iнших збурених
спектральних задач; для конкретної задачi обґрунтування асимптотики полягає в пере-
вiрцi умов схеми. У п. 3 це демонструється на прикладi задачi Неймана в густому з’єд-
наннi, яке складається з двох областей, з’єднаних мiж собою великою кiлькiстю тонких
стержнiв. Класифiкацiя густих з’єднань та iншi особливостi крайових задач у густих з’єд-
наннях описано в роботах [14 – 19].

2. Спектральнi властивостi деякої послiдовностi операторiв. 2.1. Збурена спектральна
задача. Спектральна теорiя операторiв виникла при вивченнi частот власних коливань
рiзних механiчних систем. Такi коливнi процеси переважно описуються такою задачею:(

d2JεUε
dt2

, Jεv

)
Vε

+ aε (Uε, v) = 0, v ∈ Hε, Uε(0) = φ1,
dUε
dt

(0) = φ2,

де aε — бiлiнiйна, симетрична, неперервна, коерцитивна форма на гiльбертовому сепара-
бельному просторi Hε, Jε : Hε 7→ Vε — лiнiйний компактний оператор, область значень
якого скрiзь щiльна в гiльбертовому просторi Vε, i константи C1, C2, C3 в нерiвностях

|aε(u, v)| ≤ C1‖u‖Hε‖v‖Hε , aε(u, u) ≥ C2‖u‖2Hε , ‖Jεu‖Vε ≤ C3‖u‖Hε ∀ u, v ∈ Hε

не залежать вiд малого параметра задачi ε > 0. Очевидно, що форма aε задає скалярний
добуток на Hε, а вiдповiдна норма рiвномiрно вiдносно ε еквiвалентна нормi в Hε. Тому
можна вважати, що (u, v)Hε := aε(u, v) ∀ u, v ∈ Hε.

Тодi вiдповiдна задача на власнi коливання (коливання виглядуUε = exp(−i
√
λ(ε) t)uε )

зводиться до такої спектральної задачi: знайти таке число λ(ε) i ненульовий елемент
uε ∈ Hε, якi задовольняють тотожнiсть

λ(ε) (Jεuε, Jεv)Vε = (uε, v)Hε ∀ v ∈ Hε, (1)

при цьому елемент uε називається власним вектором, який вiдповiдає власному значенню
λ(ε).

Зведемо задачу (1) до спектральної задачi для деякого лiнiйного самоспряженого ком-
пактного оператора. Ототожнюючи з допомогою теореми Рiсса про зображення лiнiйно-
го неперервного функцiонала простiрHε зi спряженим до нього просторомH∗ε , а простiр
Vε з V∗ε i вважаючи, що спряжений оператор J∗ε дiє з Vε вHε, отримуємо таке твердження.

Твердження 1. Лiнiйний оператор Aε := JεJ
∗
ε : Vε 7→ Vε — самоспряжений, додатний

та компактний.

Доведення. Самоспряженiсть оператора Aε випливає з тотожностi, яка визначає опе-
ратор J∗ε : (J∗ε v, u)Hε = (v, Jεu)Vε ∀ v ∈ Vε, ∀ u ∈ Hε. З цiєї ж тотожностi випливає,
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що ker J∗ε = 0, оскiльки множина значень оператора Jε є щiльною в Vε, а також, що Aε —
додатний. Компактнiсть оператора Aε є очевидною.

Тепер задачу (1) можна переписати, як спектральну задачу для Aε : λ(ε)Aε(Jεu) = Jεu.
I навпаки, якщо λ(ε) — характеристичне число оператора Aε, а ϕε — вiдповiдний власний
вектор, то λ(ε) — власне значення, а uε = J∗εϕ

ε — вiдповiдний власний вектор задачi (1):

(uε, v)Hε = (ϕε, Jεv)Vε = λ(ε) (Aεϕ
ε, Jεv)Vε = λ(ε) (Jεuε, Jεv)Vε .

Зауваження 1. Якщо ker Jε = {0}, то оператор Aε можна визначити рiвнiстю Aε :=
:= J∗ε Jε, тобто

(Aεu, v)Hε = (Jεu, Jεv)Vε ∀ u, v ∈ Hε. (2)

Легко перевiрити, що такий оператор, який дiє тепер зHε вHε, також є самоспряженим,
додатним та компактним, а задача (1) перепишеться у виглядi λ(ε)Aε (uε) = uε в просторi
Hε.

Зауваження 2. У конкретних крайових задачах оператор Jε — це переважно або опе-
ратор звуження, або оператор слiду, або тотожний оператор вкладення. У випадку опера-
тора вкладення використовується попереднє зауваження для запису спектральних задач в
операторнiй формi, оскiльки такий пiдхiд дає можливiсть отримувати асимптотичнi оцiн-
ки вiдразу в енергетичному просторiHε без додаткових викладок.

Внаслiдок рiвномiрної обмеженостi норми оператора Jε вiдносно параметра ε маємо
supε>0 ‖Aε‖ ≤ C2

3 .
Отже, всi характеристичнi числа оператора Aε можна записати у неспадну послiдов-

нiсть

0 <
1
C2

3

≤ λ1(ε) ≤ . . . ≤ λn(ε) ≤ . . . → +∞, n → ∞, (3)

з урахуванням їхньої кратностi. Вiдповiднi власнi вектори проортонормуємо таким чи-
ном:

(Jεuεn, Jεu
ε
m)Vε = δn,m, {n, m} ∈ N, (4)

де δn,m — символ Кронекера.

2.2. Незбурена спектральна задача. Переважно для спектральних крайових задач у
густих з’єднаннях оператор Aε вiдповiдає початковiй задачi, а незбурену спектральну за-
дачу знаходять як границю початкової при ε → 0. Часто незбурену спектральну задачу
називають граничною (або усередненою), i вона зводиться до знаходження такого числа
µ та вектора u ∈ H0 \ {0}, що

µ (J0u, J0v)V0
= (u, v)H0

∀v ∈ H0, (5)

де H0 та V0 — гiльбертовi сепарабельнi простори, а оператор J0 : H0 7→ V0 є лiнiйним та
обмеженим i його область значень є скрiзь щiльною в V0.
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Далi, як i в попередньому пунктi, зводимо цю задачу до спектральної задачi для лi-
нiйного, обмеженого, самоспряженого i додатного оператора A0. Якщо ker J0 6= {0}, то
задача (5) зводиться до спектральної задачi µA0(J0u) = J0u в просторi V0 (A0 = J0J

∗
0 ).

Якщо ж ker J0 = {0}, то, визначивши A0 рiвнiстю (A0u, v)H0
= (J0u, J0v)V0

∀u, v ∈ H0,
отримаємо таку спектральну задачу: µA0(u) = u вH0.

Зауважимо, що якщо J0 — компактний оператор, то й оператор A0 є таким. У загаль-
ному випадку A0 — некомпактний. Таким чином, при граничному переходi при ε → 0
втрачається компактнiсть. Це вiдбувається, зокрема, для спектральних задач у густих
з’єднаннях.

Зробимо припущення про структуру спектра оператора A0 на пiдставi аналiзу спектра
усереднених спектральних задач для спектральних задач у густих з’єднаннях рiзних типiв.
Це припущення є природним, оскiльки при вивченнi конкретної збуреної задачi обов’яз-
ково потрiбно знати структуру спектра вiдповiдної граничної задачi.

Припустимо, що спектр σ (A0) оператора A0 складається з дискретної частини σd (A0),
куди входять скiнченнократнi iзольованi власнi значення {µ−1}, та iстотного спектра
σess (A0) = σ (A0) \σd (A0), причому можливi такi випадки їх взаємного розмiщення:

1) iстотний спектр складається з iзольованих точок, якi розбивають власнi значення
на злiченну кiлькiсть незростаючих послiдовностей, збiжних до вiдповiдних точок iстот-
ного спектра (див., наприклад, [14, 15]);

2) iснує скiнченна кiлькiсть iнтервалiв, що попарно не перетинаються, на додатнiй
пiвосi, на кожному з яких розмiщена незростаюча послiдовнiсть власних значень, яка збi-
гається до лiвого кiнця iнтервалу, а доповнення до об’єднання цих iнтервалiв в [0,+∞) є
iстотним спектром (див., наприклад, [17, 19]).

Далi, для визначеностi розглядаємо другий випадок, який є бiльш загальним i складнi-
шим, причому, не зменшуючи загальностi, можна вважати, що iнтервалiв, де розмiщений
дискретний спектр, є два. Тодi власнi числа оператора A0 формують двi послiдовностi:

0 <
1
b3
← . . . ≤ 1

µ
(2)
n

≤ . . . ≤ 1

µ
(2)
1

<
1
b2

<
1
b1
← . . . ≤ 1

µ
(1)
n

≤ . . . ≤ 1

µ
(1)
1

, n → +∞,

(6)

а iстотним спектром є об’єднання вiдрiзкiв
[
0, b−1

3

]
∪
[
b−1
2 , b−1

1

]
=: σess (A0).

Вважаємо, що вiдповiднi власнi вектори належать деякому гiльбертовому простору
Z0, який щiльно та неперервно вкладений у простiр H0, а звуження оператора J0 на Z0,
тобто J0 : Z0 7→ V0, є компактним оператором. Проортонормуємо власнi вектори таким
чином: (

J0v
(k)
n , J0v

(k)
m

)
V0

= δn,m,
(
J0v

(1)
n , J0v

(2)
m

)
V0

= 0 ∀ n,m ∈ N, k = 1, 2. (7)

2.3. Умови зв’язку мiж просторами. Оскiльки для задачi з п. 3 виконується умова за-
уваження 1, то розглянемо оператор Aε, визначений рiвнiстю (2). Крiм описаних вище
припущень вважаємо, що мiж просторами Hε,Vε i Z0,H0,V0 та спектрами операторiв Aε

i A0 виконуються деякi умови зв’язку (D1 – D6). Перед їх формулюванням введемо до-
датковi позначення.
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Позначимо через N
(

1
µ
,A0

)
власний пiдпростiр, який вiдповiдає власному значенню

1
µ

оператора A0; через {(uε, λ(ε),Λ) : ε > 0} послiдовнiсть, компоненти якої є власними

векторами uε, ‖uε‖Vε = 1, та вiдповiдними характеристичними числами (порядковим но-
мером нехтуємо, оскiльки в деяких випадках вiн залежить вiд параметра ε) оператора Aε,
а число Λ = limε→0 λ(ε) (внаслiдок лiвосторонньої нерiвностi в (2) Λ > 0.)

УмоваD1. Iснує лiнiйний оператор Sε : Z0 7→ Hε такий, що ‖Sεu‖Hε ≤ c1‖u‖Z0 ∀u ∈
∈ Z0, де стала c1 не залежить нi вiд ε, нi вiд u.

УмоваD2. Iснує лiнiйний оператор Pε : Hε 7→ Z0 такий, що

∀ {(uε, λ(ε),Λ) : ε > 0} , 1
Λ
/∈ σess(A0), ∃c2 > 0 ∃ε0 > 0, ∀ε ∈ (0, ε0) :

‖Pεuε‖Z0 ≤ c2(Λ)‖uε‖Hε .

Умова D3. Для довiльної послiдовностi {(uε, λ(ε),Λ) : ε > 0} , 1
Λ

/∈ σess(A0), i для до-

вiльної пiдпослiдовностi {ε′} послiдовностi {ε} такої, що Pε′uε
′ → u0 слабко в Z0, маємо

lim
ε′→0

(
uε
′
,Sε′v

)
Hε′

=
(
u0, v

)
H0

∀v ∈ Z0.

Умова D4. Якщо для деяких векторiв wε, vε ∈ Hε Pεwε → w0 слабко в Z0 i Pεvε →
→ v0 слабко в Z0 при ε → 0, то limε→0 (Jεwε, Jεvε)Vε =

(
J0w

0, J0v
0
)
V0

. Якщо v ∈ Z0, то
Pε(Sεv) → v слабко в Z0 при ε → 0.

УмоваD5. Iснує таке число δ0 > 0, що для довiльного
1
µ
∈ σd(A0) iснує лiнiйний опе-

ратор Rε : N
(

1
µ
,A0

)
7→ Hε такий, що для кожного вектора v ∈ N

(
1
µ
,A0

)
, ‖J0v‖V0 =

= 1,

Rεv = JεSεv +O(ε) в Vε, ‖Rεv‖Hε = cv +O(ε),

i iснує така додатна константа c3, що для всiх ε ∈ (0, ε0) ‖µAε(Rεv)−Rεv‖Hε ≤ c3ε
δ0 .

Умова D6. ∃δ1 > 0 ∀ 1
µ
∈ σess(A0) ∃c4 > 0 ∃ε0 > 0 ∃wε ∈ Hε, ‖wε‖Hε = 1 +

+O(ε), ∀ε ∈ (0, ε0) : ‖µAεwε − wε‖Hε ≤ c4ε
δ1 .

Для кращого розумiння цих умов використаємо дiаграму

Hε
Jε−−−→ Vε

Pε

y xSε

Z0, Z0 ⊂ H0
J0−−−→ V0,

де вкладення Z0 ⊂ H0 означає, що простiр Z0 щiльно i тiльки неперервно вкладений у
H0, оператор J0 : H0 7→ V0 — обмежений, а його звуження на Z0 є компактним. Зазна-
чимо, що оператор Pε не є рiвномiрно обмеженим за параметром ε; таким вiн є тiльки
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на деяких послiдовностях (див. умову D2). Отже умови D1 та D2 — це умови зв’язку мiж
просторамиZ0 таHε. Умови D3 та D4 вказують на те, що задача (5) є граничною задачею
для задачi (1). Умови D5 та D6 означають, що для конкретної задачi можна побудувати
асимптотичнi наближення як бiля точок дискретного спектра, так i бiля точок iстотного
спектра, i нев’язки вiд цих наближень в задачi є малими (переважно δ1 ≤ δ0).

Зауваження 3. Прокоментуємо принциповi вiдмiнностi мiж даною схемою i схемою в
[13] (розд. III.1). По-перше, граничний оператор A0 в [13] є компактним. По-друге, в [13]
сiм’я операторiв {Aε} є рiвномiрно обмеженою. Фактично ця умова для спектральних
задач в областях, залежних вiд малого параметра ε, означає, що iснує рiвномiрно обме-
жений вiдносно ε оператор продовження в область, яка не залежить вiд ε. Виявляється
(див. [14 – 16]), що для густих з’єднань операторiв продовження з такими властивостями
не iснує i в данiй схемi використовується його ерзац — оператор Pε. По-третє, в запропо-
нованiй схемi немає аналогiї до умови C3 з [13]. I нарештi, в схемi з [13] розглядається
тiльки два простори Hε та H0, де дiють оператори Aε i A0 вiдповiдно.

Далi будемо використовувати таку лему.

Лема [20]. Нехай B — самоспряжений компактний оператор у гiльбертовому про-
сторi H . Якщо iснують число µ > 0 i вектор u ∈ H такi, що ‖Bu−µu‖H ≤ α, α > 0,
то знайдеться таке власне значення µn оператора B, що |µn − µ| ≤ α. Крiм того, для
будь-якого d > α iснує вектор U, ‖U‖H = 1, такий, що ‖u − U‖H ≤ 2d−1α, де U —
лiнiйна комбiнацiя власних векторiв оператора B, якi вiдповiдають власним значенням
B з вiдрiзка [µ− d, µ+ d].

2.4. Низькочастотна збiжнiсть. Власнi коливання, якi вiдповiдають власним частотам
{
√
λn(ε)} при фiксованому значеннi iндексу n, називаються низькочастотними коливан-

нями, а вiдповiднi частоти — низькими частотами. Введемо нову характеристику для
низьких частот.

Означення. Величина T := supn∈N limε→0 λn(ε) називається порогом низьких влас-
них частот для задачi (1).

Теорема 1. Для кожного n ∈ N λn(ε) → µ
(1)
n при ε → 0, T = b1. Iснує пiдпослi-

довнiсть {ε′} послiдовностi {ε} така, що для кожного n ∈ N Pε′uε
′
n → ṽ

(1)
n слабко в

Z0 при ε′ → 0, де {ṽ(1)
n } — власнi вектори усередненої задачi (5), вони вiдповiдають

характеристичним числам µ
(1)
n з послiдовностi (6) i задовольняють умову (7).

Доведення. 1. Вiзьмемо довiльне власне значення µ(1)
n задачi (5) i вiдповiдний власний

вектор v(1)
n , який нормований умовою (7). Згiдно з умовою D5 iснує векторRnε := Rεv

(1)
n ∈

∈ Hε такий, що Rnε = JεSεv
(1)
n +O(ε) в Vε, ‖Rnε ‖Hε = cn +O(ε), i

‖µ(1)
n Aε(Rnε )−Rnε ‖Hε ≤ c3ε

δ0 . (8)

Внаслiдок умови D4 маємо limε→0 ‖JεSεv(1)
n ‖2Vε = ‖J0v

(1)
n ‖2V0

= 1. Оскiльки оператор
Jε рiвномiрно обмежений вiдносно параметра ε, то

0 < c0 ≤ ‖JεSεv(1)
n ‖2Vε ≤ C3‖Rnε ‖2Hε ≤ c′n, (9)
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де c0 не залежить нi вiд ε, нi вiд v(1)
n . Тепер, враховуючи (9), з (8) виводимо∥∥∥∥∥Aε

(
Rnε

‖Rnε ‖Hε

)
− 1

µ
(1)
n

Rnε
‖Rnε ‖Hε

∥∥∥∥∥
Hε

≤ c εδ0 . (10)

З (10) i першої частини наведеної леми [20] робимо висновок, що в будь-якому ма-

лому околi кожного власного значення
(
µ

(1)
n

)−1
оператора A0 мiститься деяке власне

значення оператора Aε. Оскiльки на iнтервалi (0, b1) мiститься злiченна кiлькiсть харак-
теристичних значень {µ(1)

n } оператора A0, то порiг низьких частот T задачi (1) не буде
перевищувати b1. Враховуючи це i умову (4), з тотожностi (1) отримуємо ‖uεn‖Hε ≤ c(n).

На пiдставi цiєї нерiвностi i умови D2 дiагональним процесом вибираємо пiдпослiдов-
нiсть послiдовностi {ε}, яку знову перепозначимо через {ε}, таку, що для всiх n ∈ N маємо
λn(ε) → λ∗n, i Pεuεn → ṽ

(1)
n слабко в Z0 при ε → 0.

Оскiльки T ≤ b1, то 0 < C−2
3 ≤ λ∗1 ≤ . . . ≤ λ∗n ≤ . . . ≤ b1.

Переходячи до границi в (4) i враховуючи умову D4, одержуємо (J0ṽ
(1)
n , J0ṽ

(1)
m )V0 =

= δn,m, {n, m} ∈ N, звiдки ṽ(1)
n 6= 0, n ∈ N.

Вiзьмемо в тотожностi (1) пробну функцiю v з Z0 i, скориставшись оператором Sε,
перепишемо її у виглядi

λn(ε) (Jεuεn, JεSεv)Vε = (uε,Sεv)Hε . (11)

Для знаходження границi лiвої частини рiвностi (11) при ε → 0 використаємо умову D4,
а для правої частини — умову D3. В результатi отримаємо

λ∗n

(
J0ṽ

(1)
n , J0v

)
V0

=
(
ṽ(1)
n , v

)
H0

∀ v ∈ Z0.

Таким чином, оскiлькиZ0 щiльно вкладений вH0, то λ∗n — власне значення незбуреної
задачi (5), а ṽ(1)

n — вiдповiдний власний вектор, нормований умовою (7). Крiм того, це
власне значення мiститься в першiй серiї (6).

2. Для завершення доведення залишається показати, що λ∗n = µ
(1)
n , n ∈ N. Для цього

достатньо довести, що якщо µ
(1)
k = µ

(1)
k+1 = . . . = µ

(1)
k+r−1 — характеристичне значен-

ня оператора A0 кратностi r, то iснує рiвно r характеристичних значень оператора Aε з
урахуванням кратностi, якi збiгаються до µ(1)

k при ε → 0.
Припустимо, що iснує q характеристичних чисел {λni(ε) : i = 1, . . . , q} оператора Aε,

якi збiгаються до µ(1)
k , i q > r. Тодi, повторюючи попереднi мiркування, одержуємо для

вiдповiдних власних векторiв, що Pεuεni → ṽni слабко в Z0 при ε → 0, i = 1, . . . , q, де
{ṽni : i = 1, . . . , q} — власнi вектори задачi (5), що задовольняють рiвностi (7). Отже,
µ

(1)
k — характеристичне число кратностi q.

Тепер припустимо, що q < r. Застосовуючи до (10) при n = k + i другу частину наве-
деної леми [20], одержуємо, що iснує лiнiйна комбiнацiя

U (i)
ε =

q∑
j=1

αij(ε)uεnj , 0 < c1 ≤
q∑
j=1

α2
ij(ε) ≤ c2,
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власних векторiв оператора Aε така, що∥∥∥Jε (Rk+i
ε − U (i)

ε

)∥∥∥
Vε
≤ ciε

δ0 , i = 0, . . . , r − 1.

Переходячи до границi в останнiй нерiвностi по деякiй пiдпослiдовностi послiдовностi {ε},
отримуємо на основi умови D4 рiвностi

J0v
(1)
k+i =

q∑
j=1

α∗ijJ0ṽnj ( 0 < c1 ≤
q∑
j=1

(α∗ij)
2 ≤ c2 i = 0, . . . , r − 1 ),

якi суперечать лiнiйнiй незалежностi векторiв J0v
(1)
k , J0v

(1)
k+1, . . . , J0v

(1)
k+r−1 (r лiнiйно не-

залежних векторiв виражаються через q (q < r) лiнiйно незалежних векторiв).
Оскiльки цi мiркування правильнi для будь-якої пiдпослiдовностi послiдовностi {ε},

вибраної на початку доведення, то λn(ε) → µ
(1)
n при ε → 0.

2.5. Хаусдорфова збiжнiсть спектра. Нижче буде показано, що iснують iншi збiжнi
при ε → 0 послiдовностi характеристичних чисел {λn(ε)(ε)}, границею яких можуть бути

тiльки точки множини [b1, b2] ∪ {µ(2)
n : n ∈ N} ∪ [b3,+∞). Вiдповiднi коливання назива-

ються високочастотними коливаннями.

Теорема 2. Спектр оператора Aε збiгається до спектра оператора A0 в хаусдор-
фовому розумiннi, тобто:

1) ∀ 1
µ
∈ σ (A0) ∃ 1

λ(ε)
∈ σ (Aε) : λ(ε) → µ при ε → 0;

2) якщо
1

λ(ε)
∈ σ (Aε) i λ(ε) → Λ при ε → 0, то

1
Λ
∈ σ (A0).

Доведення. Перше твердження випливає з умов D5, D6 та першої частини наведеної

леми [20]. Друге твердження доведемо вiд супротивного. Припустимо, що
1
Λ

/∈ σ (A0), а

отже,
1
Λ
/∈ σess (A0) i

1
Λ
6= 0 (див. (3)).

Розглянемо вiдповiдну послiдовнiсть {(uε, λ(ε),Λ) : ε > 0}. Згiдно з умовою D2 iснує
вектор Pεuε ∈ Z0 такий, що при достатньо малих значеннях параметра ε виконується
нерiвнiсть ‖Pεuε‖Z0 ≤ c1(Λ)‖uε‖Hε .

Оскiльки ‖Jεuε‖Vε = 1 i послiдовнiсть {λ(ε)} обмежена, то з (1) випливає ‖uε‖Hε ≤
≤ λ(ε) ≤ c. Тому iснує пiдпослiдовнiсть {ε′} така, що Pε′uε

′ → u0 слабко в Z0.
Далi, як i в першiй частинi теореми 1, доводимо, що u0 6= 0 i u0 — власний вектор,

який вiдповiдає власному значенню Λ задачi (5), тобто
1
Λ
∈ σ (A0), а це — суперечнiсть.

2.6. Асимптотичнi оцiнки.
Теорема 3. Нехай µ

(1)
n = µ

(1)
n+1 = . . . = µ

(1)
n+r−1 — r-кратне власне значення задачi

(5) з першої серiї (6); v(1)
n , . . . , v

(1)
n+r−1 — вiдповiднi лiнiйно незалежнi власнi вектори, якi

ортонормованi умовою (7).
Тодi iснують константи ε0, Ci(n), c0 та {αik(ε)}такi, що для всiх ε ∈ (0, ε0) викону-

ються нерiвностi ∥∥∥R(n+i)
ε −

r−1∑
k=0

αik(ε)uεn+k

∥∥∥
Hε
≤ Ci(n) εδ0 , (12)
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0 < c1 ≤
r−1∑
k=0

α2
ik(ε) ≤ c2, i = 0, r − 1,

де R(n+i)
ε = Rε

(
v

(1)
n+i

)
.

Для власних значень справджуються такi оцiнки:

|λn(ε)− µ(1)
n | ≤ c(n) εδ0 . (13)

Доведення. Застосовуючи до нерiвностi (10) (при n = n + i) другу частину наведеної
леми [20] з числом

d =
1
4

min

{∣∣∣∣∣ 1

µ
(1)
n

− 1

µ
(1)
n−1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 1

µ
(1)
n

− 1

µ
(1)
n+r

∣∣∣∣∣
}

i враховуючи теорему 1, отримуємо∥∥∥∥∥ R
(n+i)
ε

‖R(n+i)
ε ‖Hε

− U (i)
ε

∥∥∥∥∥
Hε

≤ 2d−1c(i) εδ0 , ‖U (i)
ε ‖Hε = 1, (14)

де U (i)
ε — лiнiйна комбiнацiя власних векторiв uεn+i, i = 0, r − 1. З (14) та (9) випливає

перше твердження даної теореми.
Оскiльки власнi функцiї J0v

(1)
n , . . . , J0v

(1)
n+r−1 оператора A0 утворюють скiнченний ор-

тонормований базис у власному пiдпросторi N
(
(µ(1)
n )−1,A0

)
, то внаслiдок умови D5 для

довiльної v ∈ L(v(1)
n , . . . , v

(1)
n+r−1), ‖J0v‖V0 = 1

‖µAε(Rεv)−Rεv‖Hε ≤ cmax(n)εδ0 , (15)

де константа cmax(n) не залежить нi вiд ε, нi вiд v.
Покажемо, що на вiдрiзку

I(ε) =
{
µ :

∣∣∣µ− µ(1)
n

∣∣∣ ≤ c0(n) εδ0
}
,

де c0(n) = 2
√
µ

(1)
n+r cmax(n), мiститься рiвно r характеристичних чисел оператора Aε.

Згiдно з теоремою 1 це можуть бути лише такi характеристичнi значення: λn+i(ε), i =
= 0, . . . , r − 1. Припустивши, що при достатньо малих значеннях параметра ε їх є менше
(не обмежуючи загальностi, можна вважати, що λn+r−1(ε) не попадає в цей вiдрiзок),
отримаємо, що iснує пiдпослiдовнiсть {ε′} така, що

Pε′
(
uε
′
n+r−1

)
→ ṽ

(1)
n+r−1 слабко в Z0 при ε′ → 0, (16)

де ṽ(1)
n+r−1 — деякий власний вектор задачi (5) такий, що ‖J0v‖V0 = 1, який належить

лiнiйнiй оболонцi L(v(1)
n , . . . , v

(1)
n+r−1).
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Розглянемо вектор Rε′ ṽ
(1)
n+r−1 замiсть v в умовi D5. Використовуючи означення опера-

тора Aε (див. (2)) з (1) виводимо рiвнiсть

(λn+r−1(ε′)− µ(1)
n )

(
JεRε′ ṽ

(1)
n+r−1 , Jεu

ε′
n+r−1

)
Vε′

=

=
(
Rε′ ṽ

(1)
n+r−1 − µ

(1)
n Aε′(Rε′ ṽ

(1)
n+r−1) , uε

′
n+r−1

)
Hε′

. (17)

З умови D4 на пiдставi (16) i того, щоRεṽ
(1)
n+r−1 = JεSεṽ

(1)
n+r−1+O(ε) в Vε, робимо висновок,

що (
JεRε′ ṽ

(1)
n+r−1 , Jεu

ε′
n+r−1

)
Vε′

=
∥∥∥J0ṽ

(1)
n+r−1

∥∥∥2

V0

+ αε′ = 1 + αε′ >
1
2

(18)

при достатньо малих значеннях параметра ε; тут αε′ → 0 при ε′ → 0. Беручи до уваги
(18), з (17) виводимо∣∣∣λn+r−1(ε′)− µ(1)

n

∣∣∣ ≤ 2cmax(n)
(
ε′
)δ0 ‖uε′n+r−1‖Hε′ ≤ c0(n)

(
ε′
)δ0 ,

тобто λn+r−1(ε′) ∈ I(ε′), а це суперечить нашому припущенню.

Зауваження 4. Згiдно з умовою D5 Rε

(
v

(1)
n+i

)
= JεSε

(
v

(1)
n+i

)
+ O(ε) в Vε. Тому, врахо-

вуючи рiвномiрну обмеженiсть оператора Jε : Hε 7→ Vε вiдносно ε i той факт, що δ0 > 0,
з (12) отримуємо

∥∥∥JεSεv(1)
n+i −

r−1∑
k=0

αik(ε)Jεuεn+k

∥∥∥
Vε
≤ Ci(n)εδ0 , i = 0, r − 1. (19)

Наступна теорема уточнює асимптотичну поведiнку характеристичних чисел опера-
тора Aε бiля точок послiдовностi {µ(2)

n : n ∈ N} з (6).

Теорема 4. Нехай µ
(2)
n = µ

(2)
n+1 = . . . = µ

(2)
n+r−1 — r-кратне власне значення задачi

(5) з другої серiї (6); v(2)
n , . . . , v

(2)
n+r−1 — вiдповiднi лiнiйно незалежнi власнi вектори, якi

нормованi умовою (7).
Тодi iснують константи εm та c3(m) такi, що для всiх значень параметра ε ∈ (0, εm)

в iнтервалi Im(ε) =
(
µ

(2)
m − c3ε

δ0 , µ
(2)
m + c3ε

δ0
)

мiститься r власних значень задачi (1).
Для власних векторiв мають мiсце такi асимптотичнi оцiнки:∥∥∥∥∥ Rε(v

(2)
m+i)

‖Rε(v(2)
m+i)‖Hε

− Ũ (i)
ε

∥∥∥∥∥
Hε

≤ c(m) εδ0 , i = 0, . . . , r − 1, ‖Ũ (i)
ε ‖Hε = 1, (20)

де Ũ (i)
ε — лiнiйна комбiнацiя власних векторiв задачi (1), якi вiдповiдають всiм власним

числам з iнтервалу Im(ε).
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Доведення. Воно базується на аргументах попереднiх теорем. Припустимо, що при
достатньо малих значеннях параметра ε iснує q характеристичних чисел {λni(ε)(ε) : i =

= 1, . . . , q} оператора Aε, якi збiгаються до µ(2)
m . Тодi згiдно з умовою D2 ‖Pεuεni(ε)‖Z0 ≤

≤ c1(µ(2)
m ) ‖uεni(ε)‖Hε , i = 1, . . . , q.

Як i в другому пунктi теореми 1, доводимо, що q = r. Далi доведення повнiстю повто-
рює доведення теореми 3.

Зауваження 5. Фактично асимптотична оцiнка (19) — це оцiнка розхилу мiж пiдпро-

стором JεSε

(
N

(
1

µ
(1)
n

,A0

))
та пiдпростором, натягнутим на власнi вектори оператора

Aε, для яких вiдповiднi власнi значення прямують до
1

µ
(1)
n

при ε → 0. Аналогiчнi оцiнки

можна отримати з (20). Якщо в теоремах 3 або 4 власнi значення задачi (5) є простими,
то оцiнки (12), (19) та (20) — асимптотичнi оцiнки для власних векторiв задачi (1). Пере-
важно норма в Hε є енергетичною нормою, i для багатьох задач оцiнки в енергетичнiй
нормi є критерiєм того, що знайдена гранична задача — „справжня”.

Для отримання асимптотичних оцiнок бiля iстотного спектра потрiбно скористатись
умовою D6, з якої одержуємо нерiвнiсть∥∥∥∥Aε

( wε
‖wε‖Hε

)
− 1
µ

wε
‖wε‖Hε

∥∥∥∥
Hε
≤ c εδ1 .

Застосовуючи до неї наведену лему [20] з константою d = cεδ1/2, отримуємо теорему.

Теорема 5. Для всiх
1
µ
∈ σess(A0) iснують c > 0 i ε0 > 0 такi, що для всiх ε ∈ (0, ε0)

в iнтервалi Iµ(ε) =
(

1
µ
− cεδ1 , 1

µ
+ cεδ1

)
мiститься скiнченне число власних значень

оператора Aε.
Iснує скiнченна лiнiйна комбiнацiя Ũε

(
‖Ũε‖2ε = 1

)
власних векторiв uεk(ε)+i, i =

= 0, . . . , p(ε), якi вiдповiдають вiдповiдно всiм власним значенням λ−1
k(ε)+i(ε) опера-

тора Aε з вiдрiзка
[

1
µ
− cεδ1/2, 1

µ
+ cεδ1/2

]
, така, що

∥∥∥∥ wε
‖wε‖Hε

− Ũε
∥∥∥∥
Hε
≤ 2εδ1/2.

Зауваження 6. Таким чином, при достатньо малих значеннях параметра ε спостерiга-
ється згущення власних значень оператора Aε бiля спектра оператора A0. При фiксова-
ному значеннi iндексу n має мiсце збiжнiсть λn(ε) → µ

(1)
n при ε → 0. Зрозумiло, що ця

збiжнiсть не є рiвномiрною вiдносно n. Згiдно з теоремами 2, 4 та 5, як для кожного числа

µ0 = µ
(2)
n з другої серiї (6), так i для числа

1
µ0
∈ σess(A0), iснує послiдовнiсть характе-

ристичних чисел оператора Aε така, що λn(ε)(ε) → µ0 при ε → 0; тому n(ε) → +∞ при
ε → 0.
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3. Спектральна задача Неймана в плоскому густому з’єднаннi, яке складається з двох
тiл, з’єднаних тонкими стержнями. Модельне густе з’єднання Ωε складається з двох об-
ластей (тiл з’єднання) Ω0 = {x = (x1, x2) ∈ R

2 : 0 < x1 < a, 0 < x2 < γ+(x1)},
Ω−1 = {x : 0 < x1 < a, −γ−(x1) < x2 < −1} та великої кiлькостi N тонких стержнiв

Gε =
N−1⋃
j=0

Gjε, Gjε =
{
x :

∣∣∣∣x1 − ε
(
j +

1
2

)∣∣∣∣ < ε
h

2
, x2 ∈ (−1, 0)

}
, j = 0, 1, . . . , N − 1,

тобто Ωε — внутрiшнiсть об’єднання Ω0 ∪ Gε ∪ Ω−1. Тут γ± — додатнi неперервно дифе-
ренцiйовнi функцiї на вiдрiзку [0, a], h — фiксоване число з iнтервалу (0, 1); N — велике
натуральне число, тому величина ε = a/N — малий дискретний параметр, який характе-
ризує вiдстань мiж тонкими стержнями та їх товщину.

У Ωε розглядається спектральна задача Неймана

−∆x u(ε, x) = λ(ε) u(ε, x), x ∈ Ωε,

∂ν u(ε, x) = 0, x ∈ ∂Ωε,
(21)

де ∂ν = ∂/∂ν — зовнiшня нормальна похiдна.
При кожному фiксованому значеннi параметра ε число λ(ε) будемо називати власним

значенням задачi (21), якщо iснує функцiя u(ε, ·) ∈ H1(Ωε) \ {0} (власна функцiя) така,
що для всiх функцiй v ∈ H1(Ωε) справджується iнтегральна тотожнiсть∫

Ωε

∇u(ε, x) · ∇v(x) dx = λ(ε)
∫
Ωε

u(x)v(x) dx. (22)

Скориставшись зауваженням 1, визначимо оператор Aε : H1(Ωε) 7→ H1(Ωε) рiвнiстю

(
Aεu, v

)
H1(Ωε)

=
∫
Ωε

u(x) v(x) dx ∀ u, v ∈ H1(Ωε). (23)

У цьому пунктi Jε — тотожний оператор вкладення простору Hε := H1(Ωε) у простiр
Vε := L2(Ωε) i тому його записом нехтуємо. Отже, оператор Aε — самоспряжений, до-
датний, компактний i ‖Aε‖ = 1.

Використовуючи (23), перепишемо тотожнiсть (22) як спектральну задачу для опе-
ратора Aε : Aεu(ε, ·) = (λ(ε) + 1)−1u(ε, ·). З класичної спектральної теорiї для само-
спряжених, додатних i компактних операторiв випливає, що власнi значення задачi (21)
формують неспадну послiдовнiсть

0 = λ0(ε) < λ1(ε) ≤ . . . ≤ λn(ε) ≤ . . . → +∞, n → ∞, (24)

де кожне власне значення рахується стiльки разiв, яка його кратнiсть. Послiдовнiсть вiд-
повiдних власних функцiй проортонормуємо таким чином:

(un, um)L2(Ωε) = δn,m, {n, m} ∈ N0, (25)
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причому власнi функцiї утворюють базис як в H1(Ωε), так i в L2(Ωε).
У цьому пунктi вивчається асимптотична поведiнка власних значень {λn (ε)} i вiдповi-

дних власних функцiй {un} задачi (21), а також знаходяться iншi граничнi точки спектра
цiєї задачi, коли ε → 0, тобто коли кiлькiсть тонких стержнiв необмежено зростає, а їх
товщина прямує до нуля. Деякi результати для задачi (21) було анонсовано в роботi [21].

3.1. Усереднена задача та її спектр. Використовуючи метод двомасштабних розвинень
i поєднуючи його з асимптотичними методами для дослiдження крайових задач у тонких
областях i методом узгодження внутрiшнiх та зовнiшнiх асимптотичних розвинень, як i в
роботi [14], виводимо усереднену спектральну задачу

−∆ v(x) = µ v(x), x ∈ Ω0 ∪ Ω−1,

−∂2
x2
v(x) = µ v(x), x ∈ D = (0, a)× (−1, 0),

∂νv(x) = 0, x ∈ Υ0 ∪Υ−1,

v(x1, 0 + 0) = v(x1, 0− 0), x1 ∈ (0, a),
∂x2v(x1, 0 + 0) = h ∂x2v(x1, 0− 0), x1 ∈ (0, a),
v(x1,−1 + 0) = v(x1,−1 + 0), x1 ∈ (0, a),

h ∂x2v(x1,−1 + 0) = ∂x2v(x1,−1− 0), x1 ∈ (0, a),

(26)

для задачi (21). Тут Υ0 = ∂Ω0 ∩ {x : x2 > 1}; Υ−1 = ∂Ω−1 ∩ {x : x2 < −1}; v(x1, b ± 0)
— граничне значення функцiї v(x1, x2) при x2 → ±b. Зауважимо, що в прямокутнику D,
який заповнюється тонкими стержнями в граничному переходi, маємо звичайне диферен-
цiальне рiвняння другого порядку вiдносно змiнної x2, на вертикальних сторонах якого не
задаються жоднi крайовi умови.

Вiдповiдна iнтегральна тотожнiсть для задачi (26) має вигляд

(µ+ 1) (J0v, J0ϕ)V0
= (v, ϕ)H0

∀ ϕ ∈ H0,

де V0 — гiльбертiв простiр функцiй з L2(Θ0) iз скалярним добутком

(v, ϕ)V0
=

∫
Ω0 ∪ Ω−1

v(x)ϕ(x) dx+ h

∫
D

v(x)ϕ(x) dx

(Θ0 — внутрiшнiсть об’єднання Ω0 ∪ D ∪ Ω−1); H0 = {v ∈ L2(Θ0) : ∂x2v ∈
∈ L2(Θ0), ∂x1v ∈ L2(Ω0 ∪ Ω−1)} i скалярний добуток у цьому просторi задається рiв-
нiстю

(v, ϕ)H0
=

∫
Ω0 ∪ Ω−1

(
∇v(x) · ∇ϕ(x) + v(x)ϕ(x)

)
dx+ h

∫
D

(
∂x2v(x)∂x2ϕ(x) + v(x)ϕ(x)

)
dx;

оператор J0 : H0 7→ V0 — тотожний оператор вкладення (очевидно, що вiн не є ком-
пактним).

Використавши пiдхiд, застосований у пп. 2.1 та 2.2, отримаємо операторну постановку
задачi (26) у визначеному вище просторiH0 для самоспряженого, додатного i обмеженого
оператора A0 = J∗0J0 : (µ+ 1)A0(v) = v.
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З iнтегральної тотожностi для (26) випливає, що якщо iснує власне значення µ цiєї за-
дачi, то воно обов’язково є невiд’ємним. Розв’язуючи звичайне диференцiальне рiвняння
в прямокутнику D з урахуванням умов спряження при x2 = 0, маємо

v(x) = v(x1, 0 + 0) cos
(
µ1/2x2

)
+

1
hµ

∂x2v(x1, 0 + 0) sin
(
µ1/2x2

)
, x ∈ D.

Пiдставляючи цей вираз у другi умови спряження при x2 = −1, отримуємо для граничних
значень v+ := v(x1, 0+0), v− := v(x1,−1−0) функцiї v та її похiдних такi спiввiдношення:(

∂x2v
+

∂x2v
−

)
=

h
√
µ

sin
√
µ

(
cos
√
µ −1

1 − cos
√
µ

)(
v+

v−

)
, x1 ∈ (0, a).

Цi умови разом iз рiвняннями

−∆ v(x) = µ v(x), x ∈ Ω0 ∪ Ω−1,

∂νv(x) = 0, x ∈ Υ0 ∪Υ−1,

утворюють нову спектральну задачу в об’єднаннi областей Ω0∪Ω−1, яка через iнтеграль-
ну тотожнiсть зводиться до спектральної задачi для оператор-функцiї

L(µ) := (µ+ 1) A1 + h
√
µ tan

(√
µ

2

)
A2 −

h
√
µ

sin
√
µ

A3 − I, (27)

де I — одиничний оператор в H1(Ω0 ∪ Ω−1); A1, A2, A3 — самоспряженi компактнi опе-
ратори в H1(Ω0 ∪ Ω−1), визначенi рiвностями

(A1ϕ,ψ)H1(Ω0 ∪Ω−1) =
∫

Ω0 ∪Ω−1

ϕ(x) ψ(x) dx,

(A2ϕ,ψ)H1(Ω0 ∪Ω−1) =

a∫
0

(
ϕ+ψ+ + ϕ−ψ−

)
dx1,

(A3ϕ,ψ)H1(Ω0 ∪Ω−1) =

a∫
0

(
ϕ+ − ϕ−

) (
ψ+ − ψ−

)
dx1 ∀ ϕ,ψ ∈ H1(Ω0 ∪ Ω−1).

З цих тотожностей випливає 0 < A1 ≤ I, A2 ≥ 0, A3 ≥ 0, ker A2 ⊂ ker A3, 2A2 ≥ A3.

Застосовуючи до даної оператор-функцiї результати робiт [22, 23], отримуємо таку
теорему.

Теорема 6. Спектр оператор-функцiї (27) (усередненої задачi (26)) складається з
скiнченнократних невiд’ємних власних значень {µ(m)

n : n,m ∈ N0}та точок iстотного
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спектра {Pm = π2m2 : m ∈ N}, якi розбивають власнi значення на серiї

0 = µ
(0)
0 < µ

(0)
1 ≤ . . . ≤ µ(0)

n ≤ . . . → P1 = π2, (28)

Pm < µ
(m)
0 ≤ µ

(m)
1 ≤ . . . ≤ µ(m)

n ≤ . . . → Pm+1, n → +∞. (29)

Вiдповiднi власнi функцiї v(m)
n не мають приєднаних функцiй.

3.2. Асимптотичнi наближення для розв’язкiв задачi (21). Нехай µ(m)
n — власне зна-

чення усередненої спектральної задачi (26); V (m)
n — вiдповiдна власна функцiя, яка збiга-

ється з власною функцiєю v
(m)
n оператор-функцiї (27) в Ω0 ∪ Ω−1 i

V (m)
n (x) = v(m)

n (x1, 0) cos
(√

µ
(m)
n x2

)
+
∂x2v

(m)
n (x1, 0)

h

√
µ

(m)
n

sin
(√

µ
(m)
n x2

)
, x ∈ D.

Далi iндексами n та m нехтуємо. Будуючи по V
(m)
n першi члени асимптотики як в об-

ластях Ω0, Ω−1, так i в тонких стержнях, i узгоджуючи суми перших членiв побудова-
них розвинень у зонi приєднання кожного з вiдрiзкiв {x : 0 < x1 < 1, x2 = 0},
{x : 0 < x1 < 1, x2 = −1}, отримуємо апроксимуючу функцiю Rε, яка належить
простору H1 (Ωε) :

Rε =



V (x) + εχ0(x2)
∑2

i=1 (Zi(η)− δi,2η2) ∂xiV (x1, 0), x ∈ Ω0;

V (x) + ε Y
(x1

ε

)
∂x1V (x) + εχ0(x2)

∑2
i=1

(
Zi(η)− δi,1Y (η1)− δi,2h−1η2

)
∂xiV (x1, 0)+

+ ε χ0(x2 + 1)
∑2

i=1

(
Zi(ξ1,−ξ2)− δi,1Y (ξ1) + δi,2h

−1ξ2

)
∂xiV (x1,−1), x ∈ Gε;

V (x) + εχ0(x2 + 1)
∑2

i=1 (Zi(ξ1,−ξ2) + δi,2ξ2) ∂xiV (x1,−1), x ∈ Ω−1,

(30)

де χ0 — гладка зрiзаюча функцiя, яка дорiвнює 1 при |x2| <
1
4

min{γ+
0 , γ

−
0 , 1}, i 0 при

|x2| >
1
2

min{γ+
0 , γ

−
0 , 1}; γ+

0 = min
x1∈[0,a]

γ+(x1); γ−0 = min
x1∈[0,a]

γ−(x1); Y (t) = −t+
1
2

+ [t] ([t]

— цiла частина числа t); η = (η1, η2) = ε−1x i ξ = (ξ1, ξ2) = ε−1(x1, x2 + 1) — „швидкi”
змiннi в околах вiдрiзкiв {x : 0 < x1 < 1, x2 = 0}, {x : 0 < x1 < 1, x2 = −1} вiдповiдно;
Zi ∈ H1

loc,η2
(Π), i = 1, 2, – 1-перiодичнi по η1 розв’язки задач примежового шару

−∆ηηZi(η) = 0, η ∈ Π, ∂η2Zi(η1, 0) = 0,

(η1, 0) ∈ ∂Π+ \ Ih, ∂η1Zi(η) = −δ1i, η ∈ ∂Π− \ Ih,

в об’єднаннi Π, яке складається з пiвсмуг Π+ = (0, 1) × (0,+∞) та Π− = Ih × (−∞, 0];
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Ih =
(

(1− h)/2 , (1 + h)/2
)
. Крiм того, функцiї Zi, i = 1, 2, мають таку асимптотику:

Z1(η) =


O(exp(−2πη2));

−η1 +
1
2

+O(exp(πh−1η2)),
Z2(η) =

η2 + ch +O(exp(−2πη2)), η2 → +∞;

h−1η2 +O(exp(πh−1η2)), η2 → −∞,

i функцiя Z1, 1-перiодично продовжена по η1, — непарна по η1; а функцiя Z2, 1-перiодично
продовжена по η1, — парна по η1.

Пiдставляючи функцiю Rn,mε та число µ(m)
n в задачу (21) замiсть u(ε, ·) та λ(ε) вiдпо-

вiдно, знаходимо нев’язки i виводимо нерiвнiсть

‖Rn,mε − (µ(m)
n + 1)AεR

n,m
ε ‖H1(Ωε) ≤ c(σ0) ε1−σ0 , (31)

де σ0 — довiльне наперед задане додатне число.

3.3. Перевiрка умов D1 – D6. Теореми збiжностi та асимптотичнi оцiнки. Базовi прос-
тори та вiдповiднi оператори вказано на початку цього пункту. Простiр Z0, якому нале-
жать власнi функцiї усередненої задачi, збiгається з H1(Θ0). Оператор Sε з умови D1 —
це оператор звуження функцiї u ∈ Z0 := H1(Θ0) на область Ωε.

Оператору Pε з умови D2 вiдповiдає оператор продовження Pε : H1(Ωε) 7→ Z0,
який побудовано в роботi [14]. Незважаючи на те, що норма такого оператора є не-
скiнченно великою при ε → 0, норма його звуження на довiльну скiнченну комбiна-
цiю власних функцiй задачi (21) обмежена у просторi Соболева сталою, яка не залежить
вiд ε ∈ (0, ε0], тобто вiрне таке твердження: ∀n ∈ N ∃ c > 0 ∃ ε0 > 0 ∀ ε ∈ (0, ε0) :
‖Pεun(ε, ·)‖Z0 ≤ c(n)‖un(ε, ·)‖H1(Ωε). Даний оператор буде також рiвномiрно обмеженим
на послiдовностях з умови D2 (доведення цього факту аналогiчне фрагменту доведення
теореми 5.4 [15]).

Для перевiрки умов D3, D4 потрiбно використати мiркування з першої частини теоре-
ми 5.1 [14].

Виконання умови D5 фактично перевiрено в попередньому пунктi: результатом дiї
оператора Rε є побудова апроксимуючої функцiї по власнiй функцiї усередненої задачi
(див. (30)). Крiм того, Rn,mε задовольняє нерiвнiсть (31), яка є аналогом вiдповiдної нерiв-
ностi в умовi D5.

Для перевiрки умови D6 апроксимуючу функцiю Wε у випадку, коли µ0 збiгається з
одним iз чисел Pm = π2m2, m ∈ N (точки iстотного спектра усередненої задачi (26)),
вiзьмемо функцiю

Wε(x) =


√

2
εh(1 + Pm)

sinπmx2, x ∈ Gj0ε ;

0, x ∈ Ωε \Gj0ε ,
(32)

де Gj0ε — довiльний стержень; легко перевiрити, що ‖Wε‖H1(Ωε) = 1.
Пiдставляючи функцiю Wε та число Pm в задачу (21) замiсть u(ε, ·) та λ(ε) вiдповiдно,

знаходимо нев’язки i виводимо нерiвнiсть

‖(Pm + 1)AεWε −Wε‖H1(Ωε)
≤ c(m) ε

1
4 ,
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яка показує, що умова D6 має мiсце.
Застосовуючи до задач (21) i (26) результати п. 2, отримуємо такi теореми.

Теорема 7. Нехай {λn(ε) : n ∈ N0} — впорядкована послiдовнiсть (24) власних зна-
чень задачi (21); {un(ε, ·) : n ∈ N}— вiдповiдна послiдовнiсть власних функцiй, нормо-
ваних умовою (25), а {µ(0)

n : n ∈ N0} — нульова серiя (28) власних значень усередненої
задачi (26).

Тодi порiг низьких власних частот T = π2 i для кожного n ∈ N0

λn(ε) → µ(0)
n при ε → 0.

Iснує пiдпослiдовнiсть послiдовностi {ε} (перепозначимо її знову через {ε}) така,
що

Pεun(ε, ·) → V (0)
n слабко в H1(Θ0) при ε → 0,

де {V (0)
n }— власнi функцiї усередненої задачi (26), якi задовольняють умову

∫
Ω0∪Ω−1

V (0)
n (x)V (0)

m (x) dx+ h

∫
D

V (0)
n (x)V (0)

m (x) dx = δn,m. (33)

Теорема 8. Спектр задачi (21) збiгається до спектра задачi (26) в хаусдорфовому
розумiннi.

Теорема 9. Нехай µ
(0)
n = µ

(0)
n+1 = . . . = µ

(0)
n+r−1 — r-кратне власне значення задачi

(26) з нульової серiї (28); V (0)
n , . . . , V

(0)
n+r−1 — вiдповiднi власнi функцiї, що задовольняють

умови (33).
Тодi для будь-якого σ > 0 iснують ε0 > 0, Ci > 0 та {αik(ε)} ⊂ R, i = 0, . . . , r−1,

такi, що для будь-якого ε ∈ (0, ε0)∥∥∥∥∥R(n+i)
ε −

r−1∑
k=0

αik(ε)un+k(ε, ·)

∥∥∥∥∥
H1(Ωε)

≤ Ci(n, σ) ε1−σ, 0 < c1 <
r−1∑
k=0

(αik)2 < c2,

де {R(n+i)
ε }— апроксимуючi функцiї, якi визначаються формулою (30) по V (0)

n+i.
Для довiльних σ > 0, n ∈ N та достатньо малих значень ε маємо

|λn(ε)− µ(0)
n | ≤ c0(n, σ) ε1−σ.

Теорема 10. Нехай µ(k)
n = µ

(k)
n+1 = . . . = µ

(k)
n+r−1 — r-кратне власне значення задачi (26)

з k-ї серiї (29), k ∈ N; V (k)
n , . . . , V

(k)
n+r−1 — вiдповiднi власнi функцiї, що задовольняють

умови (33).
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Тодi для будь-якого σ > 0 iснують εn,k > 0 та c(n, k, σ) > 0 такi, що для всiх зна-

чень параметра ε ∈ (0, εn,k) в iнтервалi In,k(ε) = (µ(k)
n − cε1−σ , µ

(k)
n + cε1−σ) мiститься

r власних значень задачi (21).
Для апроксимуючої функцiї Rn+i,k

ε , i = 0, 1, . . . , r − 1, яка побудована за формулою
(30) по V (k)

n+i, має мiсце така асимптотична оцiнка:∥∥∥∥∥ Rn+i,k
ε

‖Rn+i,k
ε ‖H1(Ωε)

− Ũi(ε, ·)

∥∥∥∥∥
H1(Ωε)

≤ c(n, k, σ) ε1−σ, ‖Ũi(ε, ·)‖H1(Ωε) = 1,

де Ũi(ε, ·) — лiнiйна комбiнацiя власних функцiй задачi (21), якi вiдповiдають власним
значенням з iнтервалу In,k(ε).

Теорема 11. Нехай µm збiгається з однiєю з точок iстотного спектра {Pm = π2m2 :
m ∈ N} усередненої задачi (26).

Тодi iснують c(m) > 0 i ε0 > 0 такi, що для всiх значень параметра ε ∈ (0, ε0) в
iнтервалi (

1
µm + 1

− c(m) ε
1
4 ,

1
µm + 1

+ c(m) ε
1
4

)
мiститься скiнченне число власних значень оператора Aε.

Iснує скiнченна лiнiйна комбiнацiя Ũε (‖Ũε‖ε = 1) власних функцiй uεk(ε)+i, i = 0, p(ε),

якi вiдповiдають вiдповiдно всiм власним значенням (λk(ε)+i(ε) + 1)−1 оператора Aε з
вiдрiзка [

1
µm + 1

− c(m) ε
1
8 ,

1
µm + 1

+ c(m) ε
1
8

]
,

така, що ∥∥∥Wε − Ũε
∥∥∥
H1(Ωε)

≤ 2ε
1
8 ,

де Wε визначається формулою (32).
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