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КРИТИЧНI ВИПАДКИ π-СТIЙКОСТI
НЕАВТОНОМНОГО CУТТЄВО НЕЛIНIЙНОГО
РIВНЯННЯ n-ГО ПОРЯДКУ

I. Є. Вiтриченко

Нац. техн. ун-т України „КПI”
Україна, 02057, Київ, пр. Перемоги, 37

We obtain sufficient conditions for π-stability of the trivial solution of an esentially nonlinear equation of
order n.

Одержано достатнi умови π-стiйкостi тривiального розв’язку суттєво нелiйного рiвняння n-
го порядку.

1. Постановка задачi. Дослiджується алгебраїчний критичний випадок π-стiйкостi, коли
t ↑ ω, ω ≤ +∞, положення рiвноваги диференцiального рiвняння (д. р.) вигляду

y(n) +
n−1∑
s=1

ps(t)y(n−s) + pn(t)y = F
[
t, y, y′, . . . , y(n−1)

]
, (1)

де t ∈ ∆, ∆ ≡ [t0, ω[ i виконуються умови:
1) ps : ∆ 7→ R, ps ∈ Ch

∆, h ∈ N, s = 1, n;

2) F : ∆×Rn 7→ R, F (t, Z) ≡
m∑

||Q||=2

FQ(t)ZQ +F ∗(t, Z), Q = (q1, . . . , qn), qs ∈ N∪{0},

s = 1, n, ‖Q‖ =
n∑
s=1

qs, FQ : ∆ 7→ R, FQ ∈ Ch
∆, ‖Q‖ = 2,m, Z = (z1, . . . , zn), ZQ ≡

n∏
s=1

zqss ,

|F ∗(t, Z)| ≤ L‖Z‖m+α, L : ∆ 7→ R+ ∪ {0}, L ∈ C∆, ‖Z‖ =
n∑
s=1

|zs|, m = 2, 3 . . . , α ∈ R+,

R+ ≡]0,+∞[.
При дослiдженнi iснування сiм’ї зникаючих при t ↑ ω розв’язкiв д. р. (1) застосування

класичного означення стiйкостi за Ляпуновим [1] не завжди обґрунтоване. Оскiльки при
цьому д. р. вищого порядку зводиться до диференцiальної системи (д. с.), яка потiм дослiд-
жується на стiйкiсть, то це призводить до накладання жорстких умов мализни на похiднi
розв’язкiв даного д. р., що не обов’язково.

Тому далi поведiнка розв’язкiв д. р. (1) та їх похiдних порiвнюється з заданою систе-
мою функцiй πs : ∆ 7→ R+, s = 1, n [2]. Такi задачi виникають, наприклад, у теорiї роз-
повсюдження хвиль [3].

Введемо наступнi означення та позначення.

Означення 1. Д. р. (1) має властивiсть Stπ, коли t ↑ ω, якщо для досить малого ε ∈
∈ R+ iснують δε ∈]0, ε[, Tε ∈ ∆ такi, що кожний його розв’язок y = y(t) з початковою
умовою π−1

1 (Tε)|y(Tε)| ≤ δε, π−1
s (Tε)|y(s−1)(Tε)| ≤ δε, s = 2, n, задовольняє нерiвностi

π−1
1 (t)|y(t)| < ε, π−1

s (t)|y(s−1)(t)| < ε, s = 2, n, для усiх t ∈ [Tε, ω[ (локальна π-стiйкiсть).
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Означення 2. Д. р. (1) має властивiсть AsStπ, коли t ↑ ω, якщо воно задоволь-
няє oзначення 1 i π−1

1 (t)y(t) = o(1), π−1
s (t)y(s−1)(t) = o(1), t ↑ ω, s = 2, n .

Означення 3. Д. р. (1) має властивiсть G∆Stπ, коли t ↑ ω, якщо в oзначеннi 1 Tε = t0,
тобто Tε не залежить вiд ε (глобальна π-стiйкiсть).

Означення 4. Д. р. (1) має властивicть G∆AsStπ, коли t ↑ ω, якщо воно задоволь-
няє oзначення 3 i π−1

1 (t)y(t) = o(1), π−1
s (t)y(s−1)(t) = o(1), t ↑ ω, s = 2, n .

Крiм того,

Λ ≡ maxi{fs : ∆ 7→ C, s = 1, n ], якщо Λ : ∆ 7→ R+,

Λ−1fs = ds + o(1), t ↑ ω, ds ∈ C, s = 1, n, |d1|+ . . .+ |dn| > 0,

X = col(x1, . . . , xn), Y = col(y1, . . . , yn), Xns = col(x1,ns , . . . , xns,ns),

X = col(Xn1 , . . . , Xnk0
), XY ≡ col(x1y1, . . . , xnyn), X−1 ≡ col(x−1

1 , . . . , x−1
n ),

0 = col(0, . . . , 0), ‖X‖2 =
n∑
s=1

|xs|2, ‖P‖2 ≡
n∑

s,k=1

|ps,k|2,

P = ‖ps,k‖, s, k = 1, n; S(X, r0) ≡ {X : ‖X‖ ≤ r0; r0 ∈ R+}; R− ≡]−∞, 0[.

Означення 5. Якщо Sk(X) : S(X, r0) 7→ R+, Sk(X) ∈ CS(X,r0), Sk(0) = 0,ck ∈ R+,
k = 1, 2, то кiльцеподiбною областю, що охоплює початок координат, називається
множина

S(X, c1, c2) ≡

{
X : X ∈ S(X, r0),

2∏
k=1

[Sk(X)− ck] ≤ 0, S1(X)− S2(X) 6= c1 − c2

}
.

Означення 6. Наслiдуючи Ляпунова [1], будемо вважати, що функцiя V = V (t,X)
має нескiнченно малу вищу границю, якщо для кожного ε ∈ R+ iснує δε ∈]0, ε[ таке, що
для усiх t ∈ ∆, X ∈ S(X, δε) виконується нерiвнiсть |V (t,X)| ≤ ε.

Означення 7. Функцiя V = V (t,X) називається додатно визначеною, якщо iснують
T ∈ ∆, ρ0 ∈]0, r0[, W (X) : S(X, r0) 7→ R+ такi, що для усiх t ∈ [T, ω], X ∈ S(X, ρ0)
виконується нерiвнiсть V (t,X) ≥ W (X).

Позначимо

gradV (t,X) ≡
(
∂V

∂x1
, . . . ,

∂V

∂xn

)
, < X, Y >≡

n∑
s=1

xsys,

Ek i Hk — вiдповiдно одинична i нiльпотентна матрицi розмiру k × k.
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Iснування властивостей Stπ, G∆Stπ у д. р. (1) дослiджується при наявностi кратного
нульового кореня рiвняння вигляду

det(P0 − λ · E) = 0,

де

P0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−a1 b1 0 0 . . . 0 0 0
0 −a2 b2 0 . . . 0 0 0
0 0 −a3 b3 . . . 0 0 0
0 0 0 −a4 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 . . . −an−2 bn−2 0
0 0 0 0 . . . 0 −an−1 bn−1

−c1 −c2 −c3 −c4 . . . −cn−2 −cn−1 −cn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

ak = lim
t↑ω

π′k
ππk

, bk = lim
t↑ω

πk+1

ππk
, ck = lim

t↑ω

pn−k+1πk
π

, cn = lim
t↑ω

π−1

(
p1 +

π′n
πn

)
,

|ak|, |bk|, |ck|, |cn| 6= +∞, k = 1, n− 1,
n−1∑
k=1

(|ak|+ |bk|+ |ck|) + |cn| > 0,

π ≡ maxi
{
p1 +

π′n
πn
,
pn−k+1πk

πn
,
πk+1

πk
,
π′k
πk

; k = 1, n− 1
}
. (2)

2. Допомiжнi результати. Наведемо перетворення, якi зводять д. р. (1) до д. с. спецi-
ального вигляду.

Лема 1. Якщо для заданого набору функцiй πk : ∆ 7→ R+, πk ∈ C1
∆, s = 1, n, та

коефiцiєнтiв p = pk, k = 1, n, д. р. (1) iснує функцiя π (2), то перетворення

y = π1y1, y
(k) = πk+1yk+1, k = 1, n− 1, (3)

зводить д. р. (1) до д. с. вигляду

Y ′ = π(P0 + P1)Y +G, (4)

де P1 ≡ P − P0, P = ‖psk‖, s, k = 1, n, pss ≡ −
π′s
ππs

, s = 1, n− 1, psk ≡ 0, s = 2, n− 1,

1 ≤ k ≤ s − 1, ps,s+1 ≡
πs+1

ππs
, s = 1, n− 1, psk ≡ 0, s = 1, n− 2, s + 2 ≤ k ≤

≤ n, pns ≡ −
pn−s+1πs

π
, s = 1, n− 1, pnn ≡ π−1

(
p1 +

π′n
πn

)
, G ≡ col (0, . . . , 0, G∗),

G∗ ≡ π−1
n F (t, π1y1, π2y2, . . . , πnyn) , G∗ =

m∑
‖Q‖=2

π−1
n FQΠQY Q +G∗∗,
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ΠQ ≡
n∏
s=1

πqss , ‖G∗∗‖ ≤ π−1
n L

(
n∑
s=1

πs

)m+α

‖Y ‖m+α.

Доведення очевидне.
Оскiльки матриця P0 має кратне нульове власне значення, то за певних умов мето-

дами узагальнених „зрiзуючих” [4] та нелiнiйних „заморожених” [5] перетворень можна
побудувати нелiнiйну неособливу замiну

Y =
m∑

‖Q‖=1

HQ(t)XQ ≡ H(t,X), (5)

яка зводить д. с. (4) до д. с. вигляду

X ′n1
= σ1Pn1Xn1 +

m∑
‖Qn1‖=2

h1,Qn1
X
Qn1
n1 + Φn1 , n1 ≤ s0,

X ′ns = σs(µsEns +Hns)Xns +Xns

m−1∑
‖Qn1‖=1

hs,Qn1
X
Qn1
n1 + Φns , (6)

s = 2, k0,

k0∑
s=1

ns = n− n1,

де σs : ∆ 7→ R+, hns,Qn1
, s = 1, k0, ‖Qn1‖ = 1,m, µs ∈ R\{0}, s = 2, k0, — вiдомi величини;

Pn1 ≡ ‖0‖ або Pn1 ≡ diag {µn1,1Ep1 +Hp1 , . . . , µn1,lEnl +Hnl}, µn1,k ∈ R \ {0}, k = 1, l,
l∑

k=1

pk = n1, а величини Φns малi у деякому розумiннi, σ1σ
−1
s = o(1), t ↑ ω, s = 2, k0, Xn1

— субвектор критичних змiнних.

Основнi результати. Вилучимо з д. с. (6) д. с. стосовно лише критичних змiнних

X ′n1
= σ1Pn1Xn1 +

m∑
‖Qn1‖=2

h1,Qn1
X
Qn1
n1 . (7)

Припустимо, що д. с. (7) зводиться до еквiвалентного їй д. р. n1-го порядку стосовно однi-
єї з компонент субвектора Xn1 . Cкориставшись методами, викладеними в [6, 7], знайдемо
асимптотичнi зображення усiх правильних розв’язкiв утвореного д. р. Позначимо через
Xn1 = Ψj,n1 , j = 1, p, асимптотичнi зображення тих розв’язкiв д. с. (7), якi вiдповiдають
правильним розв’язкам д. р. n1-го порядку i компоненти яких зберiгають знак для усiх
t ∈ ∆. Позначимо також через Rn

j , j = 1, p, таке об’єднання координатних кутiв прос-

тору Rn, що (Ψj,n1 , 0) ∈ Rn
j , t ∈ ∆, j = 1, p, i

p⋃
j=1

Rn
j ≡ Rn, mes Rn

s ∩ Rn
k = 0, s 6= k,

s, k = 1, p.
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Справедливi наступнi теореми.

Теорема 1. Нехай д. с. (1) така, що:
1) iснують замiни (3), (5), якi зводять її до д. с. (6), де µs ∈ R−, s = 2, k0 ;
2) для усiх T ∗ ∈ ∆, X∗ ∈ S(X, r0) icнує розв’язок X = X(t;T ∗, X∗) задачi Кошi

д. с. (6);
3) icнyє набiр Xn1 = Ψj,n1 , j = 1, p, вектор-стовпцiв асимптотичних зображень

розв’язкiв д. с. (7) такий, що (Ψj,n1 , 0) ∈ Rn
j , t ∈ ∆, ‖Ψj,n1‖ = o(1), t ↑ ω, j = 1, p ;

4) icнують додатно визначенi функцiї Ляпунова V = Vj1(Xn1) такi, що для усiх t ∈
∈ ∆ та (Xn1 , 0) ∈ Rn

j ∩ S(X, r0)

〈
gradVj1(Xn1),

(
σ1Pn1 −Ψ′j,n1

Ψ−1
j,n1

En1

)
Xn1 + Ψ−1

j,n1

m∑
‖Qn1‖=2

h1,Qn1
ΨQn1
j,n1

X
Qn1
n1

〉
≡

≡ Λj [Wj,0(Xn1) +Wj,1(t,Xn1)],

Λj ≡ maxi
{∥∥∥σ1Pn1 −Ψ′j,n1

Ψ−1
j,n1

En1

∥∥∥ , ∥∥∥Ψ−1
j,n1

h1,Qn1
ΨQn1
j,n1

∥∥∥ ; ‖Qn1‖ = 2,m
}

;

5) icнують функцiї νjs : ∆ 7→ R такi, що νjs ∈ C1
∆, |νjs| : ∆ 7→ R+, ν ′js(σsνjs)

−1 =
= ν0

js + ojs(1), t ↑ ω, ν0
js ∈ R, σs − ν0

js ∈ R−, s = 2, k0, (Ψj,n1 , νj2En2 , . . . , νjk0Enk0
) ∈ Rn

j ,
t ∈ ∆, j = 1, p;

6) для кожної кiльцеподiбної областi S(X, c1, c2) ⊂ S(X, r0), що охоплює початок
координат, |G(t,X)| = o(1), t ↑ ω, де

G(t,X) ≡

[
−ΛjWj,0(Xn1) +

k0∑
s=2

σs‖Xns‖2
]−1

×

×

[∣∣∣〈gradVj1(Xn1),ΛjWj1(t,Xn1) + Ψ−1
j,n1

Φn1(t,Ψn1Xn1 , νj2Xn2 , . . . , νjk0Xnk0
)
〉∣∣∣+

+
k0∑
s=2

∣∣∣〈gradVjs(Xns), ν
−1
js Xns

m−1∑
‖Qn1‖=1

hs,Qn1
ΨQn1
n1 X

Qn1
n1 +

(
σsν

0
js − ν ′jsν−1

js

)
Xns +

+ ν−1
js Φns(t,Ψn1Xn1 , νj2Xn2 , . . . , νjk0Xnk0

)
〉∣∣∣],

inf
X∈S2=c2

Vj(X) > sup
X∈S1=c1

Vj(X),
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Vj(X) ≡
k0∑
s=1

Vjs(Xns), якщо X ∈ Rn
j , j = 1, p, а Vjs(Xns), s = 2, k0, j = 1, p, — додатно

визначенi квадратичнi форми-розв’язки д. р. вигляду〈
gradVjs(Xns),

[(
µs − ν0

js

)
Ens +Hns

]
Xns

〉
= −‖Xns‖

2 , j = 1, p, s = 2, k0

(S2 = c2 i S1 = c1 — вiдповiдно зовнiшня та внутрiшня границi областi S(X, c1, c2)), i
для усiх X ∈ S(X, r0)∥∥∥H(Ψjn1Xn1 , νj2Xn2 , . . . , νjk0Xnk0

)
∥∥∥ = o(1), t ↑ ω, j = 1, p.

Тодi воно має властивiсть AsStπ, коли t ↑ ω.

Доведення. Виконавши для д. р. (1) замiни (3), (5), одержимо д. с., дo якої застосуємо
результати теореми 1 [8].

Теорема 2. Нехай для д. р. (1) виконано умови 1 – 5 теореми 1, iснує кiльцеподiбна
область S(X, c1, c2) ⊂ S(X, r0), що охоплює початок координат, така, що в позначен-
нях теореми 1

sup
t∈∆, X∈S(X,c1,c2)∩Rn

j

|G(tX)| < 1, inf
X∈S2=c2

Vj(X) > sup
X∈S1=c1

Vj(X),

Vj(X) ≡
k0∑
s=1

Vjs(Xns), якщо X ∈ Rn
j , j = 1, p, а Vjs(Xns), s = 2, k0, j = 1, p, — додатно

визначенi квадратичнi форми-розв’язки д. р. вигляду〈
gradVjs(Xns),

[(
µs − ν0

js

)
Ens +Hns

]
Xns

〉
= −‖Xns‖

2 , j = 1, p, s = 2, k0

(S2 = c2 i S1 = c1 — вiдповiдно зовнiшня та внутрiшня границi областi S(X, c1, c2)), i
для усiх X ∈ S(X, r0)∥∥∥H(Ψjn1Xn1νj2Xn2 . . . νjk0Xnk0

)
∥∥∥ = o(1), t ↑ ω, j = 1, p.

Тодi воно має властивicть G∆AsStπ, коли t ↑ ω.

Доведення. Виконавши для д. р. (1) замiни (3), (5), одержимо д. с., дo якої застосуємо
результати теореми 2 [8].

Зауваження. Частковий випадок π-стiйкостi для д. р. другого порядку дослiд-
жено у [9].
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