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(Представлено академиком НАН Украины Ю.Н. Шевченко)

A method to determine a thermal-elastic-plastic stress-strain state of non-circular cylindri-

cal shells has been developed. The mechanical properties of the material are considered as

temperature-dependent. A non-linear shell theory, which is based on the Kirchhoff–Love hy-

potheses, is used. A modified method of successive elastic solutions is applied to linearize the

equations of the theory of simple path-dependent processes of loading. To verify the proposed

method, a solution for a cylindrical shell that is obtained by the numerical integration along

the directrix is compared with a solution based on the application of the trigonometric Fourier

series in cyclic coordinates.

В роботах [1, 2] приведены методы расчета некруговых цилиндрических оболочек произ-
вольного поперечного сечения в упругой постановке. В отличие от этого, рассмотрим тер-
моупругопластическое напряженно-деформированное состояние (НДС) указанного класса
оболочек.

Рассматривается термоупругопластическое НДС некруговой цилиндрической оболочки
произвольного поперечного сечения и переменной в двух направлениях толщины. Перво-
начально оболочка находится в ненапряженном состоянии при температуре T0, а затем
подвергается действию силовых и тепловых нагрузок, не вызывающих ее потери устойчи-
вости. Задача рассматривается в несвязанной квазистатической постановке с использова-
нием геометрически нелинейной теории оболочек. Меридиан и толщина оболочки, а так-
же характер приложенных силовых и тепловых нагрузок допускают выполнение гипотез
Кирхгофа–Лява. Предполагается зависимость механических характеристик материала от
температуры.

Положение точек срединной поверхности оболочки определяется длиной образующей
s (s0 6 s 6 sN ) и длиной дуги q (q0 6 q 6 qN ) направляющей (рис. 1). Ограничивают
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Рис. 1

срединную поверхность линии главных кривизн s = const, q = const. Расстояние произ-
вольной точки оболочки от срединной поверхности обозначим через ζ (−h/2 6 ζ 6 h/2),
где h(s, q) — толщина оболочки. Плоскость поперечного сечения совмещается с плоскостью
xz декартовой системы координат 0xyz, где ось oy коллинеарна образующей s. Уравнения
срединной поверхности в декартовой системе координат имеют вид x = x(q), z = z(q), y = s.
Параметры Ламе в данном случае As = Aq = 1; главные кривизны ks = 0, kq = dϕ/dq, где
π − ϕ — угол между нормалью к срединной поверхности и осью z (см. рис. 1).

Процесс нагружения разбивается на ряд этапов, количество и протяженность которых
позволяет с необходимой точностью описать процесс деформирования в каждом элементе
оболочки. Рассматриваются такие процессы нагружения, при которых в отдельных эле-
ментах оболочки после активного упругопластического деформирования может возникать
упругая разгрузка. Предполагается, что траектории деформирования элементов оболочки
при первоначальном нагружении незначительно отклоняются от прямолинейных, а дефор-
мациями ползучести можно пренебречь. Согласно геометрически нелинейной теории оболо-
чек, в квадратичном приближении [3] считаем, что деформации и сдвиги малы по сравне-
нию с единицей, и учитываем квадраты углов поворота нормали к срединной поверхности
в геометрических уравнениях и нелинейные члены в уравнениях равновесия. Предполага-
ется, что различие в направлениях ортов деформированной и недеформированной систем
координат несущественно влияет на связь между напряжениями и деформациями.

Компоненты перемещения произвольной точки оболочки выражаются через компонен-
ты перемещения u, v, w срединной поверхности и углы поворота нормали к срединной
поверхности ϑs, ϑq следующим образом:

uζ = u + ζϑs, vζ = v + ζϑq, wζ = w − 1

2
ζ(ϑ2

s + ϑ2

q). (1)

Компоненты деформации точки оболочки (с точностью до величины kqζ по сравнению
с единицей) определяются через компоненты деформации срединной поверхности εs, εq,
εsq, κs, κq, κsq так:

ες
ss = εs + ζκs, ες

qq = εq + ζκq, ες
sq = εsq + ζκsq. (2)
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Дифференциальные уравнения равновесия элемента срединной поверхности, ограничен-
ного дугами координатных линий и контактирующего с упругим основанием, имеют вид [2]

∂Ns

∂s
+

∂S

∂q
+ qs = 0,

∂S

∂s
+

∂Nq

∂q
+ kq

(
Qq +

∂H

∂s

)
+ qq = 0,

∂Qs

∂s
+

∂Qq

∂q
− kqNq + qζ − µζw = 0,

∂H

∂q
+

∂Ms

∂s
− Qs − (Ns − kqMq)ϑs − Sϑq + ms = 0,

∂Mq

∂q
+

∂H

∂s
− Qq − Nqϑq − Sϑs + mq = 0.

(3)

Здесь Ns, Nq, S, Qs, Qq, Ms, Mq, H — усилия и моменты; qs, qq, qζ , ms, mq — компоненты
распределенной нагрузки в срединной поверхности, статически эквивалентные массовым
и поверхностным силам; µζ — коэффициент постели линейно-деформируемого основания
Винклера.

Нелинейные геометрические уравнения имеют вид [2]

εs =
∂u

∂s
+

1

2
ϑ2

s, εq =
∂v

∂q
+ kqw +

1

2
ϑ2

q, εsq =
∂u

∂q
+

∂v

∂s
+ ϑsϑq,

κs =
∂ϑs

∂s
, κq =

∂ϑq

∂q
− 1

2
kqϑ

2

q, κsq =
∂ϑq

∂s
+

∂ϑs

∂q
+ kq

∂v

∂s
,

ϑs = −∂w

∂s
, ϑq = −∂w

∂q
+ kqv.

(4)

Связь между усилиями Ns, Nq, S, моментами Ms, Mq, H и деформациями срединной
поверхности представим в виде [4]

Ns = DN (εs + ν0εq + Ps), Nq = DN (εq + ν0εs + Pq), S =
1

2
DN (1 − ν0)(εsq + P ),

Ms = DM (κs + ν0κq + Is), Mq = DM (κq+ ν0κs+ Iq), H = DM (1 − ν0)(κsq+ I),

DN =
2G0h

1 − ν0

, DM =
G0h

3

6(1 − ν0)
.

(5)

Уравнения (5) записаны в форме закона Гука, но с интегральными дополнительными
членами Ps, Pq, P , Is, Iq, I, учитывающими пластические и тепловые деформации, а также
зависимость механических свойств материала от температуры. При выводе этих уравнений
использовалась линейность изменения деформаций по толщине оболочки и пренебрегалось
значением kqζ по сравнению с единицей. Использовалась связь между напряжениями и де-
формациями (здесь и далее индекс ζ в обозначениях для деформаций опущен), записанная
в виде уравнений теории простых процессов деформирования, линеаризированных моди-
фицированным методом упругих решений [5]:

σss =
2Go

1 − ν0

(εss + ν0εqq + βss0)(s ↔ q), σsq = 2G0(εsq + βsq0), (6)
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βss0 = (1 − ω)βss − ωεss − (ω + ω4 − ωω4)ν0εqq (s ↔ q),

βsq0 = −ω3εsq − (1 − ω3)βsq,
(7)

βss =
ν∗σT

ςς − (1 − ν∗)σT
ss

2G∗
(s ↔ q), βsq = − 1

2G∗
σT

sq, (8)

σT
ss = KεT δss + 2G∗ε1p

ss (ss ↔ qq ↔ ζζ ↔ sq), (9)

εζζ = − ν∗

1 − ν∗
(εss + εqq) + βζζ , βζζ =

1 − 2ν∗

2G∗(1 − ν∗)
σT

ςς , (10)

ω3 = 1 − G∗

G0

, ω4 = 1 − ν∗

ν0

, ω = 1 − (1 − ω3)(1 − ν0)

1 − ν0(1 − ω4)
. (11)

Здесь εT = αT (T − T0) — тепловая деформация; αT — коэффициент линейного теплово-
го расширения материала; T — температура точки тела; T0 — значение температуры при
начальном состоянии тела; K — модуль всестороннего объемного расширения; G — мо-
дуль сдвига; ν — коэффициент Пуассона; G0, ν0, K0, λ0 — соответствующие величины при
начальной температуре T0; δij — символ Кронеккера. Величины e1p

ij при активном нагру-
жении полагаются равными нулю, а при разгрузке — компонентам тензора пластических
деформаций в момент начала разгрузки. В соотношениях (8)–(11) 2G∗ = S/Γ — секущий
модуль; ν∗ — коэффициент поперечной деформации; S — интенсивность касательных на-
пряжений; Γ — интенсивность деформаций сдвига; σ0 — среднее напряжение; ε0 — средняя
деформация. Предполагается, что при первоначальном нагружении величины S, Γ, T свя-
заны между собой функцией S = Φ(Γ, T ), которая определяется по термомеханической
поверхности σ = f(ε, T ) [6]. Здесь σ — напряжение, ε — деформация образца. Переход от
одноосного напряженного состояния к сложному осуществляется по формулам S = σ/

√
3,

Γ =
1 + ν∗

√
3

ε, ν∗ =
1

2
− 1 − 2ν

4G(1 + ν)

σ

ε
.

Отметим, что геометрические уравнения (4) и уравнения равновесия (3) получены на
основе гипотез Кирхгофа–Лява с использованием условия εζζ = 0. В то же время при записи
соотношений пластичности деформация εζζ (10) определяется из условия σζζ= 0. Приве-
денные статические (3) и геометрические (4) уравнения, совместно с уравнениями термо-
пластичности (5) и граничными условиями на краях оболочки, представляют замкнутую
систему для решения поставленной задачи.

В качестве основных неизвестных выбираем функции, в которых задаются граничные
условия на прямолинейных торцах оболочки:

Nq, S, Q̂q, Mq, u, v, w, ϑq, (12)

где Q̂q = Qq + ∂H/∂s — приведенное поперечное усилие, и получаем систему уравнений
в частных производных относительно вектора разрешающих функций

∂~Y

∂q
= A(s, q)~Y + ~F (s, q), (13)

где ~Y (s, q) = {y1, . . ., y8} — вектор разрешающих функций (12); A(s, q) = {aij(s, q)} — диф-
ференциальный оператор, содержащий частные производные от искомых функций по ко-
ординате s; ~F (s, q) = {fi(s, q)} — вектор свободных членов; i, j = 1, 2, . . . , 8. Явный вид
системы (13) не приводится из-за громоздкости.
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Оператор A(s, q) не зависит от НДС, а члены, учитывающие пластические и темпе-
ратурные деформации, геометрическую нелинейность, а также зависимость механических
свойств материала от температуры, входят лишь в свободные члены ~F (s, q). Для каждо-
го этапа нагружения задача решается методом последовательных приближений. При этом
вектор свободных членов ~F (s, q) известен из предыдущего приближения, а система урав-
нений (13) в каждом приближении каждого этапа является линейной. На торцах оболочки
s = s0, s = sN , q = q0, q = qN необходимо задавать граничные условия. Например, в случае
шарнирного опирания криволинейных контуров s = s0, s = sN задаем

Ns = Ms = v = w = 0. (14)

Для открытых оболочек аналогично формулируются граничные условия на прямолинейных
контурах q = q0, q = qN . Например, условия периодичности имеют вид

S = Q̂q = v = ϑq = 0. (15)

Если замкнутая оболочка имеет плоскость симметрии геометрических параметров и нагру-
зок, проходящую через ось Oy, то решение осуществляется на половине оболочки и сво-
дится к расчету открытой оболочки, на контурах q = q0, q = qN которой заданы условия
периодичности (15).

Дальнейшее понижение размерности задачи возможно различными методами [1, 2].
Остановимся на одном из способов закрепления криволинейных контуров — шарнирном
опирании (14). Удовлетворяя этим граничным условиям, представим входящие в них функ-
ции в виде следующих разложений:

{Ns(q, s),Ms(q, s), u(q, s), w(q, s)} =

=

∞∑

n=1

{Nsn(q),Msn(q), un(q), wn(q)} sin[λn(s − s0)], λn =
nπ

(sN − s0)
. (16)

Аналогичное представление всех заданных и искомых функций позволяет разделить пере-
менные в системе (13) и для каждого номера n = 1, 2, . . . получить систему обыкновенных
дифференциальных уравнений восьмого порядка

d~Yn(q)

dq
= An(q)~Yn(q) + ~Fn(q). (17)

Здесь ~Yn = {y1n, . . ., y8n} — амплитудные значения разрешающих функций (12); элементы
оператора-матрицы An(q) и компоненты вектора ~Fn(q) зависят от номера гармоники n.
Ненулевые элементы матрицы An(q) и вектора ~Fn(q) имеют вид

a12 = −a56 = λn, a13 = −a31 = a67 = −a76 = −kq, a21 = −a66 = −ν0λn,

a25 = DN (1 − ν2

0)λ2

n, a34 = −a88 = ν0λ
2

n, a37 = DM (1 − ν2

0)λ4

n + µζ ,

a43 = a78 = 1, a48 = 4DM (1 − ν0)λ
2

n,

a52 = 2[DN (1 − ν0)]
−1, a61 = D−1

N , a84 = D−1

M ,

f1n = −qqn, f2n = −qsn − DNλnPsn + ν0DNλnPqn − 1

2
DN (1 − 2ν2

0)λng2n,

(18)
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f3n = −qζn + λnmsn + DMλ2

nIsn − ν0DMλ2

nIqn − g3n,

f4n = −mqn + 2DM (1 − ν0)Isn + g4n, f5n = −Pn + g5n,

f6n = −Pqn + g6n, f8n = −Iqn + g8n.

Здесь Psn, Pqn, Pn, Isn, Iqn, In — амплитудные значения интегральных дополнительных чле-
нов Ps, Pq, P , Is, Iq, I; gjn (j = 1, . . ., 8) — амплитудные значения членов gj, учитывающих
геометрическую нелинейность. Ненулевые члены gj имеют вид

g2 = ϑ2

s, g3 = (Ns − kqMq)ϑs + Sϑq, g4 = Nqϑq + Sϑs,

g5 = −ϑsϑq, g6 = −1

2
ϑ2

q −
ν0

2
ϑ2

s, g8 =
1

2
kqϑ

2

q.
(19)

В частном случае бесконечно длинной оболочки, когда НДС не меняется в направлении
образующей s, достаточно ограничиться выбором шести разрешающих функций Nq, Qq,
Mq, v, w, ϑq и система разрешающих уравнений примет вид

dNq

dq
= −kqQq − qq,

dQq

dq
= kqNq + µζw − qζ ,

dMq

dq
= Qq − mq + Nqϑq,

dv

dq
=

1

DN

Nq − kqw − Pq −
1

2
ϑ2

q,
dw

dq
= kqv − ϑq,

dϑq

dq
=

1

DM

Mq − Iq +
1

2
kqϑ

2

q .

(20)

Hа торцах оболочки для разрешающих функций или их линейных комбинаций должны
выполняться граничные условия

D1
~Y = ~b1 на торце q = q0, (21)

D2
~Y = ~b2 на торце q = qN , (22)

где D1, D2 — матрицы граничных условий на торцах оболочки; ~b1, ~b2 — векторы свобо-
дных членов граничных условий. Для решения краевой задачи (20)–(22) применяется ме-
тод Рунге-Кутты с промежуточной ортогонализацией и нормализацией частных решений
по Годунову [1, 2].

Сходимость в процессе последовательных приближений на каждом этапе считается до-
стигнутой, если интенсивность касательных напряжений, вычисленная с использованием
найденных напряжений, и интенсивность касательных напряжений, найденная с исполь-
зованием термомеханической поверхности, различаются между собой на малую, предвари-
тельно заданную величину δ1. Одновременно с этим значения модуля вектора перемещения,
найденные в двух последовательных приближениях, должны отличаться не более, чем на
малую величину δ2. Эти критерии обеспечивают сходимость как по физической, так и по
геометрической нелинейностям.

Для апробации и оценки точности разработанной методики рассмотрим упругопласти-
ческое НДС бесконечно длинной круговой цилиндрической оболочки без учета геометри-
ческой нелинейности. Полученное на основе численного интегрирования по окружной ко-
ординате решение сопоставим с решением, найденным с использованием по этой же ко-
ординате тригонометрических рядов Фурье [7]. Радиус оболочки R = 0,1 м и толщина
h = 0,005 м. Материал оболочки — сплав ЭИ-395, диаграмма растяжения для которого
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Таблица 1

q = 0 σss σqq Γ

ζ = −

h

2
−2524 −6793 0,003759

ζ =
h

2
2496 6759 0,003672

приведена в [8]; этот сплав характеризуется модулем Юнга E = 1,95 МПа и коэффици-
ентом Пуассона ν0 = 0,3. Оболочка находится под действием нагрузки qζ = 10 cos(2q/R).
Симметрия нагрузки позволяет рассматривать половину оболочки 0 6 q/R 6 π. На конту-
рах q = 0 и q = πR задавали условия периодичности Qq = v = ϑq = 0. В расчете прини-
мали количество интервалов интегрирования вдоль направляющей окружности Kq = 2001
и вдоль толщины Kζ = 21. При получении решения с использованием рядов Фурье, кроме
второй гармоники, соответствующей виду нагрузки, дополнительно удерживались высшие
гармоники с номерами m = 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30. Приведенные параметры дискретизации
позволяют получить результаты, практически не зависимые от этих параметров. В табл. 1
приведены значения напряжений σss, σqq и интенсивности пластических деформаций Γ при
q = 0. В решениях, полученных обоими методами, совпали все приведенные цифры. Это
позволяет сделать вывод о высокой точности разработанной методики. Отметим, что при
решении задач в упругопластической постановке с использованием рядов Фурье низшие
гармоники всегда порождают бесконечный затухающий спектр высших гармоник. Вклад
этих высших гармоник в данной задаче превышает 10% в области максимальных значений
интенсивности деформаций сдвига.
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