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������©ª�«�?���}�4�¬�4����£�£�£�6¢4���®�¯����V�°�&�?��¢��V�$���$�}���
± ���$�����²¤4�3����¢4� ± �������<¢²³0�µ´¶�1·3�4���$�?�£�:�7³7�����4¢��
¤V�\���!�4���$¢��}�,���.�¸�$�0����©��4���H�'¢&���6�&�?���V¢4���:�%���H�V�$���
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�$� ���?�V�V�����T�£��¢�������¢<�&��� ������¢4���4¢4�4���?���4���V�<� � �4�
�V���V����¢4�4�?���£¢4�����¬�$�4�����$�!�<�&�Í�Ô��»1�4�=©)�?���Ø�«���4�4�<���
�4�4�?�É�£�4�V����� �����?�4������� ���4��� ± ��¢4¢4�V�T���B�£�������V�?�
���V���:�$»1�4� �£���:���£�����4� �4�V�:��¢&� " �?¢£�B�����4�V�����4�4�
���$�����V�4�.©����4����¢4�4�����4¢4�4�7�1�V�W�T�����4�4����� �)���&�?��©��4�����
¯��V���£��¢��V�:�$�V���������4�?� �4���������<�4�$�$���V� ���$�$�£���4�:�V�����
����¢?���V���4¢�� � ���������T�4�V���$�<�V� �����<�£����� �����4�4�
�.�����4�������V�?�1�V� �������4�<�&�<�¶�$¤?�������4�V���¸���V������¢&�����¿Î��
�Ç¢���¤4�?��� ÂéË�Å��V�4�$¢��V���H¤������R�&�<�&���6�$�&�=©��4��� �}¢��

�$¢��$�?�}�4����� ���}���4�6�&�4��� �4���4���6�$�&� �<¤V�.�6�}�4�4�!�
�����?�4�.�V���6�&�����?�£� � �$�}�4���V�6¢£�£�&��� ��¢&�<�&���&�<���&�
# ���&���4���3�V�$���4��$9���?�.�$���&�<�Í�����6�}��� �&�L�.��» �����4�T�}���
¢������.�6¢£�<� � �4�?�}���}�4�$�$¢��4��� ����¢����4����¢4� �
���$¢}�����}���}�?�4���O� �$���������V¢����}�����=�$�&�<�P��¢��£�6�&�6�$½}�4�$�
�$���}�4���}� � ¢&��¤<�V��� Â�Ã�¥}Å ¤������ ��¢}���$�����$���
¢4�����<�}�$�$���6� ¯6�£�6�&�6¢&�4�.�6�&����� ��� �4���<�4�$���&�
¢4�����<�}�$�4�6�}��� �$�$�4�����$� ���&�£�£���$���
�$�4�$� ± �$¢�¢4�V�������4���6�}�V�£� � ���4�����6�$�&� �&���\�4���&�
�4���4�4���}�4�����=�$���4� �&�?�}�?�$� �4�4�!�}�<���6���£�.©
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�V�4���4¢4��� �$�$���£¢&� �?¤4Æ����$�V���8� �������$�}�6���&���
�V�4�4�6¢4�$�}�4�6� �.�V��� � ���V�T�$���}��� ��¢��$���&½���� �
%7�4�$�V�<�}�?�4� ��¢}� �&�����&���4�$�4���&�<�$�4� �������$�$�}���
�.�$���������}���0�$�$���4�'�:�4���²�4�����������$�$���8��©:�4� �����&�����$���&�
�$�������V�4� �Ò���4�$��¢4���6�4�4���6�$� ���������&���&�<�×�6¢&���£� �
�4�$¢4�����V���4� ���4�:�$�}���3�Ð�����$�4���Ð� �V�4���=�����$�$¢��&���
± �£¢£�T��� � ���$�4���6�V�������=�$���É© � ���$���$��� Â'&�Å
������¢4���6�4�4���6�&�R¤4����� �&�<�����$�$��� �}���\�4���4�)�V���4�$¢4�6�}�4�$�
���<�}� ���?�.�$���&�<� ��¢��$���}½}� ��¢}� �$�����4�6�}�V���
�V¤<���6�}�4�4�!�)����������¢&���\�2Î9�.�6�&�?Á2�'��¢��4�$�&�?���6�4�4�!��©\�}¢��
�V�4���4¢4�4� �}¢4�<�&�����4���4�1���������}�<�}�3�?�$�}�4�&�
� ���������?���2�$� ¢&��¤<�V��� ��� �&���.�<�&���6¢��&¢��4���

�����=�4���&�Ñ�?�4�&��¢��$���&�6� �.�4��� �Ð�4�6�£�<�&�\���&�$�$¢����4�
�4�4�.�6���&�<�Í��¢&�$����½&�)��¢&�R�V¤4�:�$���4�4�����6�$�4�.�4�4�6�&���6�V���
¤V�<�}�?Á2������¢��&���&�<���$�?�4�!�R�Í������Á �����&���.�6�&�$�����%¯����4�
���<�}�U�$¤4���&���W��¢��4�$�&�?���6�4�4�!� ���}���4�6���£� Î ��(T���.�����&�8©
�V��� �������?�$���£�H¯����?��� �$�4��¢4�V�6� �?��»��4� �4�%���4���V�4�L�}¢��
�4���������4�£�V�$���&�²�Ô�����������?���&�<¢£���<�4�4�$��������$¢4���.© �£���
�*)?�4¤<�2� � �V�£�£���$�4����� ¢����$�?�4�$�4� # �4���\���&�$�����4�
± ���$�����+$É© �!��� � �&�?���}�����&��� �?¢&���É� ���&���$¢����
�4�$¢4���.�6�1��������� �%�V¤4�������$�%�����2�����$�$�$����� �����$�4¢������}���
�$�4�������8�
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��¢£�£���?���&����� �«¢����������O�4�������6�&�4���$�V���S�?���&�?�.�$¢����4�
���&�6��¢£���$�4���,�.�V�����}�.-?�6�£���$��¤V�6¢£��� ���£���������4�?�4�$�4�4�!�
± �6¢}¢V�?�T�����4�����&�<�£©��4�T�&�Ô� ¢����.�4���R���4���4¢V�����?�V�!�L�4¢����V¨
�4�$�}�V� /µ�V�4������Ì+/2� ± Á1��½}� ¤V��� �6�����4�\�$���£�.�

���3¢}��»2�6�}�4� ���4� �&�?�=�4��� ¯$�4�$¢4����� �6�}���&�<�$���
½&�6�&�?����� �4�.�������?�&�
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± �$¢�¢��V�������4���6���&�4À ; β 8 �V���4���6�$�&�6� �4�����4���4���4���
�V�������<�$¢4�4����� ¼

β >
� �&�4� �������V�4�?�$���V���

± �$¢�¢��V�������4���6���&�¬�Ï�������4�4�Õ�V�6�V�0©��}�$��¢��$�����$���4���
�����4���Ï�4�6� 6 7 À��<%µ¢��Ö¯����4�Ñ��¢��V�?�4�$���£�=/1�$���}���£Ì
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± �$¢�¢��V���������&�����V���¸¢&���������V�4�$�'¼
µ G 8 �����B�&�����4��LT��¢��

� H�_M8 �4�4�T�}�������?�����Ñ�����T���B�}�4�4�$�����V���$��À ; A _ =
= √

N �
β 8 ���$¢��$�£���6¢}���3� �T���6Á2�$��¤

�}¢4�4����¢��$�4���$�$�$���4��� �£���4���4��¢4�V���&�?���6�
�}�����������&�?�$���4�4���6� � ���?�.�$���4��� ��¢��V���}½4�
¼ # ���������&������� �����}���O$}À�� P7���V¤£�£� ���$¢4�$����� �
�4�4�.�����$�4�$���4� �����=�4�����£�

Ψ Þ = HåÞQ + R HåÞS¼��4�}�$���6�4�4���6�£�?�.� �$�������4�!� ���4�6¢}�����<¢�� ¢&�?»1�4�$���<�
�������4���4���&À �®��¢£�?�$��½��&��$�����}�,��� �?�$�UT Ú HåÞ7 ≡ V Þ �W��4�!���W¼������}��4���.�$¢V���6�Í�?¢4�����Ê� �����}���}½��$�«Ã��

ω _ ��V�$�����$� �}�$¢��$�����$¢
λ = (

A _YX 1 )
ò À ��¢��$�V���$���&� ¼�¥}À

�&�6¢£�6�}��Á2�������L�'�?�&�4�

R
>

Ψ Þ>@? + λ(Ψ Þ V Þ + ñ − Ψ4 +
ñ V Þ +

+ Ψ Þ V Þ − ñ − Ψ Þ − ñ V Þ ) + Ψ 4Z8Þ =
�É� ¼�Ë=À

·7�$�)�4�������$�$�4�)�)Â�ËÉ© &=Å�©:¯����H��¢}�$�?�4�$�}�4�'�4�£�£���6�4�����
���6���$�&�?���6�4�4�'¢4�$Á2�6�}�4�0���4�L�4�4���=���&�6�$¢��&�<�¦���4�:�$���4���
��¢&�$����½}�²���¸�������&�£�2�2�$�%��¢��4�$�&�6�$½}�4�$�%�6�}���&�<� Ú

V Þ =
Ã

(
"

≤
�
)
© V Þ = −

Ã
(
"

>
�
)

¼&=À
¼����V�.�6�}�����¸��¢��$�&��½}�2¢����$�4�4���4»2�6�}�2�:��»1���0�$�����}�����0�
�&�?�.�$¢��$�.�[� � Ã?ÀU��¢�� �������4�$���£�£� ���?¢����.���6¢&�

λ�.�$���$Á2�R�&¢��������4���6�V�4�!�,���}���<�$���£�
λ∗ =

Ë�\]&��]%7�4������¨
�V�$�4�4���W��¢��?�V�4�6�}�4�¶¼�Ë�À ¢4�$Á2�6�}�4�¶¼&\À9� ± �£�}��½��}�
ΨÞ � �?�4�&�

ΨÞ = ψ Þ�^ ��_ ( R Ω ? ) © �}�����4� ���$�4�$� Â�&=Å
�V���4�$¢4�6�}���2����4���¸���4���6�}�4���%��¢��$�&��½}���}¢��

λ < λ∗ Ú

Ω
ò

=
Ã
� 


�

−
&
λ − λ

ò
− λ √&

+ ` λ + λ
ò
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Ω(λ)���4�����$�$���'���'¢}�4�&��Ã1��¢��}�$�4���V� % ¢&�

λ ��� λ∗
�£�T�����

Ω ≈
Ã

− λ
��¥É© �$¤4���&��� ��¢��&���&�<���$�?��� ���4�4���

Ω ≈
�
⁄√
��� (λ∗ − λ)

ñ���ò �
,.�������.�?�$¢���� �$�V���.�V»��4�4����� �����2�����6���<�?�V���£�

�V�4�4�6¢4�$�}�4�6� ���<�}� �&�<���6�}�4��� ��¢}�$���}½�� �}¢��
���}���4�6�&�4��� �?¤4�.�6�&���V��� �$���V�4�.�?���$�&�����V�4� ¤4�V�\�$Á��
�4¢}�4�6�£�<���$�4�?���Ï¼

λ > λ∗
ÀV�:�,¯������%�V¤<�}�$�����)�}�$¢��$�����$¢��

λ
�V�4���=�����$�$¢��}��� ���$¢4���V����¢}�&© ���4�?�$�$���������$�}�7�1�6�

¢4�$Á2�$���&� ¼&\ÀV© ���6�$�&�<�V������� �����4�����<�&�<�}�$�4�.© �
¢����$�}¢4���&�����$�}�4�Õ�$���}�4��� � ���4�:�$���4��� �����$���4� 8�4�$�4�V�����}�4�$�?¢��&�3� Ú V Þ ≠ ±

Ã4������� ¢��$�$��¢4���������$���&�
���<»1�&� �&�$���$� �$¤4���&�6� �&¢����$�4�4���6�4�V��� �$�����4�$���£�
λ = λ∗

©\���<�$�4�4�������4�?�$�?Á0�4�$�0�������4���$�$�����V¢����.���$¢��ª¼
λ − λ∗

ÀV�
�3�&�°�4�$�4�4���=�����$�$¢��&�<�Ï����¢&���4����¢��×��¢��$�V�4�$���4� ¼�Ë\À
�4���V¤£�£�H�&�6¢4�$���&�6���$�'�'�4�4�T�&�<�&�$�4�6��� HåÞ× Ú

> H ÞQ
>@? + λ

Â H Þê V Þ + ñ
7

− V 47 H 4 +
ñê +

+ H ÞS V Þ − ñ
7

− V Þ7 H Þ − ñ
S Å

+ H Þê V Þ7 =
�9© ¼���À

> H Þê
>@? + λ B V 47 H Þ + ñ

Q
− H ÞQ V Þ + ñ

7
+

+ V ÞE H Þ − ñ
Q

− H ÞQ V Þ − ñ
7 Å

+ H ÞQ V Þ7 =
�É© ¼� �À

�!��� V Þ7 =
Â�Ã

− (H 4Q ) ò − (HåÞê ) ò Å ñ � ò �%2¢���»2��� �$������� ���?�£����� ���$���6�£�<���$�4���
�V��� ± ���!��¢}�$½���� ���4�:�$�}�4���Ð�����$�����Ô© �5_����£��� ���&�
�4��¢4���������$���4�4����� HåÞê =

�É�W�1�U���4�V¤£¢&��»1�6�&���Ï�$�4�.��¨
����¢}���)���������4���4©��V��� V Þ7 = − V ñ − Þ

7 � H[ÞQ = H ñ
−
ÞQ ¼ "

> 	 À$�� �$�$�4���?�4�4�Ð¼��}���4�$�}�4�4� ÀS��¢&�4¤4����»2�$���&� �6�&�������T�
¼�}ÀV© ¼� &À2�6���?���4����� �J��¢��V�?�4�$���<�£�

(
Ã

− λ) HpñQ − λ H�òQ =
�É©�"

=
Ã<©

¼ ` À
(
¥
λ +

Ã
) HåÞQ − λ (HåÞ + ñ

Q
+ 
 4 −

ñQ ) =
�É© "

>
Ã?©

¢4�$Á2�$���£�¾�V�4���4¢��3�9�4�.�������}¢4�?�������)�V�4� Ú

H ÞQ =
�
Ë 4 −

ñ © λ =
Ë
& © " ≥

Ã4© ¼�}À

���&� �4�<�&�����?�4�$��� ���$�&�<���&����� �£� ���}���<�}�7�2�����
�}¢��&¤?�=�4»1�$���4�9�����<¢��}� �$�V���.���2�$���&�.�����$�������,�����\�3�
�}�$¢��$�����$¢)¢������}�?»1�$���£�

ε = λ − λ∗
¼4Ã��}À

�)�}¢4�������6�$�V�4�,��¢��&¤?�=�4»1�$�����V�¾¢£�6Á2�$�}�4�¾�'�V���&�

HåÞQ =
�
Ë 4 − ñ + � Þ © ¼4Ã4Ã?À

���&� �µÙ
√ε

� � Þ Ù ε
� � ò

��� �'� È1���6�$���4�4� �
���6���$�&�?���6�4�V���4¢4�����4�������<�'¼�4À�© ¼ 4À.�������������T� ���4�?¢��<�4�4�

ε
���¡ò ©

�4�$�4�V�<����� ���4���?�4�7�8�<� ���V���!����� ¢4�����V�?�!���4� �
�4¢<���$�V���4��� Ú

−
&
Ë ε
�

+
Ã
& � ñ −

Ë
� ��� +

Ã
Ë �

�
=
�É© "

=
Ã?©

−
&
� ε
�

+
§
¥ � ò −

Ë
� (� ñ + � � ) −

`
` Ã
� �

=
�=© "

=
¥\© ¼4Ã�¥}À

�	�e�	���	�e�	���	�e�	���	�e�	���	�e�	���	�e�	���	�e�	���	�e�	���	�e�	���	�e�	���	�e�	���	�e�	���	�e�	���	�e�	���	�e�	���	�e�	�

−
&
Ë Þ ε

�
+
§
¥ � Þ −

Ë
� (� Þ − ñ + � Þ + ñ ) −

`
Ë ò Þ + �

� �
=
�9�

/7�����4�U�4¤V�����&�������.©¸�4���S¢4�6Á �6�}�4��¯����<�S�$���������Ô�
�.�4»1���R�V��¤£¢&���6�9� �?�4�&� � ñ = � � =

�É© � Þ ( " ≥
Ë

) ≠ 	 ©�4���T�%���?�4�����������$�$�4���1�$�����4�$�����0�4�<�&���$�$�4�$�

�
=
¥
√ε

� ¼4Ã�Ë=À
¼��µ¢£�<���<�²�?�3¤V��¢,���V���}���<���V���������?�£�<���$� � Þ ��¢��}�$�?�}����=��Á0���%�&�6¢4�$¢��������V»1�$������}¢��4¤4���&»2�6�}�4�4�!�H¢4�$Á2�$���<�
� ��¢4�4���4� �$�}���<�$���&��� �Ô���&�<�!� �}�$¢����.���6¢��
¢}�����&�<»2�$���<�T�eÀ %7�6¢}�?��� �<�&�6�}� �&�?���}�����4�?�������=�$�&�?���6�
� Þ � �$�$�4���4���4���}���¬�}¢�� ¤?�4���VÁ1�4� �$�����4�6�}�V��� "
�&�.�6�¿���?�&�

� ñ = � ò =
�É© � � = −

Ë<¥
Ë ^ ε �

� ò
≈ −

�}©	Ã�¥��
ε
� � ò ©

� ó = −
Ã�&4Ë4¥
Ë ] ε

� � ò
≈ −

�\© ��&�&
ε
� � ò ©.�	���

��� � � Þ ≈
¥�"
Ë 4 ε

� � ò ©��
>>

Ã4�

¼4Ã&=À

W:���4�4�Ò�?¤?¢������V�3©L�U�V���4�4�$�4�$�Õ��¢4�4¤?���4»2���&���O�4�
�.�����$�:�%����¢&��������¢4�

ε
�4������� �������<���8�7��� ¢£��Á2�����V�2�4�4�

���������4�?�����V�<�%�V�?� ± �4�!�4¢���½&���'�4�?�������4�4�'��¢4�$���4½�� Ú

H Þê ( _ ) =
�É© H ÞQ ( _ ) = H ñ − Þ

Q (
_
) =

¥
√ε
� Þ − ñ

© "
≥ � � ¼4Ã�§�À
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�*���ø�#	ý|þ�ø�� λ = � � (β
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�4���4�$�}��������¢V�����9�6�£�������.�9�����$���&�4���$�4���,��¢}�$�?�4�$�}���.©7�
�V�4���4¢��3�S�4���=���&�6�&�����,���=�������������¼��£�<¤��4�4���6�&�4�Ê�£�
H ñQ © H _Q © H òQ © H

−
ñQ À²�<���4�$�3�?�V�3�����P�=��Á1�U�Ç�}�$�4�

��¢��$�V���$���£�£�¶���4�,�6�}���&�<�Í�$¤?�=�4�$�,½&�6�&��¢}�9�<�4�.�$�����4�
��¢��V����½&�0© � ����� �V���$���\�$�}��� ��¢��$�V���$���£�
���}�4�$�$¢��£�����8����� �£�¸�$�����&�<�V�3�Í�?�$�4�����4�$���V��� HåÞQ Ú
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Ë
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Ã
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` (H ñQ ) ò H òQ −
Ë

` (H ñQ ) (H òQ ) ò =
�}©&�

=
Ã4©

�
¥ H[ÞQ −

Ë
& (HåÞ + ñ
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>
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) + √

¥�� Þ ( ? ) © 
 Þê = √
¥�� 4 ( ? ) © ¼VÃ� �À

�!����� Þ ©�� Þ << HåÞQ (
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½&�6�&�?�����

λ
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��¢£�������$�$�$�&�£��� �}�4���6¢£��� �4���4�<�$�}�4� �6���}�4���$�4�
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�4�������4�R�$���&���4�¸�$¤V�\�£�6�)½&�$�4�6¢&�&�

,.�������.�?�$¢���� ½&�6�&�?���4� �&� �4���6��_£��� �6�}���&�<� �
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�&���&�£�&���������<�V�$���£�£� �.�?���J�
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���$¢}���.����¢��

λ
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��¢��V����½&�Õ�Ç¢����������S�<���$�3¢4���}�$�����£�£���?���U�V�?�.�4�����V���
�������4�4�$�4���!� ± �4���4�V�����4�%�V�����&¢<�$�����<�}���$���¿�
�8�4� ����¢&���4�����$���£� �6¢&�$��� ± �<¢4���$½}��� �6�&�$�?�$¢��Ï�
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λ > λ∗
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�V��� ± ���!��¢}�$½���� ¼�¥� �À ¼����&� ¢������������$¢��}�?�����T�4�
�$�4���������²���4���4���£�&�3�R���4���}�?�W�6�&���4���'�ª�£¢&�?�?�£�6�}�V���
¼�}ÀV© ¼� &À¬�4���4¤V���V������� �&�?�}�?»��£�6� H[ÞQ = H[Þê = V 4 =
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H ÞQ = H ÞQ (
_
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� Þ (  ) © H Þê = � Þ ( ? ) ©

V Þ = V Þ( _ ) − H ÞQ (
_ ) � Þ � ZIÞ( _ ) © ¼�¥ ��À

�!��� �$���\�£�£�}��� V Þ( _ ) © HåÞQ (
_
) �<�}¢4�������4���7�����
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���}�4�$�$¢��£���4�?�?�&����� ��¢��$�V�4�6�}��� � �?�&���
� Þ = � Þ � � � Ω  © � Þ = � Þ
	 )�� Ω  � ���V���4�������
�$�4�������.�Ñ���Õ���4�6����� ���}�4�$�����¿�Ñ�}¢��$�?�&�6�&���×���&�
�������&�<�}� � Þ © � Þ � (T�$�4�����$�}�4�,�������$¢��.�����V�4�$�,¯����4�
�$�4��������� ������� �4�4�<�&�����������?�£�<� ��¢��V�?�4�$�}�4� ���&�
�4��¢4���������$���V�²�6�$�V�4�6�&�.�?���6�¶���������?�
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�$�V�£Á �6�}�4��� ± ����� ���4�:�$�}�4��� ��¢��$�&��½}���
º1���6¢&���?�}���\�$�}���Ò¼!�
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Ω
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���$¢}���.����¢��

λ
�	(:�4���6�9�4�)��¢}���$�4��������� ¯����9��¢��$�V���$���&�

�4�$¨ �6� ���!� ��¢4�4�:�4�����4�4�����Ô©°�V�����V�?� �}���Ô� ¤<�¿���
�V���£�£���}�6�&��$�$�4���4���4���}���%�$�$�?�&�$�4�.�?���6�

Ω(λ)
�$¤?�=�4�$�

�4¢}�4�6�£�<���$���4�R�������4�$�����
λ = λ∗

�
λ = λ+

�9���������$���£�
�4�4����¢&�?�$��� ¯��6�¹�6�$�V�4�6�&�.�?���6�®�$���������S�����4�4���$�����4�
���&���$¢��V�����²�6�}���4�6���}�

λ
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�)���&��½��&�
Ω(λ)

�����6�8�H�V��¢��&�6���?�%���4�$�����6�&���%�$¤?�=�4�$�
λ = λ∗

�$���6� ���4�£�4� �&���4��������� ¤�� ± ��¢}�<�V½��&�<�}�4���W���&�
�V�����4�4�4�<�$�����4�$�4��� �.�?����©Õ�?�3¢4�4»2���$���£� �4�V���4¢��4�
�$���&�T�$�����������$¨e���R���$¢&��Á2�6�}�V�,�$�4�.�T���$¢����¶�<�4�.�$�����4�
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