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СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНА СИСТЕМА ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
З РЕГУЛЯРНОЮ ОСОБЛИВIСТЮ

Г. В. Завiзiон

Кiровоград. пед. ун-т
Україна, 25006, Кiровоград, вул. Шевченка, 1

We construct asymptotic solutions of a perturbed system of differential equations with a regular singularity.

Побудовано асимптотичнi розв’язки сингулярно збуреної системи диференцiальних рiвнянь з
регулярною особливiстю.

У роботах [1, 2] вивчалася структура фундаментальної системи розв’язкiв рiвняння дру-
гого порядку

εzy′′ + p(z)y′ + q(z)y = 0,

де ε > 0 — малий параметр, p(z), q(z) — нескiнченно диференцiйовнi функцiї. Дослi-
дження задач з великим параметром i з особливiстю в точках повороту започатковано
Р. Лангером [3]. Значний вклад у вивчення таких задач внесли F. Olver [4], В. Вазов [5]. У
роботi [6] будуються асимптотичнi розв’язки рiвняння

p(x)(εu′′ + f(x)u′) = h(x)u,

де p(x), f(x), h(x) — скалярнi функцiї. Полiном p(x) має n рiзних коренiв на вiдрiзку iнте-
грування.

У данiй роботi пропонується метод асимптотичного iнтегрування сингулярно збуре-
ної системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь з регулярною особливiстю.

1. Випадок простих коренiв. Розглянемо систему сингулярно збурених диференцiаль-
них рiвнянь вигляду

εht
dx

dt
= A(t, ε)x, 0 < ε ≤ ε0, (1)

де ε — малий параметр, h ∈ Z, t ∈ [0;L];A(t, ε) — матриця розмiрiв n× n, яка має розви-
нення за степенями ε:

A(t, ε) =

∞∑
r=0

εrAr(t).

Вигляд формального розв’язку системи (1) залежить вiд коренiв алгебраїчного рiвня-
ння

det ‖A0(t)− ω(t)E‖ = 0, (2)
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де E — одинична матриця. Нехай виконуються умови: 1) матрицi Ar(t), r = 0, 1, . . ., не-
скiнченно диференцiйовнi на вiдрiзку [0;L]; 2) коренi рiвняння (2) простi; 3) коренi рiвня-
ння(2) в точцi t = 0 набувають дiйсних додатних значень.

Справедлива така теорема.

Теорема 1. Якщо виконуються умови 1 – 3, то система диференцiальних рiвнянь (1)
має формальний розв’язок вигляду

x(t, ε) = u(t, ε)t
a2(ε)

εh exp

ε−h t∫
0

λ(t, ε)dt

 , (3)

де u(t, ε) — n-вимiрний вектор, λ(t, ε), a(ε) — скалярнi функцiї, якi мають розвинення за
степенями параметра ε:

u(t, ε) =
∞∑
r=0

εrur(t), λ(t, ε) =
∞∑
r=0

εrλr(t), a(t, ε) =
∞∑
r=0

εrar(t). (4)

Доведення. Доведемо, що коефiцiєнти розвинень (4) можна визначити так, щоб ве-
ктор x(t, ε) формально [7] задовольняв систему (1). Для цього пiдставимо (3) в (1) i одер-
жимо тотожнiсть

εhtu′(t, ε) + tu(t, ε)λ(t, ε) + u(t, ε)a2(ε) = A(t, ε)u(t, ε), (5)

де штрих означає похiдну по t. Зрiвнюючи в тотожностi (5) коефiцiєнти при однакових
степенях ε, одержуємо систему рiвнянь

(A0(t)− (a20 + tλ0(t)E))u0(t) = 0, (6)

(A0(t)− (a20 + tλ0(t)E))us(t) = bs(t), (7)

де

bs(t) = (tλs(t) + 2a0as)u0(t) + fs(t),

fs(t) = tu′s−h(t)−
s∑

r=1

Ar(t)us−r(t) + t

s−1∑
r=1

urt)λs−r(t)+

+

s∑
r=1

sr∑
j=1

(
2∆ra0ar + a2r

2
+ 2ajar−j

)
us−r(t);

sr = (r − 1)/2, якщо r — непарне, sr = [r/2] − 1, якщо r — парне число; ∆r = 1, якщо
r 6= s,∆r = 0, якщо r = s, причому якщо r/2 — дробове число, то a r

2
= 0.
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Рiвняння (6) буде мати ненульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли

a20 + tλ0(t) = ω(t). (8)

Покладемо у (8) t = 0. Звiдси

a0 =
√
ω(0)

i згiдно з умовою 3 a0 ∈ R. Iз (8) знаходимо функцiю

λ0(t) =
ω(t)− ω(0)

t
,

яка визначена при 0 < t ≤ L. Довизначимо функцiю λ0(t) в точцi t = 0. Для цього
покладемо

λ(0) = ω′(0).

Тодi

u0(t) = ϕ(t) ∀t ∈ [0;L],

де ϕ(t) — власний вектор матрицi A0(t). Згiдно з (8) рiвняння (7) перепишемо у виглядi

(A0(t)− ω(t)E))us(t) = bs, s = 1, 2 . . . . (9)

Виберемо вектор ϕ(t) так, щоб скалярний добуток

(ϕ(t), ψ(t)) ≡ 1 ∀t ∈ [0;L], (10)

де ψ(t) — власний вектор матрицi A∗0(t), спряженої до матрицi A0(t). Рiвняння (9) має
розв’язок, якщо

(bs(t), ψ(t)) ≡ 0 ∀t ∈ [0;L]. (11)

З урахуванням (10) та умов iснування розв’язку (11) рiвняння (9) набирає вигляду

2a0as + tλs(t) = Fs(t), (12)

де Fs(t) = −(fs(t), ψ(t). Поклавши у рiвностi (12) t = 0, знайдемо

as =
Fs(0)

2
√
ω(0)

.

Функцiя

λs(t) =
Fs(t)− Fs(0)

t
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визначена при 0 < t ≤ L. Довизначимо λs(t) в точцi t = 0. Для цього покладемо

λs(0) = F ′s(0).

Використовуючи [8], можна довести, що функцiя λs(t), s = 0, 1, . . ., нескiнченно диферен-
цiйовна на вiдрiзку [0;L]. Тодi розв’язок рiвняння (9) буде мати вигляд

us(t) = H(t)bs(t),

де H(t) — узагальнена обернена матриця [9] до матрицi A0(t)− ω(t)E. Теорему доведено.
Теорема 1 дає можливiсть на вiдрiзку [0;L] побудувати n формальних розв’язкiв

x(j)(t, ε), j = 1, n. Позначимо через x(j)m (t, ε), j = 1, n, m-те наближення [7] розв’язку
системи (1)

x(j)m (t, ε) = u(j)m (t, ε)t
a2jm(ε)

εh exp

ε−h t∫
0

λ(j)m (t, ε)dt

 ,

де

u(j)m (t, ε) =

∞∑
r=0

εru(j)r (t), λ(j)m (t, ε) =

∞∑
r=0

εrλ(j)r (t), ajm(ε) =

∞∑
r=0

εrajr.

Можна показати, що m-те наближення загального розв’язку системи (1) має вигляд

xm(t, ε) = Um(t, ε)t
Bm(ε)

εh exp

ε−h t∫
0

Λm(t, ε)dt

 a,

де a — сталий вектор; Um(t, ε) — матриця, яка складається з векторiв-стовпцiв u(j)m (t, ε),
j = 1, n, а матрицi Bm(ε),Λm(t, ε) визначаються рiвностями

Bm(ε) = diag {a21m(ε), . . . , a2nm(ε)},Λm(t, ε) = diag {λ(1)m (t, ε), . . . , λ(n)m (t, ε)}.

Методом з [7] можна довести таку лему.

Лема. Якщо при всiх t ∈ [0; εh] виконується нерiвнiсть

u(t) ≤ a

εh∫
t

u(t1)dt1 + f(t),

де a > 0 — стала, а f(t) ∈ C1
[0;εh]

, то

u(t) ≤ f(εh)exp a(εh − t) +

εh∫
t

f ′(t) exp a(t1 − t)dt1.
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Справедлива така теорема.

Теорема 2. Якщо виконуються умови теореми 1 i умови: 4) мають мiсце нерiвностi

(
h−1∑
r=0

εrajr

)2

+ tRe

(
h−1∑
r=0

εrλ(j)r (t)

)
≤ 0 ∀t ∈ [εh;L], (13)

Re

(
h−1∑
r=0

εrλ(j)r (t)

)
< 0 ∀t ∈ (0;L]; (14)

5) виконується спiввiдношення

xm(εh, ε) = x(εh, ε),

де x(t, ε) — точний розв’язок системи (1), то має мiсце нерiвнiсть

‖x(t, ε)− xm(t, ε)‖ ≤ Cεm+1−2h ∀t ∈ (0;L], (15)

де C — стала, яка не залежить вiд ε.

Доведення. Пiдставимо m-те наближення загального розв’язку xm(t, ε) в диференцi-
альний вираз

Mx(t, ε) ≡ εht
dx

dt
−A(t, ε)x.

Згiдно з (6), (7)

Mxm(t, ε) = O(εm+1)t
Bm(ε)

εh exp

ε−h t∫
0

Λm(t, ε)dt

 a. (16)

З того, що числа ωj(0), j = 1, n, дiйснi додатнi, i з умови (14) маємо

∥∥∥∥tBm(ε)

εh

∥∥∥∥ ≤ 1,

∥∥∥∥∥∥exp

ε−h t∫
0

Λm(t, ε)dt

∥∥∥∥∥∥ < 1 ∀t ∈ [0; 1]. (17)

Для оцiнки норми ∥∥∥∥∥∥tBm(ε)

εh exp

ε−h t∫
0

Λm(t, ε)dt

∥∥∥∥∥∥
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при t ∈ [1;L] виконаємо перетворення∥∥∥∥∥∥tBm(ε)

εh exp

ε−h t∫
0

Λm(t, ε)dt

∥∥∥∥∥∥ = max
1≤j≤n

exp

(
ε−h

((h−1∑
r=0

εrajr

)2
ln t+

+

t∫
0

h−1∑
r=0

εrλ(j)r (t)dt

))
tBm(ε)exp

 t∫
0

m∑
r=h

εrΛr(t)dt

 , (18)

де Bm(ε) — матриця розмiрiв n × n, елементи якої виражаються через ajr, j = 1, n, r =
= 0,m, причому Bm(ε) = O(1) при ε → 0. Використовуючи [8], можна довести, що при
виконаннi нерiвностi (13) при t ∈ (1;L] має мiсце нерiвнiсть

(
h−1∑
r=0

εrajr

)2

ln t+

t∫
0

h−1∑
r=0

εrλ(j)r (t)dt ≤ 0, j = 1, n. (19)

З (18), (19) при t ∈ (1;L] маємо∥∥∥∥∥∥tBm(ε)

εh exp

ε−h t∫
0

Λm(t, ε)dt

∥∥∥∥∥∥ ≤ M. (20)

З (16), (17), (20) випливає

Mxm(t, ε) = O(εm+1) ∀t ∈ [0;L].

Згiдно з останньою рiвнiстю вектор y(t, ε) = xm(t, ε)− x(t, ε) задовольняє рiвняння

εht
dy

dt
= A(t, ε)y +O(εm+1). (21)

Розв’язок цього рiвняння будемо шукати у виглядi

y(t, ε) = Um(t, ε)z(t, ε). (22)

Пiдставляючи (22) в (21), одержуємо

εhtUm(t, ε)
dz

dt
=

(
A(t, ε)Um(t, ε)− εhtdUm(t, ε)

dt

)
z +O(εm+1). (23)

Використовуючи (6), (7) i домножаючи (23) злiва на матрицю U−1m (t, ε), маємо

εht
dz

dt
= (tΛm(t, ε) +Bm(ε))z +O(εm+1). (24)
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З (1), (22) випливає

z(0, ε) = 0. (25)

Врахувавши початкову умову 5, перейдемо вiд диференцiального рiвняння (24) до iн-
тегрального рiвняння

z(t, ε) =

t∫
εh

O(εm+1−h)

t1
Km(t, t1, ε)z(t1, ε)dt1 +

t∫
εh

O(εm+1−h)

t1
Km(t, t1, ε)dt1 ∀t ∈ (0;L],

(26)

де Km(t, t1, ε) =

(
t

t1

)Bm(ε)

εh

exp

(
ε−h

t∫
t1

Λm(t, ε)dt

)
.

Для оцiнки норми ‖z(t, ε)‖ подамо матрицю Km(t, t1, ε) при t ∈ (0;L] у виглядi

Km(t, t1, ε) =

(
t

t1

)Bh−1(ε)

εh
(
t

t1

)Bh(ε)

εh

exp

ε−h t∫
t1

h−1∑
r=0

εrΛr(t)dt

×

× exp

ε−h t∫
t1

m∑
r=h

εrΛr(t)dt

 .

Оцiнювати норму ‖z(t, ε)‖ будемо на окремих промiжках. Нехай 0 < t < t1 < εh. Тодi
рiвняння (26) запишемо у виглядi

z(t, ε) = −
εh∫
t

O(εm+1−h)

t1
Km(t, t1, ε)z(t1, ε)dt1 −

εh∫
t

O(εm+1−h)

t1
Km(t, t1, ε)dt1 ∀t ∈ (0; εh].

(27)

На цьому промiжку маємо оцiнку∥∥∥∥∥∥exp

ε−h t∫
t1

h−1∑
r=0

εrΛr(t)dt

∥∥∥∥∥∥ = max
1≤j≤n

exp

ε−h t∫
t1

λjm(s, ε)ds

 ≤ max
1≤j≤n

expλj = λ,

(28)

де λj = max
t∈(0;εh],ε∈(0;ε0]

λjm(t, ε).

В силу нескiнченної диференцiйовностi матриць Λr(t), r = 0,m, iснує стала M1 > 0,
яка не залежить вiд ε, така, що при t ∈ [0;L], ε ∈ (0; ε0] виконується нерiвнiсть∥∥∥∥∥∥exp

ε−h t∫
t1

m∑
r=h

εrΛr(t)dt

∥∥∥∥∥∥ ≤ M1, (29)
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а також, в силу обмеженостi Bm(ε) при ε → 0, маємо

∥∥∥∥∥
(
t

t1

)Bm(ε)
∥∥∥∥∥ ≤ 1 ∀t, t1 ∈ (0;L].

Врахувавши (28), (29), оцiнимо норму другого iнтеграла з рiвняння (27):∥∥∥∥∥∥∥
εh∫
t

O(εm+1−h)

t1
Km(t, t1, ε)dt1

∥∥∥∥∥∥∥ = O(εm+1−h) max
1≤j≤n

εh∫
t

1

t1

(
t

t1

)a2j,h−1(ε)

εh

dt1 =

= O(εm+1) max
1≤j≤n

1

a2j;h−1(ε)

1− ε
h

(
1−

a2j,h−1(ε)

εh

) =

= M1ε
m+1 ∀t ∈ (0; εh].

Тодi, переходячи в (27) до норми, одержуємо

‖z(t, ε)‖ ≤ O(εm+1−h)

t

εh∫
t

‖z(t1, ε)‖dt1 +M1ε
m+1,

або

t‖z(t, ε)‖ ≤ O
(
εm+1−h

) εh∫
t

‖z(t1, ε)‖dt1 + tM1ε
m+1. (30)

З’ясуємо, при яких ‖z(t, ε)‖ виконується нерiвнiсть

εh‖z(t, ε)‖ ≤ O(εm+1−h)

εh∫
t

‖z(t1, ε)‖dt1 +M1ε
m+1+h. (31)

Застосовуючи до (31) лему, одержуємо

‖z(t, ε)‖ ≤ C1ε
m+1−h ∀t ∈ (0; εh]. (32)

Оскiльки

t‖z(t, ε)‖ ≤ εh‖z(t, ε)‖,
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то з нерiвностi (30) випливає оцiнка (32). При εh < t1 < t ≤ L умова (13) забезпечує
монотоннiсть функцiї

fj(t, ε) = t

(
h−1∑
r=0

εrajr

)2

εh exp

ε−h t∫
0

h−1∑
r=0

εrλjr(t)dt


по змiннiй t. Тодi

1

t1

(
t

t1

)(h−1∑
r=0

εrajr

)2

εh

exp

ε−h t∫
t1

h−1∑
r=0

εrλjr(t)dt

 ≤ 1

εh
.

Оцiнимо ‖z(t, ε)‖:

‖z(t, ε)‖ ≤ O(εm+1−2h)

t∫
εh

‖z(t1, ε)‖dt1 +O(εm+1−2h),

або, згiдно з [7],

‖z(t, ε)‖ ≤ C2ε
m+1−2h ∀t ∈ (εh;L]. (33)

З (25), (32), (33) знаходимо

‖z(t, ε)‖ ≤ Cεm+1−2h ∀t ∈ [0;L], (34)

де C = max (C1, C2). З (22), (34) випливає нерiвнiсть (15). Теорему доведено.

2. Випадок одного кратного кореня. Нехай виконуються умови: 1) рiвняння (2) має
один корiнь ω0(t) кратностi n, якому вiдповiдає один n-кратний елементарний дiльник;
2) функцiя ω0(t) в точцi t = 0 набуває додатних значень; 3) виконується нерiвнiсть

(A1(t)ϕ(t)− δh1tϕ′(t), ψ(t)) 6= 0 ∀t ∈ [0;L],

де δh1 — символ Кронекера, ϕ(t) i ψ(t) — вiдповiдно нулi матриць A0(t)−ω0(t)E i (A0(t)−
−ω0(t)E)∗; 4) якщо n — парне число, то (A1ϕ(0), ψ(0)) > 0.

Справедлива така теорема.

Теорема 3. Якщо виконуються умови 1 – 4, то система диференцiальних рiвнянь (1)
має формальний розв’язок вигляду

x(t, ε) = u(t, µ)t
a2(µ)

εh exp

ε−h t∫
0

λ(t, µ)dt

 , (35)
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де u(t, µ) — n-вимiрний вектор, λ(t, µ), a(µ) — скалярнi функцiї, якi мають розвинення
за степенями параметра µ:

u(t, µ) =

∞∑
r=0

µrur(t), λ(t, µ) =

∞∑
r=0

µrλr(t), a(t, µ) =

∞∑
r=0

µrar(t). (36)

Доведення. Пiдставимо (35), (36) в (1) i, зрiвнюючи в одержанiй тотожностi коефiцi-
єнти при однакових степенях µ, приходимо до рiвнянь (6), (7), де

bs(t) =

s∑
r=1

(2a0ar + tλr(t))us−r(t) +

s∑
r=2

sr∑
j=1

(2ajar−j + a2r
2
)us−r(t) + gs(t),

gs(t) = −
[ s
n
]∑

r=1

Ar(t)us−nr(t) + tu′s−hn(t), s = n, n+ 1, . . . .

Розглянемо рiвняння (6), (7). Рiвняння (6) буде мати ненульовий розв’язок тодi i тiльки
тодi, коли

a20 + tλ0(t) = ω0(t). (37)

Покладемо в (37) t = 0. Тодi

a0 =
√
ω0(0)

i згiдно з умовою 2 a0 ∈ R. Iз (37) знаходимо функцiю

λ0(t) =
ω0(t)− ω0(0)

t
,

яка визначена при 0 < t ≤ L. Довизначимо λ0(t) в точцi t = 0, для чого покладемо

λ0(0) = ω′0(0).

Тодi

u0(t) = ϕ(t) ∀t ∈ [0;L].

З урахуванням (37) систему рiвнянь (7) перепишемо у виглядi

(A0(t)− ω0(t)E)us(t) = bs, s = 1, 2 . . . . (38)

Вектори ϕ(t), ψ(t) виберемо так, щоб виконувались спiввiдношення

((H(t))i−1ϕ(t), ψ(t)) = 0, i = 1, n− 1, ((H(t))n−1ϕ(t), ψ(t)) = 1 ∀t ∈ [0;L], (39)
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де H(t) — узагальнена обернена матриця до матрицi A0(t) − ω0(t)E. Рiвняння (38) має
розв’язок, якщо

(bs(t), ψ(t)) = 0, s = 1, 2 . . . . (40)

При виконаннi цiєї умови вектори us(t) визначаються за формулою

us(t) = H(t)bs(t), s = 1, 2 . . . , ∀t ∈ [0;L]. (41)

Введемо позначення:

α(i, s) =
∑

j1+...+ji=s

(2a0aj1 + tλj1) . . . (2a0aji + tλji),

де пiдсумовування проводиться за можливими наборами натуральних iндексiв ji,

β(i, s) =
∑

2(l1+...+ls1 )+ls1+1+...+li=s

(a2l1 + tλl1(t)) . . . (a2li + tλli(t))×

× (2als1+1als1+2) . . . (2als2als2+1)(2a0als2+2 + tλs2+2(t)) . . . (2a0ali + tλi(t)),

де пiдсумовування проводиться за можливими наборами натуральних iндексiв li.
Використавши формули (38), (41), перетворимо вираз для векторiв bs(t) до вигляду

bs(t) =

s∑
i=1

α(i, s)(H(t))i−1ϕ(t) +

s∑
i=2

β(i− 1, s)(H(t))i−2ϕ(t)+

+

s−n−1∑
j=1

s−n−j∑
i=1

α(i, s− n− j)(H(t))ign+j(t)+

+

s−n−2∑
j=0

s−n−j∑
i=2

β(i− 1, s− n− j)(H(t))i−1gn+j(t) + gs(t). (42)

Перейдемо до визначення коефiцiєнтiв λs(t), as, us(t), s = 1, 2 . . ., розкладiв (36).
Згiдно з (39) умова (40) виконана при s < n. Враховуючи (39), (42), умову (39) при
s = n запишемо у виглядi

α(n, n) + (gn(t), ϕ(t)) = 0.

Звiдси знайдемо

2a0a1 + tλ1(t) = f1(t), (43)
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де

f1(t) = n
√

(A1(t)ϕ(t)− tϕ′(t), ψ(t)).

Покладемо в (43) t = 0, тодi згiдно з умовою 4 отримуємо число

a1 = n
√

(A1(0)ϕ(0), ψ(0)).

Iз (43) одержимо функцiю

λ1(t) =
f1(t)− f1(0)

t
,

яка визначена при 0 < t ≤ L. Застосовуючи умови iснування розв’язку рiвняння (40) при
s = n+ 1, знаходимо

λ2(t) =
f2(t)− f2(0)

t
.

Згiдно з умовою 3 функцiя

f2(t) = − b1(t)

nfn−11 (t)

визначена на вiдрiзку [0;L]. Припустимо, що λi(t), ui(t) вже визначено при i ≤ s. Тодi для
визначення λs+1(t) використаємо умову (40) на (n+ s)-му кроцi. З урахуванням (39), (42)
умова запишеться у виглядi

α(n, n+ s) + cs(t) = 0, (44)

де

cs(t) =
n+s∑

i=n+1

α(i, n+ s)((H(t))i−1ϕ(t), ψ(t)) +

s−1∑
j=0

s−j∑
i=1

α(i, s− j)((H(t))ign+j(t), ψ(t))+

+ (gn+s(t), ψ(t)) +

s+n∑
i=n+1

β(i− 1, s)(H(t))i−2ϕ(t), ψ(t))+

+
s−2∑
j=0

s−j∑
i=2

β(i− 1, s− j)
(
(H(t))i−1gn+j(t), ψ(t)

)
.

Iз рiвняння (44) маємо

2a0as+1 + tλs+1(t) = fs+1(t), (45)
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де

fs+1(t) = −cs(t) + α(n, n+ s)

nfn−11 (t)
,

α(n, n+s) — частина виразу α(n, n+s), яка мiстить λi(t), iндекси яких меншi s. Покладемо
в (45) t = 0 i знайдемо число as+1. Iз (45) одержуємо функцiю λs+1(t) при 0 < t ≤ L.
Також буде визначено функцiю us+1(t). Довизначимо функцiї λs+1(t), us+1(t), s = 1, 2 . . .,
в точцi t = 0, для чого покладемо

λs+1(0) = f ′s+1(0), us+1(0) = H(0)bs+1(0).

Використавши [8], можна довести, що функцiї λs+1(t), us+1(t) нескiнченно диференцiйов-
нi на вiдрiзку [0;L]. Теорему доведено.
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