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We consider properties of a maximal set for practical weak stability of discrete inclusions. We prove
properties of boundary and interior points, compactness of the set of initial data, and obtain the Minkovsky
function, the inverse Minkovsky function, and a support function for discrete linear inclusions.

Рассмотрены свойства максимального множества для практической слабой устойчивости
дискретных включений. Доказаны свойства граничных и внутренних точек, компактность
множества начальных данных и получены функция Минковского, обратная функция Минков-
ского и функция носителя для дискретных линейных включений.

Iнтерес до дослiдження дискретних систем пов’язаний з їх застосуванням до математич-
ного i комп’ютерного моделювання процесiв рiзної природи. Крiм того, при побудовi
чисельних методiв для знаходження наближених розв’язкiв широко застосовуються рiз-
ницевi схеми. Звiдси випливає актуальнiсть дослiдження якiсної поведiнки дискретних
систем. Так, питання аналiзу стiйкостi й асимптотичної поведiнки висвiтлено в работах
[11, 12, 16, 18 – 21], в [2, 5 – 7, 21] одержано умови практичної стiйкостi дискретних систем.
Якщо у правiй частинi дискретної системи наявнi невизначенi детермiнованi параметри,
то приходимо до дискретного включення. При апроксимацiї розв’язкiв систем iз багато-
значною правою частиною одержуємо рiзницевi схеми у формi дискретних включень [9,
14, 15, 17]. Слiд зауважити, що задачi практичної стiйкостi дискретних включень дослi-
дженi на даний момент не повною мiрою.

У статтi висвiтлюються властивостi граничних i внутрiшнiх точок максимальної мно-
жини початкових умов, для яких iснує хоча б один розв’язок дискретного включення,
що залишається у фазових обмеженнях на заданому iнтервалi часу. Подiбно до випадку
дослiдження стiйкостi диференцiальних включень такий вид практичної стiйкостi нази-
вається слабким [1]. Для лiнiйних дискретних включень одержано опорний функцiонал
максимальної множини, функцiю Мiнковського i функцiю деформацiї.

В статтi будемо використовувати такi позначення: Rn — евклiдовий n-вимiрний про-
стiр, ‖ · ‖— евклiдова норма, 〈·, ·〉— скалярний добуток, що породжує евклiдову норму в
Rn, intA — множина внутрiшнiх точок, ∂A — границя, [0, N ] = {0, 1, . . . , N}— множина
iндексiв, c(A,ψ) = supa∈A〈a, ψ〉, ψ ∈ Rn — опорна функцiя множини A ⊂ Rn, S ⊂ Rn —
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одинична сфера, Kr(a) — замкнена куля радiуса r з центром у точцi a ∈ Rn, comp (Rn)
(comp (Rn)) — множина непорожнiх (опуклих) компактiв з Rn, Aσ = A + σK1(0) —
σ-розширення множини A ⊂ Rn, A<σ> = {a : a + Kσ(0) ⊂ A} — σ-звуження множи-
ни A ⊂ Rn.

1. Максимальна множина початкових умов. Розглянемо дискретне включення вигляду

x(k + 1) ∈ fk(x(k)), k ∈ [0, N ], (1)

де fk : D → comp (D) — напiвнеперервне зверху багатозначне вiдображення, визначене
в областi D ⊂ Rn. Позначимо через x(k, x0) розв’язок включення (1), який задовольняє
початкову умову x(0) = x0, через X(k,X0) множину досяжностi (1) за умови, що x(0) ∈
∈ X0, X0 ⊂ D. Дискретне рiвняння вигляду

X(k + 1) = fk(X(k)), k ∈ [0, N ], (2)

описує динамiку множини досяжностi X(k,X0) за умови X(0) = X0.
Нехай G0 ∈ comp (Rn) — деяка множина, Φ(k) ∈ comp (Rn) — множина фазових

обмежень, 0 ∈ int Φ(k), 0 ∈ G0, k ∈ [0, N ].

Означення 1. Нульовий розв’язок дискретного включення (1) називається {G0,Φ(k),
0, N}-слабко стiйким, якщо яким би не було x0 ∈ G0, iснує розв’язок x(k, x0) включення
(1) такий, що виконується x(k, x0) ∈ Φ(k) для всiх k ∈ [0, N ].

Позначимо через I∗ ⊆ Φ(t0) максимальну за включенням множину всiх початкових
умов, для яких має мiсце означення 1. Для всiх точок x0 ∈ I∗ та довiльного k ∈ [0, N ]
виконується спiввiдношення X(k, x0) ∩ Φ(k) 6= ∅.

Має мiсце таке твердження.

Лема 1. Нехай задано послiдовнiсть розв’язкiв xm(k) дискретного включення (1) та-
ку, що limm→∞ xm(k) = x(k) для всiх k ∈ [0, N ]. Тодi x(k), k ∈ [0, N ], є розв’язком
дискретного включення (1).

Доведення. При k = 1 маємо limm→∞ xm(0) = x(0) i limm→∞ xm(1) = x(1). Покаже-
мо, що x(1) належить f0(x(0)). За умовами леми xm(1) належить f0(xm(0)). Припустимо,
що x(1) не належить f0(x(0)). Тодi iснує таке ε > 0, що x(1) не належить (f0(x(0)))ε. З
напiвнеперервностi зверху багатозначної функцiї f0 маємо, що для будь-якого ε/2 > 0
iснує такий номер r, що для всiх m > r виконується [3, 13]

f0(xm(0)) ⊆ (f0(x(0)))ε/2.

Звiдси (f0(xm(0)))ε/2 ⊆ (f0(x(0)))ε, m > r. З iншого боку, оскiльки

lim
m→∞

xm(1) = x(1),

то для будь-якого ε/2 > 0 iснує такий номер t, що для всiх m > t точка x(1) належить
(xm(1))ε/2. Тодi, починаючи з m > max{r, t}, маємо

x(1) ∈ (xm(1))ε/2 ⊆ (f0(xm(0)))ε/2 ⊆ (f0(x(0)))ε.

Отримали суперечнiсть.
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Далi припускаємо, що лема справджується для всiх k < q. Покажемо, що лема має
мiсце для k = q. Маємо limm→∞ xm(q − 1) = x(q − 1) i limm→∞ xm(q) = x(q). Покаже-
мо, що x(q) належить fq−1(x(q − 1)). За умовами леми xm(q) належить fq−1(xm(q − 1)).
Припустимо, що x(q) не належить fq−1(x(q − 1)). Тодi iснує таке ε > 0, що x(q) не нале-
жить (fq−1(x(q−1)))ε. З напiвнеперервностi зверху функцiї fq−1 маємо, що для будь-якого
ε/2 > 0 iснує такий номер r, що для всiх m > r виконується

fq−1(xm(q − 1)) ⊆ (fq−1(x(q − 1)))ε/2.

Звiдси (fq−1(xm(q − 1)))ε/2 ⊆ (fq−1(x(q − 1)))ε. З iншого боку, оскiльки limm→∞ xm(q) =
= x(q), то для будь-якого ε/2 > 0 знайдеться номер t такий, що для всiх m > t справжу-
ється x(q) ∈ (xm(q))ε/2. Тодi, починаючи з m > max{r, t} маємо

x(q) ∈ (xm(q))ε/2 ⊆ (fq−1(xm(q − 1)))ε/2 ⊆ (fq−1(x(q − 1)))ε.

Звiдси випливає, що x(q) належить (f(x(q − 1)))ε. Отримали суперечнiсть. Отже, тверд-
ження справджується при k = q.

Лему 1 доведено.

Лема 2. НехайW — множина розв’язкiв включення (1) таких, що x(k) належить Φ(k)
для всiх k ∈ [0, N ]. Тодi з послiдовностi xm ∈ W можна видiлити збiжну пiдпослiдов-
нiсть, що збiгається до розв’язку x ∈ W.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть розв’язкiв xm ∈ W. Тодi xm(0) належить Φ(0).
Оскiльки Φ(0) належить comp (Rn), то з послiдовностi xm(0) можна видiлити пiдпослiдов-
нiсть xm0(0) таку, що limm0→∞ xm0(0) = x(0), x(0) ∈ Φ(0). Розглянемо пiдпослiдовнiсть
xm0(1), xm0(1) ∈ Φ(1). З неї можна видiлити пiдпослiдовнiсть xm1(1) таку, що

lim
m1→∞

xm1(1) = x(1), x(1) ∈ Φ(1).

Будемо продовжувати процедуру видiлення пiдпослiдовностi далi. Тодi для довiльного
k ∈ [1, N ] матимемо послiдовнiсть xmk−1

(k). З цiєї послiдовностi можна видiлити пiдпо-
слiдовнiсть xmk

(k) таку, що limmk→∞ xmk
(k) = x(k), x(k) ∈ Φ(k).Отримали послiдовнiсть

xmN (k) таку, що limmN→∞ xm(N)(k) = x(k) для всiх k ∈ [1, N ]. Тодi з леми 1 маємо, що x(·)
є розв’язком дискретного включення (1). Отже, отримали x ∈ W.

Лему 2 доведено.

Теорема 1. Множина I∗ є компактом.

Доведення. Обмеженiсть I∗ випливає з того, що I∗ ⊆ Φ(0) ∈ comp (Rn). Покажемо,
що для будь-якої послiдовностi xi(0) такої, що xi(0) належить I∗, limi→∞ xi(0) = x(0), точ-
ка x(0) належить I∗. За означенням множини I∗ маємо, що для кожної точки xi(0) ∈ I∗
iснує розв’язок xi(·, xi(0)) такий, що xi(·, xi(0)) належитьW, i ∈ 1, 2, 3 . . . . З леми 2 випли-
ває, що з послiдовностi xi розв’язкiв включення (1) можна видiлити збiжну пiдпослiдов-
нiсть, що збiгається до розв’язку x ∈ W. Оскiльки x(k) належить Φ(k) для всiх k ∈ [0, N ],
то x(0) належить I∗. Отже, limi→∞ xi(0) = x(0), де x(0) належить I∗.

Теорема 2. Нехай точка x0 належить ∂I∗. Тодi для всiх розв’язкiв x(k, x0) включення
(1) таких, що x(k, x0) ∈ ∂Φ(k), k ∈ [0, N ], iснує такий iндекс k̂ ∈ [0, N ], що

x(k̂, x0) ∈ ∂Φ(k̂).
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Доведення проведемо вiд супротивного. Нехай знайдеться розв’язок x(k, x0) включен-
ня (1) такий, що x(k, x0) належить int Φ(k) для будь-якого k ∈ [0, N ]. Для цього розв’язку
iснує ε > 0 таке, що (x(k, x0))ε ⊆ Φ(k) для всiх k ∈ [0, N ]. Оскiльки x0 належить ∂I∗,
можна вибрати послiдовнiсть xs → x0 таку, що xs /∈ I∗ для всiх s = 1, 2, 3, . . . .Це означає,
що для кожного розв’язку включення (1) iснує таке k ∈ [0, N ], що x(k, xs) не належить
Φ(k). Тому знайдеться k ∈ [0, N ] таке, що

‖x(k, x0)− x(k, xs)‖ > ε.

З iншого боку, оскiльки fk — напiвнеперервне зверху багатозначне вiдображення, то
за теоремою про неперервну залежнiсть розв’язкiв дискретного включення вiд початко-
вих умов [8] для будь-якого ε > 0 iснує таке δ > 0, що при ‖x0 − xs‖ ≤ δ для довiльного
розв’язку x(k, x0) включення (1) iснує розв’язок x(k, xs) такий, що

x(k, x0) ∈ Kε(x(k, xs)).

Отримали суперечнiсть.
Теорему 2 доведено.

2. Випадок лiнiйного дискретного включення. Розглянемо лiнiйне дискретне включен-
ня вигляду

x(k + 1) ∈ Akx(k) + U(k), (3)

де x ∈ Rn, Ak — невироджена матриця розмiрностi n×n, U(k) ∈ conv (Rn), k ∈ [0, N −1],
Φ(k) ∈ conv (Rn) — множина фазових обмежень, k ∈ [0, N ], 0 ∈ int I∗.

З включення (3) випливає, що множина досяжностi задовольняє рiвняння

X(k + 1) = AkX(k) + U(k), X(0) = X0, X0 ∈ conv (Rn).

Запишемо множину досяжностi у виглядi

X(k,X0) = Θ(k)X0 + Ω(k),

де

Θ(k) = Ak−1 . . . A1A0, Ω(k) =
k∑
i=1

P (i, k − 1)U(i− 1). (4)

Тут P (i, k) = Ak . . . Ai+1Ai, i ≤ k, P (k + 1, k) = E, E — одинична матриця розмiрнос-
тi n× n.

Має мiсце таке твердження.

Теорема 3. Якщо Φ(k) i U(k) — симетричнi вiдносно 0 множини, то I∗ — симетрична
вiдносно 0 множина.
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Доведення. Покажемо, що якщоU(k) — симетрична множина, то Ω(k) буде симетрич-
ною. З (4) маємо

(−1) Ω(k) = (−1)
k∑
i=1

P (i, k − 1)U(i− 1) =
k∑
i=1

P (i, k − 1)(−1)U(i− 1).

З того, що U(k) = (−1)U(k), отримуємо (−1) Ω(k) = Ω(k). Покажемо, що для всiх x0 ∈
∈ I∗ виконується (−x0) ∈ I∗. Якщо x0 належить I∗, то iснує таке z(k) ∈ Ω(k), що

x(k + 1, x0) = Θ(k)x0 + z(k) ∈ Φ(k).

Внаслiдок симетричностi множини Φ(k) маємо

(−1) (Θ(k)x0 + z(k)) ∈ Φ(k).

Звiдси
Θ(k)(−x0) + (−1) z(k) ∈ Φ(k).

Оскiльки z(k) ∈ Ω(k), то (−1) z(k) ∈ Ω(k). Звiдси випливає, що

Θ(k)(−x0) + (−1) z(k) ∈ Φ(k)

є розв’язком включення (3). Це означає, що −x0 належить I∗.
Теорему 3 доведено.

Теорема 4. Якщо Φ(k) належить conv (Rn), k ∈ [0, N ], то I∗ належить conv (Rn).

Доведення. Виберемо довiльнi точки x(1)
0 ∈ I∗, x

(2)
0 ∈ I∗. Нам потрiбно показати, що

при λ ∈ [0, 1] виконується λx(1)
0 + (1 − λ)x

(2)
0 ∈ I∗, тобто iснує такий розв’язок xλ(k) =

= x(k, λx
(1)
0 + (1 − λ)x

(2)
0 ) включення (3), що xλ(k) належить Φ(k) для всiх k ∈ [0, N ],

λ ∈ [0, 1].Оскiльки x(1)
0 ∈ I∗, x(2)

0 ∈ I∗, то з означення множини I∗ випливає, що знайдуть-
ся розв’язки x(k, x

(1)
0 ) та x(k, x

(2)
0 ) включення (3) такi, що виконується x(k, x

(1)
0 ) ∈ Φ(k),

x(k, x
(2)
0 ) ∈ Φ(k) для всiх k ∈ [0, N ]. Тодi

x(k, x
(1)
0 ) ∈ Θ(k)x

(1)
0 + Ω(k), x(k, x

(2)
0 ) ∈ Θ(k)x

(2)
0 + Ω(k), k ∈ [0, N ].

Iснують такi z1(k) ∈ Ω(k), z2(k) ∈ Ω(k), k ∈ [0, N ], що

x(k, x
(1)
0 ) = Θ(k)x

(1)
0 + z1(k), x(k, x

(2)
0 ) = Θ(k)x

(2)
0 + z2(k), k ∈ [0, N ].

Розглянемо

xλ(k) = Θ(k)(λx
(1)
0 ) + (1− λ)x

(2)
0 ) + λz1(k) + (1− λ)z2(k), k ∈ [0, N ].

Оскiльки Ω(k) належить conv (Rn), то λz1(k) + (1− λ)z2(k) ∈ Ω(k), k ∈ [0, N ]. Отримали,
що xλ(·) — розв’язок включення (3). Одержаний розв’язок належить фазовим обмежен-
ням як опукла комбiнацiя розв’язкiв, оскiльки фазовi обмеження є опуклими.

Теорему 4 доведено.
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Селектором багатозначної функцiї U : [0, N − 1] → conv (Rn) є однозначна функцiя
u : [0, N − 1] → Rn така, що u(i) належить U(i) для всiх i ∈ [0, N − 1]. Позначимо через
Σ(U) множину селекторiв вiдображення U : [0, N − 1] → conv (Rn).

Теорема 5. Опорна функцiя множини I∗ виражається спiввiдношенням

c(I∗, η) = co min
k∈[0,N ]

c(Φ(k) + (−1)Ω(k),Θ∗(k))−1η), η ∈ Rn.

Доведення. Якщо x0 належить I∗, то за означенням 1 iснує u ∈ Σ(U), для якого

Θ(k)x0 +
k−1∑
i=1

P (i, k − 1)u(i− 1) ∈ Φ(k), k ∈ [0, N ].

Це означає, що

〈Θ(k)x0, ψ〉+

k−1∑
i=1

〈P (i, k − 1)u(i− 1), ψ〉 ≤ c(Φ(k), ψ),

де ψ ∈ Rn, k ∈ [0, N ] [3]. З останньої нерiвностi випливає

inf
u∈Σ(U)

(
〈Θ(k)x0, ψ〉+

k−1∑
i=1

〈P (i, k − 1)u(i− 1), ψ〉

)
≤ c(Φ(k), ψ).

Звiдси

min
u(i−1)∈U(i−1)

(
〈Θ(k)x0, ψ〉+

k−1∑
i=1

〈P (i, k − 1)u(i− 1), ψ〉

)
≤ c(Φ(k), ψ), ψ ∈ Rn, k ∈ [0, N ].

Тодi справджується рiвнiсть

min
u(i−1)∈U(i−1)

k−1∑
i=1

〈P (i, k − 1)u(i− 1), ψ〉 = − max
u(i−1)∈U(i−1)

k−1∑
i=1

〈P (i, k − 1)u(i− 1),−ψ〉 =

= −
k−1∑
i=1

c(P (i, k − 1)U(i− 1),−ψ) = −c(Ω(k),−ψ).

Отримали 〈Θ(k)x0, ψ〉 ≤ c(Φ(k), ψ)+c(Ω(k),−ψ), де ψ ∈ Rn, k ∈ [0, N ]. Виконаємо замiну
η = Θ∗(k)ψ, (Θ∗(k))−1η = ψ, де ∗— знак транспонування. Тодi

〈x0, η〉 ≤ c(Φ(k), (Θ∗(k))−1η) + c(Ω(k),−(Θ∗(k))−1η) =

= c(Φ(k) + (−1)Ω(k), (Θ∗(k))−1η), η ∈ Rn, k ∈ [0, N ].
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Останню нерiвнiсть можна записати так:

〈x0, η〉 ≤ min
k∈[0,N ]

c(Φ(k) + (−1)Ω(k), (Θ∗(k))−1η), η ∈ Rn. (5)

Функцiя F (η) = 〈x0, η〉 є опуклою, тому за означенням обопуклення функцiї [10]

〈x0, η〉 ≤ co min
k∈[0,N ]

c(Φ(k) + (−1)Ω(k), (Θ∗(k))−1η), η ∈ Rn.

Якщо x0 не належить I∗, то для всiх селекторiв u вiдображення U iснує k ∈ [0, N ] таке,
що

Θ(k)x0 +

k−1∑
i=1

P (i, k − 1)u(i− 1) /∈ Φ(k).

Тодi знайдуться ψ ∈ Rn, k ∈ [0, N ], для яких

〈Θ(k)x0, ψ〉+
k−1∑
i=1

〈P (i, k − 1)u(i− 1), ψ〉 > c(Φ(k), ψ).

Беручи до уваги рiвнiсть

min
u(i−1)∈U(i−1)

k−1∑
i=1

〈P (i, k − 1)U(i− 1), ψ〉 = −c(Ω(k),−ψ),

отримуємо
〈Θ(k)x0, ψ〉 − c(Ω(k),−ψ) > c(Φ(k), ψ)

для деяких k ∈ [0, N ], ψ ∈ Rn. Замiна η = Θ∗(k)ψ приводить до нерiвностi

〈x0, η〉 > c(Φ(k) + (−1)Ω(k), (Θ∗(k))−1η),

яку можна записати так:

〈x0, η〉> min
k∈[0,N ]

c(Φ(k) + (−1)Ω(k), (Θ∗(k))−1η)≥ coη min
k∈[0,N ]

c(Φ(k) + (−1)Ω(k), (Θ∗(k))−1η).

Отже,
I∗ = ∩

η∈S
{x0 ∈ Rn : 〈x0, η〉 ≤ f(η)},

де f(η) = coη mink∈[0,N ] c(Φ(k) +(−1)Ω(k),Θ∗(k))−1η). Функцiя f(η) є опуклою. З теореми
про взаємозв’язок мiж опорною функцiєю та опуклою множиною [10] випливає, що f(η)
— опорна функцiя множини I∗.

Теорему 5 доведено.

Теорема 6. Нехай точка x0 належить I∗. Якщо для всiх розв’язкiв x(k, x0) включення
(3), для яких x(k, x0) ∈ Φ(k), k ∈ [0, N ], iснує таке k̂ ∈ [0, N ], що x(k̂, x0) ∈ ∂Φ(k̂), то x0

належить ∂I∗.
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Доведення. Позначимо через I(ε) ∈ Rn максимальну за включенням множину слаб-
кої практичної стiйкостi включення (3) за обмежень Ψ(k, ε) = (Φ(k))<ε>, k ∈ [0, N ]. Тут
ε > 0 вибирається з iнтервалу ε ∈ (0, σ) так, щоб (Φ(k))<ε> 6= ∅. Можливi два випад-
ки: або x0 належить ∂I∗, або x0 поглинається монотонно незростаючим вiдображенням
h : ε → I(ε), ε > 0, у точцi 0 так, що x0 належить int I∗ [1]. З того, що x(k̂, x0) належить
∂Φ(k̂), випливає, що x(k̂, x0) не належить ∂(Φ(k̂))<ε>. Звiдси маємо, що x0 не належить
I(ε), ε > 0. За теоремою 5 опорна функцiя множини I(ε) виражається спiввiдношенням

c(I(ε), ψ) = co min
k∈[0,N ]

c((Φ(k))<ε> + (−1)Ω(k), ψ) =

= co min
k∈[0,N ]

{c(Φ(k) + (−1)Ω(k), ψ)− ε‖ψ‖}, ψ ∈ Rn.

Оскiльки I(0) = I∗ i функцiя c(I(ε), ψ) неперервна по ε ∈ [0, σ] для кожного фiксованого
ψ ∈ Rn, то вiдображення h : ε → I(ε) є неперервним на iнтервалi [0, σ]. Тут σ > 0
вибирається з умови Ψ(k, ε) = (Φ(k))<ε> 6= ∅, k ∈ [0, N ], ε ∈ [0, σ]. Оскiльки I(ε) —
опуклозначна i неперервна по ε функцiя, то вона є квазiвiдкритою [4]. Це означає, що
з того, що x0 належить int I(0), випливає, що iснує δ > 0 таке, що x0 належить int I(ε),
ε ∈ [0, δ]. Одержали суперечнiсть. Остаточно маємо x0 ∈ ∂I(0).

Теорему 6 доведено.

Наслiдок 1. Точка x0 ∈ I∗ належить множинi ∂I∗ тодi i тiльки тодi, коли для будь-
якого розв’язку x(k, x0) включення (3) такого, що x(k, x0) належить Φ(k), k ∈ [0, N ],
iснує таке k̂ ∈ [0, N ], що виконується x(k̂, x0) ∈ ∂Φ(k̂).

Наслiдок 2. Точка x0 ∈ I∗ належить множинi int I∗тодi i тiльки тодi, коли знайдеть-
ся розв’язок x(k, x0) включення (3) такий, що x(k, x0) належить int Φ(k), k ∈ [0, N ].

Теорема 7. Для того щоб x0 належало ∂I∗, необхiдно i достатньо, щоб

max
ψ∈S

max
k∈[0,N ]

〈Θ∗(k)x0, ψ〉
c(Φ(k) + (−1)Ω(k), ψ)

= 1 (6)

за умови, що c(Φ(k) + (−1)Ω(k), ψ) > 0, k ∈ [0, N ], ψ ∈ S.
Доведення. Необхiднiсть. Нехай x0 належить ∂I∗. Тодi за означенням 1 iснує u ∈

∈ Σ(U), для якого

Θ(k)x0 +

k−1∑
i=1

P (i, k − 1)u(i− 1) ∈ Φ(k), k ∈ [0, N ].

Це означає, що

〈Θ(k)x0, ψ〉+

k−1∑
i=1

〈P (i, k − 1)u(i− 1), ψ〉 ≤ c(Φ(k), ψ), ψ ∈ S, k ∈ [0, N ].

З останньої нерiвностi випливає

inf
u∈Σ(U)

(
〈Θ(k)x0, ψ〉+

k−1∑
i=1

〈P (i, k − 1)u(i− 1), ψ〉

)
≤ c(Φ(k), ψ).
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Звiдси

min
u(i−1)∈U(i−1)

(
〈Θ(k)x0, ψ〉+

k−1∑
i=1

〈P (i, k − 1)u(i− 1), ψ〉

)
≤ c(Φ(k), ψ), ψ ∈ S, k ∈ [0, N ].

Тодi справджується рiвнiсть

min
u(i−1)∈U(i−1)

k−1∑
i=1

〈P (i, k − 1)u(i− 1), ψ〉 = −c(Ω(k),−ψ).

Отримуємо

〈Θ(k)x0, ψ〉 ≤ c(Φ(k) + (−1)Ω(k), ψ), ψ ∈ S, k ∈ [0, N ]. (7)

Звiдси маємо нерiвнiсть

max
ψ∈S

max
k∈[0,N ]

〈Θ(k)x0, ψ〉
c(Φ(k) + (−1)Ω(k), ψ)

≤ 1.

Оскiльки x0 належить ∂I∗, то за теоремою 2 iснують такий розв’язок x(k, x0) ∈ Φ(k)
включення (3) i таке k ∈ [0, N ], що x(k, x0) належить ∂Φ(k). Звiдси з урахуванням власти-
востей опорної функцiї маємо, що знайдуться такi ψ ∈ S i k ∈ [0, N ], що в нерiвностi (7)
буде мати мiсце рiвнiсть. Тодi

max
ψ∈S

max
k∈[0,N ]

〈Θ(k)x0, ψ〉
c(Φ(k) + (−1)Ω(k), ψ)

= 1.

Необхiднiсть доведено.

Достатнiсть. Нехай виконується спiввiдношення (7). Звiдси маємо

〈Θ(k)x0, ψ〉 ≤ c(Φ(k) + (−1)Ω(k), ψ), ψ ∈ S, k ∈ [0, N ].

Виконаємо замiну η = Θ∗(k)ψ. Застосовуючи теореми 4 – 6, отримуємо

〈x0, η〉 ≤ co min
k∈[0,N ]

c(Φ(k) + (−1)Ω(k),Θ∗(k))−1η) = c(I∗, η), η ∈ Rn,

звiдки x0 ∈ I∗ [3]. Оскiльки в (7) має мiсце рiвнiсть, то знайдеться η ∈ Rn таке, що

〈x0, η〉 = c(I∗, η).

Отже, x0 належить ∂I∗ [3].
Теорему 7 доведено.
Знайдемо функцiонал Мiнковського для множини I∗. За означенням функцiї Мiнков-

ського [10]

m∗(x0) = inf
{
λ > 0 :

x0

λ
∈ I∗

}
,
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де x0 ∈ Rn. Нехай
x0

λ
∈ I∗. Тодi з нерiвностi (5) маємо

〈
Θ(k)

x0

λ
, ψ
〉
≤ min

k∈[0,N ]
c(Φ(k) + (−1)Ω(k), ψ), k ∈ [0, N ], ψ ∈ Rn.

Звiдси

max
k∈[0,N ]

〈Θ(k)x0, ψ〉
c(Φ(k) + (−1)Ω(k), ψ)

≤ λ, ψ ∈ Rn.

За означенням функцiї Мiнковського

m∗(x0) = max
ψ∈S

max
k∈[0,N ]

〈Θ(k)x0, ψ〉
c(Φ(k) + (−1)Ω(k), ψ)

.

Запишемо функцiю деформацiї множини I∗. За означенням функцiї деформацiї [1]

d∗(x0) = sup{λ > 0 : λx0 ∈ I∗},

де x0 ∈ Rn. Нехай λx0 належить I∗, тодi з нерiвностi (5) маємо

〈λΘ(k)x0, ψ〉 ≤ min
k∈[0,N ]

c(Φ(k) + (−1)Ω(k), ψ), k ∈ [0, N ], ψ ∈ Rn.

Звiдси

λ ≤ min
k∈[0,N ]

c(Φ(k) + (−1)Ω(k), ψ)

〈Θ(k)x0, ψ〉
, ψ ∈ Rn.

За означенням

d∗(x0) = min
ψ∈P

min
k∈[0,N ]

c(Φ(k) + (−1)Ω(k), ψ)

〈Θ(k)x0, ψ〉
,

де множина P ⊂ S складається з точок ψ ∈ S, для яких 〈Θ(k)x0, ψ〉 > 0.

3. Висновки. В роботi обґрунтовано теорему про граничнi точки максимальної мно-
жини початкових умов слабкої практичної стiйкостi дискретного включення. У випадку
лiнiйного включення теорема має необхiдний i достатнiй характер. Показано, що для лi-
нiйного дискретного включення з опуклими фазовими обмеженнями максимальна мно-
жина є опуклою. Це дозволило одержати опорну функцiю такої множини, її функцiю
Мiнковського i функцiю деформацiї.

1. Башняков О. М., Гаращенко Ф. Г., Пiчкур В. В. Практична стiйкiсть, оцiнки та оптимiзацiя. — Київ:
Київ. ун-т, 2008. — 383 с.

2. Башняков А. Н., Пичкур В. В., Хитько И. В. О максимальном множестве начальных условий в за-
дачах практической устойчивости дискретной системы // Проблемы управления и информатики. —
2011. — № 2. — С. 5 – 11.

3. Благодатских В. И. Введение в оптимальное управление. — М.: Высш. шк., 2001. — 239 с.

4. Борисович Ю. Г., Гельман Б. Д., Мышкис А. Д., Обуховский Б. В. Введение в теорию многозначных
отображений и дифференциальных включений. — М.: КомКнига, 2005. — 216 с.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2012, т . 15, N◦ 4



514 В. В. ПIЧКУР, М. С. САСОНКIНА

5. Бублик Б. Н., Гаращенко Ф. Г., Кириченко Н. Ф. Структурно-параметрическая оптимизация и устой-
чивость динамики пучков. — Киев: Наук. думка, 1985. — 304 с.

6. Гаращенко Ф. Г., Башняков А. Н. Анализ сходимости итерационных процедур на основе методов прак-
тической устойчивости // Проблемы управления и информатики. — 1999. — № 2. — С. 15 – 25.

7. Гаращенко Ф. Г., Куценко И. А. Практическая устойчивость дискретных процессов, оценки и их опти-
мизация // Проблемы управления и информатики. — 1997. — № 5. — С. 50 – 61.

8. Пiчкур В. В., Сасонкiна М. С. Про неперервну залежнiсть розв’язкiв дискретних включень вiд почат-
кових умов // Тавр. вестн. информатики и математики. — 2011. — С. 73 – 80.

9. Плотников В. А., Плотников А. В., Витюк А. Н. Дифференциальные уравнения с многозначной пра-
вой частью. Асимптотические методы. — Одесса: Астропринт, 1999. — 356 c.

10. Половинкин Е. С., Балашов М. В. Элементы выпуклого и сильно выпуклого анализа. — М.: Физмат-
лит, 2004. — 416 с.

11. Халанай А., Векслер Д. Качественная теория импульсных систем. — М.: Мир, 1971. — 309 с.

12. Agarwal R. P. Difference equations and inequalities. Theory, methods, and applications. — New York: Marcel
Dekker, 2000. — 988 p.

13. Aubin J.-P., Frankowska H. Set-valued analysis. — Boston: Birkhäuser, 1990. — 462 p.
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