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We obtain a criterion for solutions of a linear integral Volterra equation in a Banach space to be bounded
or pth power integrable.

Получен критерий ограниченности или суммируемости со степенью p решений линейного интег-
рального уравнения Вольтерра в банаховом пространстве.

1. Позначення та формулювання основного результату. Нехай X — комплексний бана-
хiв простiр, L(X) — простiр лiнiйних неперервних операторiв, I, O — одиничний та ну-
льовий оператори. Будемо позначати через Lp([0;+∞), X) простiр усiх сильновимiрних

функцiй x : [0; +∞) → X, якi задовольняють умову
∫ ∞
0
‖x(t)‖p dt < ∞ при p ∈ [1; +∞)

i ess sup{‖x(t)‖ : t ∈ [0; +∞)} < ∞ при p = ∞. Норма в цих просторах задається спiв-

вiдношенням ‖x‖ =

(∫ ∞
0
‖x(t)‖p dt

)1/p

, якщо p ∈ [1; +∞), i ‖x‖ = ess sup{‖x(t)‖ : t ∈

∈ [0; +∞)}, якщо p = ∞.
Нехай K ∈ L1([0;+∞), L(X)).

Теорема 1. Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) для деякого фiксованого p ∈ [1;∞] рiвняння

x(t) +

t∫
0

K(t− s)x(s) ds = y(t), t ∈ [0; +∞), (1)

має для довiльного y ∈ Lp([0;+∞), X) єдиний розв’язок x ∈ Lp([0;+∞), X);

2) для довiльного z ∈ C, Re z ≥ 0, оператор G(z) = I +

∫ ∞
0

K(t)e−zt dt неперервно

оборотний;
3) твердження пункту 1 виконується для довiльного p ∈ [1; +∞].

Аналогiчну теорему для випадку числових функцiй було доведено в [1], бiльш сучас-
ний її виклад у цьому випадку та деякi узагальнення наведено в [2]. Дискретний аналог
рiвняння (1) розглянуто в [3].

2. Допомiжнi твердження. При доведеннi теореми 1 використовуються наведенi в цьо-
му пунктi допомiжнi твердження.
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Позначимо через K ∗ x(t) =

∫ t

0
K(t)x(s − t) ds конволюцiю функцiй K : [0;+∞) →

→ L(X) i x : [0; +∞) → X, K̂(z) =

∫ ∞
0

K(t)e−zt dt — перетворення Лапласа функцiї K.

Лема 1. Нехай функцiя K належить простору L1([0;+∞), L(X)). Якщо для довiль-
ного z ∈ C, Re z ≥ 0, оператор G(z) = I − K̂(z) є неперервно оборотним, то iснує
операторнозначна функцiя K1 ∈ L1([0;+∞), L(X)) така, що G−1(z) = I − K̂1(z), z ∈ C,
Re z ≥ 0.

Дана лема є наслiдком теореми 3 [4].

Лема 2. Нехай A ∈ L(X) — необоротний оператор i для довiльного σ > 0 iснує
оборотний оператор Bσ ∈ L(X) такий, що ‖A − Bσ‖ < σ. Тодi для будь-якого ε > 0
iснує x ∈ X такий, що ‖Ax‖ < ε, ‖x‖ = 1.

Доведення. Зафiксуємо σ > 0. Тодi справджується нерiвнiсть ‖B−1σ ‖ ≥ 1/σ, оскiльки
в iншому випадку ‖AB−1σ − I‖ = ‖AB−1σ −BσB−1σ ‖ = ‖(A−Bσ)B−1σ ‖ < 1 i оператор AB−1σ
повинен бути оборотним, що суперечить необоротностi A.

Тому знайдеться такий y ∈ X, що ‖B−1σ y‖ > 1/(2σ) i ‖y‖ = 1. Покладемо x := B−1σ ×
×y/(‖B−1σ y‖). Тодi ‖x‖ = 1 i, скориставшись рiвнiстюAB−1σ = I+(A−Bσ)B−1σ , отримаємо

‖Ax‖ = ‖AB−1σ y/(‖B−1σ y‖)‖ ≤ 1/(‖B−1σ y‖) + ‖A−Bσ‖ < 3σ.

Лему 2 доведено.
Нехай функцiя K належить простору L1([0;+∞), L(X)). Покладемо M := {z ∈ C,

Re z ≥ 0 : (I + K̂(z)) — необоротний} i позначимо через ∂M границю множини M.

Наслiдок 1. Нехай z0 належить ∂M. Тодi iснує послiдовнiсть {xn} ⊂ X така, що
‖xn‖ = 1 для кожного n ≥ 1 i (I + K̂(z0))xn → 0, n → ∞.

Введемо позначення L1
loc([0;+∞), X) для сильновимiрних функцiй x(t) : [0;+∞) → X

таких, що для довiльного T > 0 виконується
∫ T

0
‖x(t)‖dt < ∞.

Лема 3. Нехай функцiя K належить L1
loc([0;+∞), L(X)). Тодi для кожного

y ∈ L1
loc([0;+∞), X)

iснує єдиний розв’язок рiвняння (1) у просторi L1
loc([0;+∞), X).

Цей розв’язок має вигляд

x(t) = y(t) + (R ∗ x)(t), t ≥ 0,

деR ∈ L1
loc([0;+∞), L(X)) — розв’язок рiвняньR+K+R∗K = O таR+K+K ∗R = O.

Доведення. Зафiксуємо T > 0 i розглянемо рiвняння (1) на [0;T ].

Позначимо через K∗n згортку n екземплярiв функцiї K. Як i для числових функцiй,

можна перевiрити, що iснуєN ∈ N таке, що для всiх n > N виконується
∫ T

0
‖K∗n(t)‖ dt <
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< 1. Тому розв’язок рiвняння (1) єдиний на [0;T ], i його можна знайти методом послiдов-
них наближень

x0(t) = y(t), t ≥ 0,

xm(t) = y(t)−K ∗ xm−1(t), t ≥ 0, m ≥ 1.

При цьому для кожного m ≥ 1

xm = y −K ∗ y + . . .+ (−1)mK∗m ∗ y,

i розв’язок рiвняння записуємо у виглядi

x = y +

∞∑
j=1

(−1)jK∗j ∗ y.

Тут ряд у правiй частинi рiвняння збiгається абсолютно у просторi L1([0;T ], X). Покладе-
мо

R =

∞∑
j=1

(−1)jK∗j .

Тодi

K ∗R =
∞∑
j=1

(−1)jK∗(j+1) = −K −
∞∑
j=1

(−1)jK∗j = −K −R.

Аналогiчно перевiряється, що R задовольняє рiвняння R+K +K ∗R = 0.
Лему доведено.
3. Доведення теореми 1. 2)⇒3). З леми 1 випливає, що iснує (G(z))−1 = I + K̂1(z), z ∈

∈ C,Re z ≥ 0, деK1 ∈ L1([0;+∞), L(X)).Очевидно виконуються рiвностiG(z)(G(z))−1 =

= I + K̂(z) + K̂1(z) + K̂(z)K̂1(z) = I + K̂(z) + K̂1(z) + K̂ ∗K1(z) = I.
З останньої рiвностi та теореми про єдинiсть перетворення Лапласа випливає, що

K1(t) +K(t) +K ∗K1(t) = 0 (2)

майже скрiзь на [0; +∞). Так само отримуємо K1(t) +K(t) +K1 ∗K(t) = 0 майже скрiзь
на [0; +∞).

Рiвняння (1) запишемо у виглядiWx = y, де операторW дiє з простору Lp([0;+∞), X)
у Lp([0;+∞), X) за правилом Wx(t) = x(t) +K ∗ x(t). Покажемо, що оператор W є обо-
ротним i обернений оператор G = W−1 визначається формулою Gx(t) = x(t)+K1 ∗x(t).
Зауважимо, що так визначений оператор G для кожного p ∈ [1; +∞] належить простору
L(Lp([0;+∞), X)). Використовуючи асоцiативiсть згортки та рiвнiсть (2), отримуємо

WGx(t) = x(t)+K1∗x(t)+K ∗x(t)+K ∗(K1∗x(t)) = x(t)+(K1+K+K ∗K1)∗x(t) = x(t).

Звiдси WG = I. Аналогiчно можна показати, що

GW = I.
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Отже, операторW є оборотним i рiвняння (1) має єдиний розв’язок x ∈ Lp([0;+∞), X)
для довiльного y ∈ Lp([0;+∞), X).

3)⇒1). Очевидно.
1)⇒2). Доводимо вiд супротивного, тодi множина M := {z ∈ C,Re z ≥ 0 : (I + K̂(z))

— необоротний} є непорожньою. Нехай z0 належить ∂M. За наслiдком 1 iснує послiдов-
нiсть {xn} ⊂ X така, що ‖xn‖ = 1 для кожного n ≥ 1 i (I + K̂(z0)xn → 0, n → ∞.

Покладемо yn,T =

(
ez0txn +

∫ t

0
K(s)ez0(t−s)xn ds

)
χ[0;T ], де χ[0;T ] — характеристична

функцiя множини [0;T ].Зрозумiло, що yn,T ∈ Lp([0;+∞), X), а вiдповiдний розв’язок xn,T
на [0;T ] збiгається з ez0txn. Оцiнимо норми функцiй xn,T , yn,T . Розглянемо два випадки.

1) a = Re z0 > 0.

Нехай p ∈ [1; +∞). Тодi ‖xn,T ‖pp ≥
∫ T

0
eaptdt = 1/ap(eapT − 1). Виберемо nT ∈ N так,

щоб ‖(I + K̂(z0))xnT ‖ ≤ e−aT . Тодi норму ‖ynT ,T (t)‖ можна оцiнити таким чином:

‖ynT ,T (t)‖ ≤ (‖(I + K̂(z0))xnT ‖e
at +

∞∫
t

‖K(s)‖ds)I[0;T ](t) ≤ c.

З отриманих нерiвностей випливає, що ‖ynT ,T ‖p ≤ cT 1/p i ‖xnT ,T ‖p ≥ 1/ap(eapT − 1). Це
суперечить оборотностi оператора W.

При p = ∞ справджуються оцiнки ‖xn,T ‖∞ = eaT i ‖yn,T ‖∞ ≤ c, що знову суперечить
оборотностi оператора W.

2) Re z0 = 0.

Якщо p ∈ [1; +∞), то виконуються нерiвностi

‖xn,T ‖p ≥ T 1/p‖xn‖ = T 1/p,

‖yn,T (t)‖ ≤

‖(I + K̂(z0))e
z0txn‖+

∞∫
0

‖K(s)ez0(t−s)xn‖ ds

 ξ[0;T ](t) ≤

≤

‖(I + K̂(z0))xn‖+
∞∫
t

‖K(s)‖ ds

 ξ[0;T ](t),

звiдки ‖yn,T ‖p = o(T 1/p), n → ∞, T → ∞, i ‖xn,T ‖p ≥ T 1/p для всiх n ∈ N, T > 0, що
суперечить оборотностi оператора W.

Нехай p = ∞.Покладемо yn(t) = ez0txn+

∫ t

0
K(s)ez0(t−s) ds.Нескладно переконатись,

що вiдповiдний розв’язок рiвняння (1) має вигляд xn(t) = ez0txn. Згiдно з лемою 3 цей

розв’язок також можна подати у виглядi ez0txn = yn(t) +

∫ t

0
R(t− s)yn(s)ds, t ≥ 0.
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Покладемо yn,T =

(
ez0txn +

∫ t

0
K(s)ez0(t−s) ds

)
I[T ;+∞](t). Для вiдповiдного йому роз-

в’язку рiвняння (1) виконуються рiвностi

xn,T (t) = yn,T (t) +

t∫
0

R(t− s)yn,T (s) ds = yn(t) +

t∫
0

R(t− s)yn(s) ds−

−
T∫
0

R(t− s)yn(s) ds = ez0txn −
T∫
0

R(t− s)yn(s) ds.

Покажемо, що

ess sup
t∈[0;+∞)

∥∥∥∥∥∥ez0txn −
T∫
0

R(t− s)yn(s) ds

∥∥∥∥∥∥ > 1

2
. (3)

Доводимо вiд супротивного. Нехай оцiнка (3) не виконується. Визначимо функцiю
y(s) = yn(s), t ∈ [0;T ], далi перiодично з перiодом T. Нехай x ∈ X, ‖x‖ = 1. З нерiвностi
трикутника випливає, що майже скрiзь на [mT ; (m+ 1)T ] виконуються нерiвностi

k = ‖kx‖ ≤

∥∥∥∥∥∥∥kx−
k∑

n=1

mT∫
(m−1)T

R(t− s)yn(s) ds

∥∥∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥∥∥
k∑

n=1

mT∫
(m−1)T

R(t− s)yn(s) ds

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
k

2
+

∥∥∥∥∥∥∥
k∑

n=1

mT∫
(m−1)T

R(t− s)yn(s) ds

∥∥∥∥∥∥∥ .

Звiдси отримуємо, що

∥∥∥∥∥∑k
n=1

∫ mT

(m−1)T
R(t− s)yn(s) ds

∥∥∥∥∥ ≥ k

2
майже скрiзь на [mT ;(m+

+1)T ].
Враховуючи перiодичнiсть функцiї y(t), функцiю x(t) можна записати у виглядi

x(t) = y(t) +

k∑
n=1

mT∫
(m−1)T

R(t− s)yn(s) ds+
t∫

kT

R(t− s)yn(s) ds.

Тому норму x(t) можна оцiнити таким чином:

‖x(t)‖ ≥

∥∥∥∥∥∥∥
k∑

n=1

mT∫
(m−1)T

R(t− s)yn(s) ds

∥∥∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥∥y(t) +

t∫
kT

R(t− s)yn(s) ds

∥∥∥∥∥∥ ≥ k

2
− c.

Це суперечить обмеженостi розв’язку рiвняння (1).
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Отже, виконується нерiвнiсть (3), i тому ‖xn,T ‖∞ > 1/2, тодi як ‖yn,T ‖ → 0, T → ∞.
Це суперечить оборотностi оператора W.

Теорему 1 доведено.

4. Рiвняння Вольтерра з нелiнiйнiстю. Розглянемо оператор W : Lp([0;+∞), X) →
→ Lp([0;+∞), X), що дiє за правилом (Wx)(t) = x(t) +K ∗ x(t), t ≥ 0.

Теорема 2. Якщо для кожного z ∈ C,Re z ≥ 0, оператор G(z) = I + K̂(z) dt є непе-
рервно оборотним, функцiя f : X → X задовольняє умову Лiпшиця з константою M
такою, що ‖W−1‖M < 1, то рiвняння

x(t) +K ∗ x(t) = y(t) + f(x(t)), t ≥ 0, (4)

має для довiльного y ∈ Lp([0;+∞), X) єдиний розв’язок у просторi Lp([0;+∞), X).

Доведення. Рiвняння (7) можна записати у виглядi (Wx)(t) = y(t) + f(x(t)), t ≥ 0.
З теореми 1 випливає, що оператор W є оборотним.

З умов на функцiю f випливає виконання для довiльних u, v ∈ Lp([0;+∞), X) нерiв-
ностi

∞∫
0

‖f(u(t))− f(v(t))‖p dt ≤
∞∫
0

Mp‖u(t)− v(t)‖ dt,

звiдки ‖f(u)− f(v)‖p ≤ M‖u− v‖p.
Подiявши на рiвняння (4) оператором W−1, дiстанемо

x(t) = W−1y(t) +W−1f(x(t)), t ≥ 0.

Вiдображення F : Lp([0;+∞), X) → Lp([0;+∞), X), яке дiє за правилом

(Fx)(t) = W−1y(t) +W−1f(x(t)), t ≥ 0,

є вiдображенням стиску, оскiльки

‖F (u)− F (v)‖p ≤ ‖W (−1)‖‖f(u)− f(v)‖p ≤ ‖W (−1)‖M‖u− v‖p.

Отже, рiвняння (4) має єдиний розв’язок у просторi Lp([0;+∞), X) за принципом стиска-
ючих вiдображень.

Теорему доведено.
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