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We find necessary and sufficient conditions for the operator (Dx)(t) = x(t + 1) − f(x(t)), t ∈ R, where
f : R −→ R is a continuous function, to have an inverse in the space of functions bounded and continuous
on R.

Одержано необхiднi i достатнi умови оборотностi нелiнiйного рiзницевого оператора (Dx)(t) =
= x(t + 1) − f(x(t)), t ∈ R, де f : R −→ R — неперервна функцiя у просторi обмежених i непе-
рервних на R функцiй.

Обозначим черезC0 банахово пространство непрерывных и ограниченных на R функций
y = y(t) со значениями в R с нормой ‖y‖C0 = sup

t∈R
|y(t)|, через F1 множество отображе-

ний g : R −→ R, для каждого из которых R(g − I) = R (I : R −→ R — единичное
отображение) и

|g(x)− g(y)| < |x− y|,

если x, y ∈ R и x 6= y, а через F2 множество отображений g : R −→ R, для каждого из
которых R(g − I) = R(g + I) = R и

|g(x)− g(y)| > |x− y|,

если x, y ∈ R и x 6= y.
Рассмотрим оператор D : C0 −→ C0, определенный равенством

(Dx)(t) = x(t+ 1)− f(x(t)), t ∈ R,

где f : R −→ R — непрерывная функция и x ∈ C0.
В работе [1] доказана следующая теорема.

Теорема 1. ОператорD : C0 −→ C0 имеет обратный непрерывный и c-непрерывный
оператор тогда и только тогда, когда f ∈ F1 ∪ F2.

Напомним, что оператор F : C0 −→ C0 называется c-непрерывным, если для про-

извольных x ∈ C0 и xk ∈ C0, k ∈ N, для которых xk
лок., C0

−→ x при k → ∞, вытекает, что
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Fxk
лок., C0

−→ Fx при k → ∞ (yk
лок., C0

−→ y при k → ∞, если последовательность элемен-
тов yk ∈ C0, k ≥ 1, ограничена и lim

k→∞
max
|t|≤T

|yk(t)− y(t)| = 0 для каждого T > 0). Понятие

c-непрерывного отображения было введено (на языке „ε, δ ”) Э. Мухамадиевым [2] при
исследовании дифференциальных операторов, а затем его изучение было продолжено в
[3 – 10] и других работах. Рассмотренное выше определение c-непрерывного отображе-
ния введено автором (см., например, [11, 12]).

Цель данной статьи — доказать следующее утверждение.

Теорема 2. ОператорD : C0 −→ C0 имеет обратный непрерывный оператор тогда
и только тогда, когда f ∈ F1 ∪ F2.

Обоснование этой теоремы осуществляется с помощью следующего утверждения.
Лемма [1]. Пусть:
1) g(x) — непрерывная на R функция со значениями в R;
2) g(x)− x — строго убывающая на R функция;
3) для чисел x∗, y∗ ∈ R (x∗ < y∗) имеет место равенство

g(x∗)− g(y∗) = y∗ − x∗.

Тогда найдутся отрезок [a, b] ⊂ [x∗, y∗] и числа c ∈ R, u, v ∈ [a, b] (u 6= v) такие, что

{g(x) + c : x ∈ [a, b]} ⊂ [a, b]

и

g(u) + c = v, g(v) + c = u.

Доказательство теоремы 2. Достаточность. Из включения f ∈ F1 ∪F2 вытекает, что
оператор D : C0 −→ C0 имеет обратный непрерывный оператор. Это утверждение —
следствие теоремы 1.

Необходимость. Пусть оператор D имеет обратный непрерывный оператор. Тогда
для каждого h ∈ C0 уравнение

z(t+ 1)− f(z(t)) = h(t), t ∈ R, (1)

имеет единственное в пространстве C0 решение. Положим в уравнении (1) h(t) = d, где
d — произвольное вещественное число, и пусть y(t) — решение этого уравнения. Для
каждого τ ∈ R функция y(t + τ), очевидно, также является решением уравнения (1) и в
силу единственности y(t+ τ) = y(t), т. е. y(t) = y = const, откуда y − f(y) = d. Отсюда и
из обратимости оператора D следует, что уравнение

x− f(x) = d

для каждого d ∈ R имеет единственное решение y ∈ R. На основании этого и произволь-
ности d ∈ R имеет место равенство R(I − f) = R, а отображение I − f : R → R является
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обратимым. Из непрерывности отображения (I−f)−1 (на основании непрерывности опе-
ратора D−1) вытекает, что функция x − f(x) имеет обратную функцию. Следовательно,
функция x− f(x) является строго монотонной на R.

Докажем, что выполняется неравенство

|f(x)− f(y)| < |x− y|, (2)

если x, y ∈ R и x 6= y, или неравенство

|f(x)− f(y)| > |x− y| (3)

для тех же x и y.
Предположим, что ни одно из этих неравенств не выполняется. В этом случае на осно-

вании непрерывности отображения f найдутся такие точки x∗, y∗ ∈ R (x∗ < y∗), что

f(x∗)− f(y∗) = x∗ − y∗ (4)

или

f(x∗)− f(y∗) = y∗ − x∗ (5)

(во втором случае функция f(x)− x будет строго убывающей на R).
Равенство (4), очевидно, противоречит обратимости отображения I − f .
Равенство (5) противоречит непрерывности отображенияD−1. Действительно, в силу

(5) и леммы найдутся отрезок [a, b] ⊂ [x∗, y∗] и числа c ∈ R, u, v ∈ [a, b] (u 6= v) такие, что

{f(x) + c : x ∈ [a, b]} ⊂ [a, b] (6)

и

f(u) + c = v, (7)

f(v) + c = u. (8)

Тогда

f(f(x) + c) + c = x для всех x ∈ [u, v] (9)

или

{x ∈ [u, v] : f(f(x) + c) + c 6= x} 6= ∅. (10)

Заметим, что соотношение (9) выполняется для непрерывной на [a, b] функции f(x),
сужение f |[u,v](x) которой на [u, v] является строго монотонной функцией с симметрич-
ным относительно прямой y = x− c графиком.
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В случае выполнения соотношения (9) возьмем произвольную непрерывную на [0, 1]
функцию δ(t), для которой δ(0) = u, δ(1) = v и u ≤ δ(t) ≤ v для всех t ∈ [0, 1]. Рассмотрим
2-периодическую функцию z(t), сужение которой на [0, 2] совпадает с функцией

γ(t) =

{
δ(t), если t ∈ [0, 1];

f(δ(t− 1)) + c, если t ∈ (1, 2].

Из ограничений на функцию δ(t) и из соотношений (7) и (8) вытекает, что z ∈ C0 и

z(t+ 1) = f(z(t)) + c

для всех t ∈ R. Отсюда с учетом произвольности выбора функции δ(t) вытекает, что
операторR : C0 −→ C0 не может иметь обратного непрерывного оператора.

Рассмотрим функцию

F (x) = f(x) + c.

В случае выполнения соотношения (10) существуют неподвижная точка z∗ ∈ [u, v]
для F 2 и число α ∈ [u, v], для которых

z∗ < α (11)

и

F 2(x) > x для всех x ∈ (z∗, α) (12)

или

α < z∗ (13)

и

F 2(x) < x для всех x ∈ (α, z∗). (14)

Здесь учтены непрерывность и строгое убывание функции f(x)− x на отрезке [x∗, y∗].
Не ограничивая общности, можно считать, что выполняются соотношения (11) и (12).
Рассмотрим разностное уравнение

x(t+ 1) = f(x(t)) + c+ h(t), t ∈ R, (15)

где h = h(t) — произвольная дифференцируемая на R функция, носитель которой содер-
жится в [0, ε], 0 < ε < 1, и R(h) = [a − z∗, b − z∗]. Определим решение этого уравнения,
сужение которого на интервал (−∞, 1] совпадает с z∗. Из ограничений на h(t) вытекает,
что это решение представляется в виде

y(t) =

{
z(t), если t ∈ Γ;

z∗, если t ∈ R \ Γ,
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где

Γ =
⋃
k∈N
{t : k ≤ t ≤ k + ε}

и z(t) — такая функция, что ее множество значений содержится в [a, b] и для некоторого
числа t∗ ∈ [1, 1 + ε) выполняются соотношения

z(t∗ + 2k) = z∗, k ∈ N ∪ {0}, (16)

α > z(t) > z∗ для всех t ∈ (t∗, t∗ + ν]. (17)

Здесь ν — некоторое положительное достаточно малое число. Выделенные свойства ре-
шения y(t) уравнения (15) устанавливаются с помощью метода шагов с использованием
соотношения (6).

Заметим, что на основании обратимости оператора R функция y(t) является един-
ственным решением уравнения (15).

Из (12), (16), (17) и соотношения

z(t+ 1) = F (z(t)), t ≥ 1,

вытекает, что существует такое число µ > 0, что для каждого m ∈ N

lim
s→+∞

inf
t∈[2[s]−1+t∗+ν/m,2[s]−1+t∗+ν]

|z(t)− z∗| ≥ µ (18)

(здесь [s] — целая часть числа s). Соотношение (18) также можно получить, использовав
соответствующие результаты из [13, 14].

Рассмотрим функции

hδ(t) = h(t+ δ),

zδ(t) = z(t+ δ),

где δ ∈ R. Очевидно, что

Rzδ = hδ

для каждого δ ∈ R и

lim
δ→0
‖h− hδ‖C0 = 0. (19)

Согласно (16)

z(t∗ − δ + 2k) = z∗, k ∈ N ∪ {0}. (20)
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Поэтому на основании (18)

lim
δ→−0

‖z − zδ‖C0 ≥ µ.

Отсюда и из (19) вытекает, что оператор R : C0 −→ C0 не может иметь обратного
непрерывного оператора и в случае выполнения соотношения (10).

Заметим, что аналогичные рассуждения можно провести и в случае выполнения
соотношений (13) и (14).

Следовательно, предположение, что ни одно из соотношений (2) и (3) не выполняется,
является ложным.

Таким образом, неравенство (2) или (3) выполняется. Отсюда вытекает, что на осно-
вании строгой монотонности функции x−f(x) на R и равенстваR(I−f) = R имеет место
включение f ∈ F1, если для f выполняется неравенство (2). Если же выполняется нера-
венство (3), то или функция f(x) − x строго возрастает на R и тогда, очевидно, выпол-
няется соотношение

{g(x) : x ∈ R} = R, (21)

где g(x) = x + f(x), или функция g(x) строго убывает на R. Во втором случае также
выполняется соотношение (21). Действительно, согласно обратимости отображения D
разностное уравнение

x(t+ 1) + x(t)− g(x(t)) = h(t), t ∈ R,

имеет единственное 2-периодическое решение x ∈ C0 для каждой 2-периодической фун-
кции h ∈ C0, для которой

h(n) =

{
0, если n− четное число;

γ, если n− нечетное число

(здесь γ — произвольное вещественное число). Поэтому

x(n+ 2) = x(n)− g(x(n)) + g(−x(n) + g(x(n))) + γ

для всех четных n и, следовательно,

−g(z) + g(−z + g(z)) + γ = 0

для некоторого z ∈ R, если учесть, что x(n + 2) = x(n) для всех четных n. Отсюда с
учетом произвольности γ ∈ R получаем

{−g(x) + g(−x+ g(x)) : x ∈ R} = R. (22)

Поскольку функции −g(x), g(−x + g(x)) являются непрерывными и строго возрастаю-
щими на R и {−x + g(x) : x ∈ R} = R, то из (22) вытекает, что выполняется соотноше-
ние (21).
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Таким образом, f ∈ F1 ∪ F2.
Теорема 2 доказана.

В заключение отметим, что условия обратимости оператораD в пространстве l∞(Z,R)
приведены в [15]. Условия липшицевой обратимости этого оператора в пространствах
lp(Z,R), 1 ≤ p ≤ ∞, и C0 приведены соответственно в [16, 17].
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