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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 22 ôåâpàëÿ 1996 ã.

Ðàçâèò ìåòîä äëÿ èçó÷åíèÿ ÿâëåíèé ïåðåíîñà â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ ñ ñîõðàíÿþùèìñÿ
êâàçèèìïóëüñîì. Ïîëó÷åíû îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ âÿçêîñòè, òåïëîïðîâîäíîñòè, äèôôóçèè
êâàçè÷àñòèö. Ðàññìîòðåíû êîëåáàíèÿ â òàêèõ ñèñòåìàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî çàòóõàíèå âîëí íîñèò ãèäðîäèíàìè÷åñêèé
õàðàêòåð. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà íàéäåíà òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü çàòóõàíèÿ âòîðîãî çâóêà â ãàçå
ìàãíîíîâ.

Ðîçâèíóòî ìåòîä äëÿ âèâ÷åííÿ ÿâèù ïåðåíîñó â áàãàòîêîìïîíåíòíèõ êâàíòîâèõ ñèñòåìàõ, ó ÿêèõ çáåðiãàºòü-
ñÿ êâàçiiìïóëüñ. Îäåðæàíî çàãàëüíi âèðàçè äëÿ êîåôiöiºíòiâ â’ÿçêîñòi, òåïëîïðîâiäíîñòi, äèôóçi¿ êâàçi-
÷àñòèíîê. Ðîçãëÿíóòî êîëèâàííÿ ó òàêèõ ñèñòåìàõ. Ïîêàçàíî, ùî çàãàñàííÿ õâèëü íîñèòü ãiäðîäèíàìi÷íèé
õàðàêòåð. ßê çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó çíàéäåíî òåìïåðàòóðíó çàëåæíiñòü çàãàñàííÿ äðóãîãî çâóêó ó ãàçi ìàãíîíiâ.

Ââåäåíèå

Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêîå âû÷èñëåíèå îñíî-
âûâàåòñÿ â îñíîâíîì íà çíàíèè îïåðàòîðîâ ñòîëê-
íîâåíèé ìåæäó ÷àñòèöàìè ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû.
Áîëüøîé âêëàä â íàõîæäåíèå ÿâíîãî âèäà îïåðà-
òîðîâ ñòîëêíîâåíèé âíåñåí àâòîpàìè ðàáîò [1–8].
Â ðàáîòå [9] ïîêàçàíî, ÷òî çíàíèå ëèøü ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëåâûì ñîáñò-
âåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé L, äî-
ñòàòî÷íî äëÿ ôîðìàëüíîãî âû÷èñëåíèÿ
êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ. Ýòè êîýôôèöèåí-
òû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðà-
òîðà (L − 0+)−1.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå îáùèõ ñâîéñòâ
ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé (ñèì-
ìåòðè÷íîñòü, îòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü, êî-
íå÷íîìåðíîñòü ÿäðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íóëåâûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà L) ðàçâèò
ìåòîä ñîêðàùåííîãî îïèñàíèÿ íåðàâíîâåñíûõ
ïðîöåññîâ è âû÷èñëåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöè-
åíòîâ â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ
â òåðìèíàõ îáðàòíîãî îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé.

1. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà

ñòîëêíîâåíèé

Ðàññìîòðèì K-êîìïîíåíòíóþ ñèñòåìó êâàçè÷àñ-
òèö. Ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ÿâëåíèé ïåðåíîñà â ýòîé

ñèñòåìå èñïîëüçóåì ëèíåàðèçîâàííîå êèíåòè÷åñ-
êîå óðàâíåíèå äëÿ k-é êîìïîíåíòû (ïóñòü äëÿ
îïðåäåëåííîñòè êîìïîíåíòà ñ k = 1 ñîîòâåòñòâóåò
ôåðìèîíàì, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû — áîçî-
íàì):

∂ξk
∂t

 + iΛk ξk = Lξk   (k = 1, 2, ..., K),

Λk = − i 
∂εk
∂p

  ∂
∂x

 . (1)

Çäåñü ∂εk /∂p ≡ vk — ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö
k-ãî ñîðòà; εk(p) — ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì
p; fk = −fk

0(1 + δk fk
0)ξk — ìàëûå îòêëîíåíèÿ ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè

fk
0 = [exp (εk − µk) − δk]

−1 , δk = 

−1 ,

1 ,
    k = 1 ;
k = 2, 3, ..., K ,

µ1 ≡ µ — õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ôåðìèîíîâ;
µk = 0 äëÿ k = 2, 3, ..., K; β = T−1 — îáðàòíàÿ
òåìïåðàòóðà. Ëèíåàðèçîâàííûé îïåðàòîð ñòîëê-
íîâåíèé L îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(Lξ)k(p) = ∑ 
k′=1

K

 ∫ d3p′Lkk′(p, p′) ξk′(p′)

(Lkk′(p, p′) — ÿäðî ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà
ñòîëêíîâåíèé).

Îïåðàòîð L ýðìèòîâ (ξ(1), Lξ(2)) = (Lξ(1), ξ(2)) â
ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè
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(ξ(1), ξ(2)) = ∑ 
k=1

K

∫ d3p ξk
(1)(p)ξk

(2)(p)fk
0(1 + δk fk

0)

è èìååò ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûå ïÿòü ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé èìåþò íóëåâûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òàê êàê èìååòñÿ ïÿòü èí-
òåãðàëîâ äâèæåíèÿ (÷èñëî ôåðìèîíîâ, ýíåðãèÿ,
èìïóëüñ êâàçè÷àñòèö), îáðàùàþùèõ èíòåãðàë
ñòîëêíîâåíèé â íóëü. Îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, êàê ìîæíî ïîêàçàòü ñ ïîìîùüþ H-òåî-
ðåìû Áîëüöìàíà, îòðèöàòåëüíû. Ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè χa è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λa îïåðàòîðà
L ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ

Lχa = − λaχa , λa > 0 .

Íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ìîæíî âûáðàòü
îðòîíîðìèðîâàííûì âî ââåäåííîì ñêàëÿðíîì
ïðîèçâåäåíèè

(χa, χb) = δab ,

ãäå δab — ñèìâîë Êðîíåêåðà, a = α, q; α =
 0, 1, 2, 3, 4 è q ≥ 5. Èíäåêñû 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâó-
þò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, 0 — çàêîíó ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè êâàçè÷àñòèö, 4 — ñîõðàíåíèþ
÷èñëà ôåðìèîíîâ.

Ïóñòü çàêîí äèñïåðñèè êâàçè÷àñòèö îáëàäàåò òà-
êîé ñèììåòðèåé, ÷òî (pi , pk) = (1/3)δik(p, p).
Òîãäà îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðû χα(p) èìåþò
ñëåäóþùèé âèä: 

χ4 = (δ, δ)−1/2δ ,  χi = √3 (p, p)−1/2pi  (i = 1, 2, 3) ,(2)

χ0 = 

 (δ, δ)(δ, δ)(ε, ε) − (δ, ε)2





−1/2
 ×

× [(δ, δ)ε − (ε, δ)δ] ,

ãäå pi, δ, ε — âåêòîðû ñ êîìïîíåíòàìè pk
i  , δk ,

εk .
×òîáû ó÷åñòü ïðîöåññû ïåðåáðîñà â ñèñòåìå

êâàçè÷àñòèö, óðàâíåíèå (1) çàïèøåì â âèäå [10]

∂ξ
∂t

 + iΛξ = Lξ + Lu , (3)

ãäå Lu — ëèíåàðèçîâàííûé îïåðàòîð ñòîëêíîâå-
íèé, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîöåññàì ïåðåáðîñà. Íàì
óäîáíåå ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (3) â èíòåãðàëüíîé
ôîðìå:

ξ(t) = exp (Lt)ξ(0) −

− i ∫
0

t

 dτ exp (Lτ)(Λ + iLu)ξ(t − τ) .

Îòñþäà, ðàçëàãàÿ âåêòîð ξ â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì
âåêòîðàì χa, ξ = ∑ 

a

ga(x, t)χa, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ga(x, t):

ga(x, t) = ga(x, 0) exp (−λa t) −

− i ∫
0

t

 dτ ∑ 
b
(χa, (Λ + iLu)χb)gb(x, t−τ) exp (−λa τ).

(4)

Â îáëàñòè áîëüøèõ âðåìåí t >> τr (τr — âðåìÿ
ðåëàêñàöèè ñèñòåìû)

ga(t)  >
t >> τr

  Ca(t)  .

Ôóíêöèè Ca(t) óäîâëåòâîðÿþò, ñîãëàñíî âûðà-
æåíèþ (4), ópàâíåíèÿì

Cq(t) = i∫
0

∞

dτ exp (−λq τ) 

∑ 
q′

(Λqq′ + iLqq′
u )Cq′(t − τ)+

 + ∑ 
α

(Λqα + iLqα
u )Cα(t − τ)



 ,

(5)

C
.
α(t) = − i ∑ 

β

(Λαβ + iLαβ
u )Cβ(t) −

− i ∑ 
q
(Λαq + iLαq

u )Cq(t) ,

Lab
u  ≡ (χa, Luχb) ,  Λab ≡ (χa, Λχb) .

Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (5) óäîáíû äëÿ èòåðè-
ðîâàíèÿ ïî âåëè÷èíå Λ + iLu, ñîäåðæàùåé ãðàäè-
åíò è ó÷èòûâàþùåé ñòîëêíîâåíèÿ, îáóñëîâëåííûå
ïðîöåññàìè ïåðåáðîñà.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü õàðàêòåðíûå ðàç-
ìåðû ïðîñòðàíñòâåííûõ íåîäíîðîäíîñòåé áîëü-
øèìè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíåé äëèíîé ñâîáîäíî-
ãî ïðîáåãà ÷àñòèö (ìàëûå ïðîñòðàíñòâåííûå
ãðàäèåíòû). Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî óêàçàí-
íîìó ìàëîìó ïàðàìåòðó, ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûìè
âèäà (Luξ)2, (Λξ), (Luξ), èìååì

Cq(t) = − i λq
−1 ∑ 

α

(Λqα + iLqα
u )Cα(t) . (6)

Óðàâíåíèÿ äëÿ Cα ñ òî÷íîñòüþ äî òðåòüåãî ïîðÿä-
êà ïî ìàëûì ãðàäèåíòàì ïîëó÷àåì, ïîäñòàâëÿÿ
(6) âî âòîðîå èç óðàâíåíèé (5):
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C
.
α = ∑ 

β




(χα, υi χ

β) ∂
∂xi

 + ηij
αβ ∂2

∂xi ∂xj
 + Lαβ

u 


Cβ ,

(7)

ηij
αβ ≡ −  lim

ν→+0
 χ

α, υi[(L − ν)−1 + ν−1P0]υj χ
β
 ,

ãäå P0 — îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè. Âåëè÷èíû Cα(x, t) ñâÿçàíû ñ îòêëî-
íåíèÿìè ïëîòíîñòåé ζα (ζ4 = n(x, t) — ïëîòíîñòü
ôåðìèîíîâ, ζi = πi(x, t) — ïëîòíîñòü èìïóëüñà è
ζ0 = = ε(x, t) — ïëîòíîñòü ýíåðãèè êâàçè÷àñòèö)

ζα
1  = ∑ 

k=1

K

∫ d3p fk
0(1 + δk fk

0)γk
α(p) ,

(γk
0(p) ≡ εk(p), γk

i (p) ≡ pk
i , γk

4(p) ≡ δk) îò ðàâíîâåñ-
íûõ çíà÷åíèé ζα = ∑ 

k=1

K

∫ d3p fk
0(p)γk

α(p) ñîîòíîøå-
íèÿìè

C4(x, t) = (δ, δ)−1/2n1(x, t) ,

Ci(x, t) = √3 (p, p)−1/2πi
1(x, t) , (8)

C0(x, t) = (δ, δ)−1/2[bε1(x, t) − an1(x, t)] ,

ãäå

a = (δ, ε)(δ, δ)(ε, ε) − (δ, ε)2
−1/2

 ,

b = (δ, δ)(δ, δ)(ε, ε) − (δ, ε)2
−1/2

 .

Èññëåäóåì óðàâíåíèÿ (7) â ñëó÷àå, êîãäà ïðî-
öåññû ïåðåáðîñà èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü, ò.å.
òåìïåðàòóðû íå î÷åíü íèçêèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ηαβ << R2lu , (8à)

ãäå lu — äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïðîöåññàì ïåðåáðîñà; R — õàðàêòåðíûå ðàç-
ìåðû ïðîñòðàíñòâåííûõ íåîäíîðîäíîñòåé. Â
óðàâíåíèÿõ (7) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü Ci è ÷ëåíàìè,
ñîäåðæàùèìè ηij

αβ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì

C
.

0 = − 19 ∂
∂xk




(L0)−1(χ0, υj χ

j) 
∂C0
∂xk

 +

 
+ (L0)−1(χ0, υj χ

j)(χ4, υj χ
j) 
∂C4
∂xk




 ,

C
.

4 = − 19 ∂
∂xk




(L0)−1(χ4, υj χ

j)(χ0, υj χ
j) 
∂C0
∂xk

 +

 
+ (L0)−1(χ4, υj χ

j)2 
∂C4
∂xk




 ,

Ck = − 13 (L0)−1

(χjυj , χ

0) 
∂C0
∂xk

 + (χ4, υj χ
j) 
∂C4
∂xk





(9)
(çäåñü Lij

u  = L0δij). Òàêèì îáðàçîì, â
ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ìû èìååì òîëüêî
äâà óðàâíåíèÿ — äëÿ C0 è C4 . Ïåðåõîäÿ ñ ïîìî-
ùüþ ôîðìóë (8) îò âåëè÷èí Cα ê ïëîòíîñòè
÷àñòèö n1 è ê ïëîòíîñòè ýíåðãèè ε1, óðàâíåíèÿ (9)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂
∂t

 n1(x, t) = − ∂
∂xk

 jk(x, t) , ∂
∂t

 ε1(x, t) = − ∂
∂xk

 qk(x, t) .
(10)

Ïîòîêè ji , qi , âûðàæåííûå ÷åðåç õèìè÷åñêèé
ïîòåíöèàë µ1 è òåìïåðàòóðó T1, îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè

ji = − Dµ ∂
∂xi

 µ1 − DT 
∂
∂xi

 T1 ,

qi = − κµ ∂
∂xi

 µ1 − κT 
∂
∂xi

 T1 ,

Dµ = − β(δ, δ)
9L0  (χ4, υj χ

j)2 ,
(11)

DT = − β
2(δ, δ)
9L0b

 ×

× 

(a − µb)(χ4, υj χ

j) + (χ4, υj χ
j)(χ0, υj χ

j)

 ,

κT = β
2(δ, δ)
9L0b2



a(a − µb)(χ4, υj χ

j)2 +

 + (χ0, υj χ
j)2 + (2a − µb)(χ0, υj χ

j)(χ4, υj χ
j)

 ,

κµ = − β(δ, δ)
9L0b

 

a(χ4, υj χ

j)2 + (χ0, υj χ
j)(χ4, υj χ

j)

 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðèíöèï ñèììåòðèè Îíçàãåðà äëÿ
ââåäåííûõ êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ïðîÿâ-
ëÿåòñÿ â òîì, ÷òî

κµ = TDT + µDµ , (12)

(Dµ — êîýôôèöèåíò äèôôóçèè; DT — êîýôôè-
öèåíò òåðìîäèôôóçèè). Òåïëîïðîâîäíîñòü κ
íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ
κ = κT − (DT /Dµ)κµ .

Èç âûðàæåíèÿ (11) âèäíî, ÷òî κ = 0. Ïðè ïîëó-
÷åíèè ýòîãî ðåçóëüòàòà ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàëî
òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå
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ïðèñóòñòâóåò êîìïîíåíòà ñ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèà-
ëîì µ, îòëè÷íûì îò íóëÿ. Äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿ-
ùåé òîëüêî èç áîçîíîâ, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà
÷àñòèö íå âûïîëíÿåòñÿ (õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë
ðàâåí íóëþ). Òåïëîïðîâîäíîñòü â áîçîííîé ñèñòå-
ìå áóäåò îòëè÷íîé îò íóëÿ. Ïåðåéòè ê ðàññìîòðå-
íèþ áîçîííîé ñèñòåìû ìîæíî ôîðìàëüíî ñ ïîìî-
ùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà µ → −∞ â îáùåé
ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç ôåð-
ìèîíîâ è áîçîíîâ. Îäíàêî òàêîé ïåðåõîä äîëæåí
áûòü âûïîëíåí äî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà Lu → ∞
(ñì. (8)). Åñëè æå ñíà÷àëà ïîëîæèòü Lu áîëü-
øèì, à çàòåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó µ → −∞, ò.å.
èñõîäèòü èç ôîðìóë (11) ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäå-
ëà µ → −∞, òî ÿñíî, ÷òî äëÿ áîçîíîâ ïîëó÷èì
òåïëîïðîâîäíîñòü κ = 0. Çäåñü ñóùåñòâåííà íå-
ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ïðåäåëîâ µ → −∞ è Lu → ∞.
Ñîâåðøàÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä µ → −∞, âèäèì,
÷òî ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ôåðìèî-
íîâ f0 =  1/[exp ((ε − µ)/T)+ 1] ≈
≈ exp (βµ) exp (βε) ïðîïîðöèîíàëüíà ìàëîìó
ïàðàìåòðó z = exp (βµ) (β ôèêñèðîâàíà). Â íóëå-
âîì ïðèáëèæåíèè ïî ïàðàìåòðó z èç ñèñòåìû
óðàâíåíèé (7) èìååì

C
.
i
B = 13 (χB

0 , υj χB
j ) 

∂C0
B

∂xi
 + ηkj

Bil 
∂2Cl

B

∂xk ∂xj
 + L0Ci

B ,

(13)

C
.

0
B = 13 (χB

0 , υj χB
j ) 

∂Ci
B

∂xi
 + ηij

B00 
∂2C0

B

∂xi ∂xj
 ,

ãäå

χB
i  = 



3
(p, p)





1/2
pi ,  χB

0 = 

(ε, ε)B

−1/2
ε ,   (14)

è, ñîãëàñíî (8), C0
B = [(ε, ε)B]

−1/2ε1, Ci
B =

= (3/(p, p))1/2πi
1 . Èíäåêñ B ó ñêàëÿðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî îíî áåðåòñÿ ñ áîçîííûìè
ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Òåïåðü, êàê è â ñëó-
÷àå îáùåé ñèñòåìû, áóäåì ñ÷èòàòü Lu áîëüøèì,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê ïðåäåëó Lu → ∞.
Ïðåíåáðåãàÿ C

.
i è ÷ëåíàìè, îáóñëîâëåííûìè íîð-

ìàëüíûìè ñòîëêíîâåíèÿìè, èç âûpàæåíèÿ (13)
ïîëó÷àåì

Ci
B = − 

(χB
0, υj χ

j)

3L0   
∂C0
B

∂xi
 ,  C0

B = − 
(χB

0, υj χ
j)

3L0  
∂Ci
B

∂xi
 .

Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê óðàâíåíèþ äëÿ òåìïåðàòóðû
T, íàéäåì òåïëîïðîâîäíîñòü, îáóñëîâëåííóþ ïðî-
öåññàìè ïåðåáðîñà â ñèñòåìå áîçîíîâ:

κ = − 
(ε, υj pj)B

2

L0(ε, ε)B(p, p)B
  cV , (15)

ãäå cV — óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ñèñòåìû áîçîíîâ
ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå. Êàê èçâåñòíî [4],
−Lu ~ exp (−γT/ΘD) (γ — âåëè÷èíà ïîðÿäêà åäè-
íèöû, ΘD — òåìïåðàòóðà Äåáàÿ). Ïîýòîìó òåïëî-
ïðîâîäíîñòü â ñèñòåìå áîçîíîâ áóäåò ýêñïîíåíöè-
àëüíî ðàñòè ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû. Òàê æå
áóäóò âåñòè ñåáÿ, ñîãëàñíî (11), êîýôôèöèåíòû
Dµ , DT , κµ è â ñëó÷àå ñìåøàííîé ñèñòåìû. Ðîëü
ïðîöåññîâ ïåðåáðîñà â çàòóõàíèè êîëåáàíèé âûÿñ-
íèì íèæå. Íî ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê èññëåäî-
âàíèþ çâóêîâûõ êîëåáàíèé â ñèñòåìå, ðàññìîòðèì
â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïpîöåäópó íàõîæäåíèÿ êè-
íåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ â äðóãîì ïðåäåëüíîì
ñëó÷àå, êîãäà ïðîöåññàìè ïåðåáðîñà ìîæíî ïîë-
íîñòüþ ïðåíåáðå÷ü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ êâàçèèìïóëüñà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.

2. Êèíåòè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû,
îáóñëîâëåííûå íîðìàëüíûìè ñòîëêíîâåíèÿìè

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (7) â òåðìèíàõ ïëîòíîñ-
òåé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí:

∂
∂t

 n1(x, t) = − ∂
∂xi

 ji(x, t) , (16)

∂
∂t

 πi
1(x, t) = − ∂

∂xj
 Πij(x, t) + Lij

u πj(x, t) ,

∂
∂t

 ε1(x, t) = − ∂
∂xi

 qi(x, t) ,

ïðè÷åì ïîòîêè ji , Πij , qi âûðàæàþòñÿ ÷åðåç n1, πi
1,

ε1 è èõ ïðîñòðàíñòâåííûå ãðàäèåíòû:

ji(x, t) = 
3(δ, υk pk)

(p, p)
 πi

1(x, t) −

− (ηij
44 − aηij

40) ∂
∂xj

 n1(x, t) − bηij
40 ∂

∂xj
 ε1(x, t) ,

(17)

Πij(x, t) = (δ, δ)−1[(1 + a2)(δ, υj pi) − ab(ε, υj pi)] ×

× n1(x, t) + (δ, δ)−1b[b(ε, υj pi) − a(δ, υj pi)]ε
1(x, t) −− ηjn

il  ∂
∂xn

 πl
1(x, t)

,
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qi(x, t) = 3
(p, p)

 (ε, υi pj)πj
1(x, t) −

− (ηij
00 + aηij

40) ∂
∂xj

 ε1(x, t) −

− b−1[a(ηij
40 − ηij

00) + (1 − a2)ηij
40] ∂

∂xj
 n1(x, t) ,

Lij
u = L0δij .

Èíîãäà èñïîëüçóþò äðóãóþ ôîðìó çàïèñè ïëîò-
íîñòåé ïîòîêîâ. Ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíî ðàâíîâåñ-
íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

f
_
k(x, p, t) = exp (Yα(x, t)γk

α(p) − δk)

−1
 ,   (18)

Yα(x, t) = 











β ,
−βui ,
βµ ,

    

α = 0 ;
α = i ;
α = 4 ,

(ui — ñðåäíÿÿ äðåéôîâàÿ ñêîðîñòü êâàçè÷àñòèö),
îïðåäåëèì ëîêàëüíî ðàâíîâåñíûå ïëîòíîñòè èí-
òåãðàëîâ äâèæåíèÿ

ξα(x, t) = ∑ 
k=1

K

∫ d3p γk
α(p)f

_
k(x, p, t) .

Ìàëûå îòêëîíåíèÿ ïëîòíîñòåé îò ðàâíîâåñíûõ
çíà÷åíèé ζα

1(x, t) = ζα(x, t) − ζα âûðàçèì ÷åðåç èç-
ìåíåíèÿ íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ Yα(x, t) =
= Yα + Yα

1(x, t):

ζα
1 (x, t) = − (γα , γβ)Yβ

1(x, t) . (19)

Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòîêîâ áóäóò èìåòü âèä

ji = − (δ, υi pj)Yj
1 + (δ, δ)ηij

44 ∂
∂xj

 Y4
1 +

+ (δ, δ)b−1


aηij

44 + ηij
40 ∂

∂xj
 Y0

1


 ,

Πij= −(δ, υi pj)Y4
1− (ε, pi υj)Y0

1 + 13 (p, p)ηjm
in  ∂

∂xm
 Yn

1 ,
(20)

qi = − (ε, υi pj)Yj
1 + (δ, δ)b−1(aηij

44 + ηij
40) ∂

∂xj
 Y4

1 +

+ (δ, δ)2b−2(a2ηij
44 + 2aηij

40 + ηij
00) ∂

∂xj
 Y0

1 .

Îïðåäåëèì ïîòîê òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèà-
ëà ôîðìóëîé

Ωi = ∑ 
k=1

K

∫ d3p δk υi
k ln (1 − δk exp (−Yα γk

α)) .

(21)

Òàê êàê

∂Ωi
∂Yα

 = ∑ 
k=1

K

∫ d3p γk
α(p)υi

k f
_
k ,

òî





∂Ωi
∂Yα





1

 = − (γα, υi γ 
β)Yβ

1 , (22)

÷òî ñîâïàäàåò ñ ÷ëåíàìè íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî
ãðàäèåíòàì â (20). Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûì
ïîðÿäêîì ïî ìàëûì ãðàäèåíòàì, òî áåç ó÷åòà ïðî-
öåññîâ ïåðåáðîñà óðàâíåíèÿ (16) ïðèíèìàþò âèä
óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè èäåàëüíîé æèäêîñòè

∂
∂t

 ζα
1 (x, t) = − ∂

∂xi
 




∂Ωi
∂Yα





1

 . (23)

Åñëè òåìïåðàòóðû íàñòîëüêî íèçêèå, ÷òî ãëàâíóþ
ðîëü èãðàþò íîðìàëüíûå ñòîëêíîâåíèÿ, òî óðàâ-
íåíèÿ (7) ïðèíèìàþò âèä óðàâíåíèé äèññèïàòèâ-
íîé ãèäðîäèíàìèêè, ïðè÷åì ãðàäèåíòíûå ÷ëåíû â
ïëîòíîñòÿõ ïîòîêîâ (20) îïðåäåëÿþò äèññèïà-
öèþ. ×òîáû âûïèñàòü êèíåòè÷åñêèå êîýôôèöèåí-
òû â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå (lN lu >> R2, lN —
äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîð-
ìàëüíûì ñòîëêíîâåíèÿì), çàìåòèì, ÷òî â ñèëó
èçîòðîïèè èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ âåëè÷èí
ηij
αβ èìååì

ηij
00 = 13 δij ηll

00 ,  ηij
40 = ηij

04 = 13 δij ηll
40 ,

ηij
44 = 13 δij ηll

44 .

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî çàêîí äèñïåð-
ñèè êâàçè÷àñòèö îáëàäàåò ñâîéñòâîì ε(p) = ε(−p),
çàìå÷àÿ, ÷òî ηij

ln = ηlj
in , èìååì

ηij
ln = eδli δnj + d


δlj δin + δji δln − 23 δli δnj




 ,

e = 1⁄9 ηil
il ,   d = 1⁄30 (3ηll

ii − ηil
il) .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, èñïîëüçóÿ (22), ïëîòíîñòè
ïîòîêîâ (20) ïðåäñòàâèì â âèäå
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ji = 




∂Ωi
∂Y4





1

 − Dµ ∂
∂xi

 µ1 − DT 
∂
∂xi

 T1 ,

Πij = 




∂Ωi
∂Yj





1

 −

− η


∂
∂xi

 uj + ∂
∂xj

 ui − 23 δij 
∂
∂xl

 ul



 − ζδij 

∂
∂xl

 ul ,

qi = 




∂Ωi
∂Y0





1

 − κµ ∂
∂xi

 µ1 − κT 
∂
∂xi

 T1 ,

ãäå êèíåòè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ
âûðàæåíèÿìè

Dµ = β(δ, δ)
3  ηll

44 , DT = β
2(δ, δ)
3b  [ηll

44(a − µb) + ηll
40] ,

η = β(p, p)90  (3ηll
ii − ηli

li) ,  ζ = β(p, p)27  ηli
li ,   (24)

κT = β(δ, δ)
3b2  [ηll

00 + (2a − µb)ηll
40 + a(a − µb)ηll

44] ,

κµ = β(δ, δ)
3b2  (aηll

44 + ηll
40) .

Ïî-ïðåæíåìó äëÿ ýòèõ êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöè-
åíòîâ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (12) êàê ñëåäñò-
âèå ïðèíöèïà ñèììåòðèè Îíçàãåðà. Îòëè÷èå îò
êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ (11) ñîñòîèò â òîì,
÷òî òåïåðü îíè îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî íîðìàëüíû-
ìè ñòîëêíîâåíèÿìè. Â ñèëó òîãî ÷òî â äàííîì
ñëó÷àå èìååòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ êâàçèèìïóëüñà,
ïîÿâèëîñü óðàâíåíèå áàëàíñà êâàçèèìïóëüñà è
ñîîòâåòñòâåííî äâà íîâûõ êîýôôèöèåíòà; η è ζ —
ïåðâàÿ è âòîðàÿ âÿçêîñòè.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðè íàëè÷èè Ãàëèëååâîé
èíâàðèàíòíîñòè, èëè êîãäà êâàçè÷àñòèöû èìåþò
êâàäðàòè÷íûé ïî èìïóëüñó çàêîí äèñïåðñèè, â
óðàâíåíèè äëÿ n1 ïðîïàäàþò äèññèïàòèâíûå
÷ëåíû, âòîðàÿ âÿçêîñòü ζ îáðàùàåòñÿ â íóëü, óï-
ðîùàþòñÿ òàêæå äðóãèå êèíåòè÷åñêèå êîýôôèöè-
åíòû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè εk(p) = αij

k  pi pj , òî,
ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (2), (7), ηij

4β = 0, ηil
il = 0 è

ïîýòîìó èç (24) ñëåäóåò, ÷òî κµ = 0, Dµ = 0,
DT = 0, ζ = 0. Âåëè÷èíû κT è η ïðèîáðåòàþò âèä

κT = κ = β
2

3b2 (δ, δ)ηll
00 ,  

(25)

η = β (p, p)30  ηll
ii .   

3. Çàòóõàíèå âòîðîãî çâóêà

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7) áóäåì èñêàòü â âèäå

Cα(x, t) ~ Aα exp (−iωt + ikx)

(ω — ÷àñòîòà êîëåáàíèé, k — âîëíîâîé âåêòîð),
ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (7) äàþò ñèñòåìó óðàâíåíèé
äëÿ àìïëèòóä Aα :


ωδαβ + (χα, υiχ

β)ki − ηij
αβki kj + iLαβ

u 
Aβ = 0 .

(26)
Ñèñòåìà (26) ðàñïàäàåòñÿ íà ñèñòåìó òðåõ îäíî-
ðîäíûõ óðàâíåíèé äëÿ òðåõ íåèçâåñòíûõ A0 , A4 è
A||  (A||  — ïðîäîëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà Ai
îòíîñèòåëüíî âîëíîâîãî âåêòîðà k), è îäíî óðàâ-
íåíèå äëÿ ïîïåðå÷íîé ñîñòàâëÿþùåé A⊥ (îòíîñè-
òåëüíî k) âåêòîðà Ai:

(3ω + iηll
44k2)A4 + χ

4, υj χjkA
||  − iηll

00k2A0 = 0 ,
(27)

(χ4, υj χ
j)kA4 + 3


ω + 3i

β(p, p)
 (ζ + 43 η)k2 − iL0



A||  +

+ (χ0, υj χ
j)kA0 = 0,

(χ0, υj χ
j)kA4 + iηll

40k2A||  + (3ω + iη00k2)A0 = 0 ,




ω + 3iη

β(p, p)
 k2 − iL0



A⊥ = 0 . (28)

Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (27) íàéäåì,
ïðèðàâíÿâ ê íóëþ åå îïðåäåëèòåëü è ïîëó÷èâ
òàêèì îáðàçîì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ÷àñ-
òîò. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíå-
íèåì òðåòüåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ω. Åãî ðåøå-
íèå èùåì â ïðèáëèæåííîé ôîðìå: ω = ω0 + ω1,
ãäå ω0 ~ k, ω1 ~ k2. Â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïîëó-
÷àåì

ω1,2
0  = ± uk , ω3

0 = 0 ,

ãäå

u = 







(ε, ε)(υj pj , δ)
2 − 2(ε, δ)(υj pj , δ)(υj pj , ε) + (δ, δ)(υj pj , ε)

2

3(p, p)[(δ, δ)(ε, ε) − (δ, ε)2]








1/2

(29)

— ñêîðîñòü âòîðîãî çâóêà, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â ôåðìè-áîçîííîé ñèñòåìå; ω1,2
0  ñîîòâåòñòâóåò êîëåáà-

íèÿì ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö, ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé èìïóëüñà, ïëîòíîñòè ýíåðãèè (èëè òåìïåðàòó-
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ðû). ×àñòîòà ω3
0 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííîìó èçìåíåíèþ ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö è ýíåðãèè

(èëè òåìïåðàòóðû). Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü èìïóëüñà íå èçìåíÿåòñÿ.
  Ëåãêî íàéòè çàòóõàíèå ýâóêîâûõ êîëåáàíèé, âûðàæàþùååñÿ ïîïðàâêîé ω1,2

1  ê ÷àñòîòàì ω1,2
0  :

ω1,2
1  = − ik

2

2β
 



3 ζ + 4⁄3 η

(p, p)
 + b2

(δ, δ)2
 

(ε, ε)Dµ − 2(δ, ε)κµ + (δ, δ)(TκT + µκµ) − 1

3(p, p)u2 

(ε, υj pj)

2Dµ −

 
  − 2(δ, υi pi)(ε, υj pj)κµ + (δ, υj pj)

2(TκT+ µκµ)












 + i2 L0 . (30)

Ïîïðàâêà ω3
1 ê ω3

0 = 0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ω3
1 = − iabTk2

3(p, p)(δ, δ)(δ, ε)u
 [(ε, υj pj)

2Dµ − 2(δ, υi pi)(ε, υj pj)κµ + (δ, υj pj)
2(TκT + µκµ)] . (31)

Ýòà ìîäà ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî äèññèïàòèâíîé. Ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïëîòíîñòè èìïóëüñà A⊥, êàê ñëåäóåò
èç (28), òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî äèññèïàòèâíîé:

ω1 = − 3i k2

β(p, p)
 η + iL0 . (32)

Äëÿ îäíîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè, ñîñòîÿùåé òîëüêî èç ôåðìèîíîâ, âåëè÷èíó çàòóõàíèÿ çâóêà ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

ω1,2
1  = − ik

2

2  

ρm
−1







1
cV

 − 1
cp







β


a
b − µ






a
b Dµ − κµ




 + κT − 1b DT + ζ + 43 η





 −

−
 



1
cV

 − 1
cp




1/2




√βmu
ρm

 
cp
cV

 + √βmu(δ, δ)

−1








a
b Dµ − κµ




 + 

cV
cp β(δ, δ)

 Dµ







 + 12 L0 , (33)

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ (èçîòðîïíûé
ñëó÷àé):

ρ = ∫ d3p f0 ,  m = (p, p)
(pi υi , δ)

 = β (p, p)
3ρ

 ,

(34)

 ρm = β (p, p)3  ,

cV = β2 (δ, δ)
b2ρm

 , cp = β2 (δ, δ)
ρm

 





a
b − 

(pj υj , ε)
(pi , υi)





2
 + b−2



 .

(35)

Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (34), âåëè÷èíà ρ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ÷èñëà êâàçè÷àñòèö ôåðìèîí-
íîé ñèñòåìû, à m è ρm ñîîòâåòñòâåííî ìàññó îäíîé
êâàçè÷àñòèöû è ìàññîâóþ ïëîòíîñòü (â ñëó÷àå
êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà äèñïåðñèè ε = p2/2m ýòî
ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:
ρm = ∫ d3p p2(∂f0/∂ε) = mρ), òî âåëè÷èíû cV è cp
ÿâëÿþòñÿ óäåëüíûìè òåïëîåìêîñòÿìè ïðè ïîñòî-
ÿííîì îáúåìå è ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, îòíåñåííû-
ìè ê åäèíèöå ìàññû, êîòîðûå ìîæíî âû÷èñëèòü,
èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè êîìáèíàòîð-
íîé ýíòðîïèè 

s = −∫ d3p [f0 ln f0 − (1− f0) ln (1− f0)] ,

ïî èçâåñòíûì òåðìîäèíàìè÷åñêèì ôîðìóëàì:

cV = T
ρm

 






∂s
∂T



µ,V

 − 
(∂p /∂T)µ,V

2

(∂p /∂µ)T,V




 ,

 cp − cV = T
ρm

2  
(∂p /∂T)ρ

2

(∂p /∂ρm)T
 , (36)

ãäå p = (1/3) ∫ d3p pj υj f
0 — ãèäðîñòàòè÷åñêîå

äàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîå (p = − Ω) ôåðìèîííûì
òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì

 Ω = − T ∫ d3p ln (1 + exp (−β(ε − µ))) . 

Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âûðàæåíèþ (29), ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïî èçâåñò-
íîé ôîðìóëå: u2 = (cp /cV)(∂p /∂ρm)T (â îáëàñòè
íèçêèõ òåìïåðàòóð u = υF /√3, ãäå υF — ôåðìè-
åâñêàÿ ñêîðîñòü).

Èç âûðàæåíèé äëÿ êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöè-
åíòîâ (24), (25) â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà
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äèñïåðñèè âèäíî, ÷òî çàòóõàíèå çâóêà (33) ïðè-
îáðåòàåò èçâåñòíûé âèä [4], îïðåäåëÿåìûé òåïëî-
ïðîâîäíîñòüþ κ è âÿçêîñòüþ η:

ω1,2
1  = − ik

2

2ρm
 






1
cV

 − 1
cp



κ + 43 η


 + i2 L0 .    (37)

Åñëè ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò òîëüêî èç
áîçîíîâ, òî ñêîðîñòü çâóêà è çàòóõàíèå ìîæíî
ïîëó÷èòü èç îáùèõ âûðàæåíèé (29) è (31) ñ
ïîìîùüþ òîãî æå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà µ → −∞,
÷òî è â ðàçä. 2. Ïðè ýòîì äëÿ ñêîðîñòè ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ çâóêà â áîçîííîé ñèñòåìå ïîëó÷àåì

uB = 
(pv, ε)B

[3(ε, ε)B(p, p)B]
1/2 . (38)

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ çàòóõàíèÿ çâóêà èìååì

ωB
1 = − 32 ik2 T

(p, p)B
 

ζ + 43 η + κcV




 + i2 L0 , 

(39)
ãäå κ = (1/3)cVηll

00 — òåïëîïðîâîäíîñòü, cV =
= β2(ε, ε)B — óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, à êîýôôè-
öèåíòû âÿçêîñòè ζ è η îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
(24).

Çàìåòèì, ÷òî èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé äëÿ
çàòóõàíèÿ çâóêîâûõ êîëåáàíèé (31), (33), (39)
ñëåäóåò, ÷òî îíî îïðåäåëÿåòñÿ âÿçêîñòÿìè è òåï-
ëîïðîâîäíîñòüþ, îáóñëîâëåííûìè íîðìàëüíûìè
ñòîëêíîâåíèÿìè. Âëèÿíèå æå ïðîöåññîâ ïåðåáðî-
ñà â îáëàñòè íèçêèõ òåìïåðàòóð íà çàòóõàíèå
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëî, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî
êèíåòè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû (11), (15), îáóñëîâ-
ëåííûå ïðîöåññàìè ïåðåáðîñà, ýêñïîíåíöèàëüíî
ðàñòóò ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå áîçîííîé ñèñòåìû ãàç
ôîíîíîâ. Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ òðåõêîìïîíåíò-
íîé, òàê êàê ñóùåñòâóþò òðè ôîíîííûe êîëåáà-
òåëüíûe âåòâè — äâå ïîïåðå÷íûe è îäíà ïðîäîëü-
íàÿ. Çâóêîâûå êîëåáàíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â
òàêîé ñèñòåìå, íàçûâàþòñÿ âòîðûì çâóêîì. Èñ-
ïîëüçóÿ çàêîí äèñïåðñèè äëÿ ôîíîíîâ εk = sk p

k,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòè ïîïåðå÷íûõ ôîíîíîâ
ðàâíû st , à ïðîäîëüíûõ ôîíîíîâ sl . Âû÷èñëèì
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âòîðîãî çâóêà uf . Ñî-
ãëàñíî (18), f0 = [exp (Y0sk p

k) − 1]−1 è

(p, p)B = 16
15 π5T5(sl

−5 + 2st
−5) ,

(40)
 (pl υl , ε)B = (ε, ε)B = 16

15 π5T5(sl
−3 + 2st

−3) .

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ â (38), äëÿ ñêî-
ðîñòè ðàïðîñòðàíåíèÿ âòîðîãî çâóêà ïîëó÷àåì

uph = 1
√3

 







1 + 1⁄2 (st /sl)
3

1 + 1⁄2 (st /sl)
5







 st , (41)

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ðàíåå
â [11,12].

Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè âòîðîãî
çâóêà â ñèñòåìå ìàãíîíîâ. Çàêîí äèñïåðñèè äëÿ
ìàãíîíîâ èìååò âèä

ε = θp2 .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

(p, p)B = 32 π3/2ζ(3/2) 


T
θ




5/2
 ,

 1
2 (pl υl , ε)B = (ε, ε)B = 15

4  π3/2θ−3/2T7/2ζ(5/2) ,

(42)
ãäå ζ(x) = (1/Γ(x)) ∫ dz zx−1/(ez − 1) — ζ-ôóíêöèÿ
Ðèìàíà. Ïîäñòàíîâêà íàéäåííûõ âûðàæåíèé â
ôîðìóëó (38) ïðèâîäèò ê èçâåñòíîìó [13,14] ðå-
çóëüòàòó äëÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âòîðîãî
çâóêà â ñèñòåìå ìàãíîíîâ:

uM = 10
3  



ζ(5/2)
ζ(3/2)





1/2
(θT)1/2 . (43)

4. Îöåíêà êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ è
çàòóõàíèÿ çâóêîâûõ êîëåáàíèé

Äëÿ îöåíêè êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ èñ-
ïîëüçóåì èçâåñòíîå íåðàâåíîñòâî Êîøè—Áóíÿ-
êîâñêîãî

(h, h)2 ≤ (h, Âh)(h, Â −1h)

äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî îïåðàòîðà
A
^
 [10]. Â êà÷åñòâå îïåðàòîðà A

^
 âîçüìåì îïåðàòîð

− [(L − ν)−1 + ν−1P0], îïðåäåëÿþùèé êîýôôèöè-
åíòû ηij

αβ (ñì. (7)). Â ñèëó ëèíåéíîñòè L ïðåäñòà-
âèì L = Σa λa Pa , ãäå Pa = |χ

a〉〈χa| — ïðîåêöèîí-
íûé îïåðàòîð íà ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå |χa〉,
ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λa .
Ïîýòîìó LPa = 0 è

(L − ν)−1 + ν−1P0 = (L − ν)−1(1 + ν−1LP0− P0) =

= (L − ν)−1(1 − P0) .

Âûáèðàÿ h = √1 − P0x äëÿ ñèììåòðè÷åñêîãî îïå-
ðàòîðà (L − ν)−1 èìååì
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√1 − P0x , √1− P0x

2
 ≤ √1− P0x , −(L − ν)−1√1− P0x


√1− P0x , −(L − ν)√1− P0x ,

èëè (òàê êàê P0 êîììóòèðóåò ñ L)

(x, −[(L− ν)−1 + 1
ν

 P0]x) ≥ 
(x, (1 − P0)x)

2

(x, −(L− ν(1− P0))x)
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ
ýëåìåíòîâ ηjj

ii ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (ïðè ôèê-
ñèðîâàíèè i è j)

ηjj
ii ≥ 

(υj χ
i, (1 − P0)υj χ

i)

(υj χ
i, −(L − ν(1 − P0))υj χ

i)
 .

Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ηkj
ki .

Äàëåå ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë ai > 0,
bi > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

 ∑ 
i
ai /∑ 

i
bi ≤ ∑ 

i
ai /bi . 

Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

∑ 
ji

ηjj
ll ≥ 

∑ 
jl

(υj χ
l, (1 − P0)υj χ

l)2

∑ 
in

(υi χ
n, −(L − ν(1 − P0))υi χ

n)
 .

Â ñèëó íåðàâåíñòâà 



∑ 
i

ai bi





2

 ≤ ∑ 
i

ai
2 ∑ 

j

bj
2 , ïî-

ëàãàÿ bj = 1, èìååì: ∑ 
i=1

3

ai
2 ≥ (1/3)


∑ 
i

ai




2
. Â ðå-

çóëüòàòå íàõîäèì

ηjj
ll ≥ 19 

(∑ 
jl

(υj χ
l, (1 − P0)υj χ

l))2

∑ 
in

(υi χ
n, −(L − ν(1 − P0))υi χ

n)
 .

Ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå ν â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåä-
íåãî íåðàâåñòâà, ìîæíî îïóñòèòü, òàê êàê âî ìíî-
ãèõ ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ ñëó÷àÿõ
L|υi χ

l >≠ 0 (ñì. íèæå). Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷à-
òåëüíî ïîëó÷àåì

ηii
ll ≥ 19 

(υi χ
l, (1 − P0)υi χ

l)2

(υj χ
n, −Lυj χ

n)
 ,

ηll
00 ≥ 13 

(υi χ
0, (1 − P0)υi χ

0)2

(υj χ
n, −Lυj χ

n)
 .

(44)

Ýòè íåðàâåíñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè
êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Íàéäåì çàâèñèìîñòü êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöè-
åíòîâ îò òåìïåðàòóðû â ñèñòåìå ìàãíîíîâ, îáëàäà-
þùèõ çàêîíîì äèñïåðñèè ε = θp2. Íóæíî ó÷åñòü
òîëüêî òðåõìàãíîííûå ïðîöåññû ðàñïàäà è ñëèÿ-
íèÿ, òàê êàê ÷åòûðåõìàãíîííûå ïðîöåññû (âçàè-
ìîäåéñòâèÿ è ðåëÿòèâèñòñêîãî ðàññåÿíèÿ) ïðè
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî òåìïåðàòóðå. Òîãäà èíòåãðàë
ñòîëêíîâåíèé äëÿ ìàãíîíîâ ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå [15]

LM(n) = −8π∑|
123

ψ(123)|2f1
0f2

0(1+ f3
0)(ξ1+ ξ2− ξ3)×

× δ(ε1+ ε2− ε3)∆(p1+ p2 − p3)(∆n1+ ∆n2− ∆n3) ,
(45)

ãäå

ψM(123) = 
µ0M0

√N
 ϕM(123) , ϕM(123) ~ 1 ,

N — ÷èñëî ÿ÷ååê â îáðàçöå; µ0 = |e|h/
−/2mc —

ìàãíåòîí Áîðà; M0 = 2Sµ0 /υ0 , S — âåëè÷èíà
ñïèíà; υ0 — îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ñèñòåìà
ìàãíîíîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîêîìïîíåíòíîé. Â ñîîòâåò-
ñâèè ñ (14) äëÿ ìàãíîíîâ υi χ

0 = (2θε/√(ε, ε)M )pi
. Ïîýòîìó ìàòðè÷íûé ýëåìåíò (υi χ

0, −LM υi χ
0)

îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé (45) èìååò âèä (ïðè ýòîì
ïîëàãàåì ϕM(123) = 1)

(υi χ
0, −LM υi χ

0) = 
4θ2µ0

2M0
2V

π2(ε, ε)M N
 ∫ d3p ∫ d3p1 ∫ d3p2 p2[2f0f1

0(1 + f2
0) ×

× (p4 + p1
2(pp1) − p2

2(pp2))δ(ε + ε1 − ε2)δ(p + p1 − p2) + (1 + f0)f1
0f2

0 ×

× (p4 − p1
2(pp1) − p2

2(pp2))δ(ε − ε1 − ε2)δ(p − p1 − p2)] = 32I
5π3/2ζ(3/2)

 
µ0

2M0
2a0

3T3/2

θ1/2  ,

ãäå a0 — ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè êðèñòàëëà è
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I = ∫
0

∞

 dx x2f(x) ∫
0

∞

 dy yf(y)[ + f(x + y)] , f(x) = 1
ex − 1

 .

Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû (υi χ
0, (1 − P0)υi χ

0) ñ ïî-
ìîùüþ (14) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

(υi χ
0, (1 − P0)υi χ

0) = 2

7 ζ(7/2)
ζ(5/2)

 − 5 ζ(5/2)
ζ(3/2)




 θT .

Íàéäÿ óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü cVM ãàçà ìàãíîíîâ

cVM = β2(ε, ε)M = 15
4  π3/2ζ(5/2)θ−3/2T3/2

(êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, ïðîïîðöèîíàëüíà
T3/2 [8]) è ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ
âåëè÷èí (υi χ

0, −LM υi χ
0) è (υi χ

0, (1 − P0)υi χ
0)

â íåðàâåíñòâî (44), èìååì äëÿ ìàãíîííîé òåïëî-
ïðîâîäíîñòè ñëåäóþùóþ îöåíêó:

κM ≥ 25
96 π3

Iζ2(3/2)
 [7ζ(7/2)ζ(3/2) − 5ζ2(5/2)]2 ×

× θT2

µ0
2M0

2a0
3 . (46)

Êàê è â ñëó÷àå ôîíîíîâ, îáúåìíàÿ âÿçêîñòü ζ = 0,
òàê êàê ηli

li = 0. Îöåíèì êîýôôèöèåíò ïåðâîé âÿç-
êîñòè η äëÿ ìàãíîíîâ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îöå-
íèòü âåëè÷èíó ηii

ll (ñì. (7)). Êâàäðàòè÷íûé çàêîí
äèñïåðñèè ìàãíîíîâ ε = θp2 äàåò â ñîîòâåòñòâèè ñ
(14)

υj χ
i = 2θ 



3
(p, p)M





1/2
pi pj .

Òîãäà, ñîãëàñíî (45), èìååì

(υj χ
i, −LM υj χ

i) = 
4θ2µ0

2M0
2V

π2(p, p)M N
 ∫ d3p ∫ d3p1 ∫ d3p2 [2f0f1

0(1 + f2
0) (p4 + (pp1)

2 − (pp2)
2)δ(ε + ε1 − ε2) ×

× δ(p + p1 − p2) + (1 + f0)f1
0f2

0 (p4 − (pp1)
2 − (pp2)

2)δ(ε − ε1 − ε2)δ(p − p1 − p2)] = 8I1 
µ0

2M0
2

(p, p)M
 T4 ,

ãäå

I1 = ∫
0

∞

 dx xf(x) ∫
0

∞

 dy yf(y)[1 + f(x + y)] .

Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû (υj χ
i, (1 − P0)υj χ

i) ñ ïîìîùüþ (14) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

(υj χ
i, (1 − P0)υj χ

i) = 20
ζ(3/2)

 θTζ(5/2) .

Ïîýòîìó, ñîãëàñíî (44),

ηM = β 
(p, p)M

30  ηll
ii ≥ 5π

3

36  ζ2(5/2)
µ0

2M0
2a0

3I1
 .

(47)

Îöåíêà çàòóõàíèÿ âòîðè÷íûõ êîëåáàíèé â ñèñòåìå ìàãíîíîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåðàâåíñòâàìè (46), (47)
èìååò âèä (ñì. òàêæå [16])

ωM
1  ≥ 5π3/2

6ζ(3/2)
 



(7ζ(7/2)ζ(3/2) − 5ζ2(5/2))2

8ζ(5/2)ζ(3/2)I
 + 29 ζ

2(5/2)
I1




 k

2T1/2θ5/2

µ0
2M0

2a0
3  .

(48)
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5. Ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè ñ ó÷åòîì
äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ â îáùåì âèäå [4]:

∂ζα
∂t

 = − 
∂ζαk
∂xk

 , ζαk = ζαk
(0) + ζαk

(1) , (49)

ãäå ζαk
(0) — íåäèññèïàòèâíûå ïëîòíîñòè ïîòîêîâ;

ζαk
(1) — ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ïåðâûå ãðàäèåíòû

ïëîòíîñòåé. Â îòñóòñòâèå ãðàäèåíòîâ ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ

s = − Ω + Yα ζα ,  sk = − Ωk + Yα ζαk
(0) ,    (50)

ãäå s — ïëîòíîñòü ýíòðîïèè; sk — ïëîòíîñòü
ïîòîêà ýíòðîïèè; Ω — ïëîòíîñòü òåðìîäèíàìè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà; Ωk — ïëîòíîñòü ïîòîêà òåð-
ìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî
âðåìåíè ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (50), íàõîäèì ñ ïî-
ìîùüþ (49)

∂s
∂t

 = − Yα 
∂ζαk

(0)

∂xk
 − Yα 

∂ζαk
(1)

∂xk
 . (51)

Òàê êàê ∂Ωk /∂Yα = ζαk
(0), òî èç âòîðîãî ñîîòíîøå-

íèÿ (50) ñëåäóåò, ÷òî

∂sk
∂xk

 = Yα 
∂ζαk

(0)

∂xk
 .

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â (51), èìååì
äëÿ ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè

∂s
∂t

 + 
∂sk′

∂xk
 = 

∂Yα
∂xk

 ζαk
(1) , (52)

ãäå sk′  ≡ sk + Yα ζαk
(1) . Èç âûðàæåíèé (20) è (24)

ñëåäóåò, ÷òî

ζij
(1) = T 




ζ 
∂Yk
∂xk

 δij + η 




∂Yi
∂xj

 + 
∂Yj
∂xi

 − 23 
∂Yk
∂xk

 δij







 ,

(i, j = 1, 2, 3)

ζ0i
(1) = Tκµ 

∂Y4
∂xi

 + T(µκµ + TκT) 
∂Y0
∂xi

 ,
(53)

ζ4i
(1) = TDµ 

∂Y4
∂xi

 + T(µDµ + TDT) 
∂Y0
∂xi

 .

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìå ïîëîæèòåëüíî s

.
 ≥ 0. Èñïîëüçóÿ

ïåðâîå èç âûðàæåíèé (53), ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∂Yi
∂xj

 ζij
(1) =

= T






ζ 




∂Yk
∂xk





2

+ 12 η 




∂Yi
∂xj

 + 
∂Yj
∂xi

 − 23 δij 
∂Yk
∂xk





2






≥ 0 .

Ñ ïîìîùüþ âòîðîãî è òðåòüåãî âûðàæåíèé (53)
èìååì

∂Y0
∂xi

 ζ0i
(1) + 

∂Y4
∂xi

 ζ4i
(1) = TDµ 












∂Y4
∂xi

 + 
κµ
Dµ

 
∂Y0
∂xi





2

 +

 
+ T
Dµ

2  (κT Dµ − κµ DT) 




∂Y0
∂xi





2






 .

Ôîðìóëû (24) äëÿ êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåòîâ
äàþò

κt Dµ − κµ DT = β2 (δ, δ)2

9B2  

ηii

44ηll
00 − (ηll

40)2

 ≥ 0 ,

òàê êàê ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

(ηll
40)2 ≤ ηii

44ηll
00 .

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî Dµ ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì,
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

s. = 
∂Yα
∂xk

 ζαk
(1) ≥ 0 .

Çàêëþ÷åíèå

Ìû ðàññìîòðåëè K-êîìïîíåíòíóþ ñèñòåìó ÷àñ-
òèö èç ôåðìèîíîâ è áîçîíîâ, â êîòîðîé íàðÿäó ñ
íîðìàëüíûìè ñòîëêíîâåíèÿìè âîçìîæíû ïðîöåñ-
ñû ïåðåáðîñà. Ðàçðàáîòàí äîñòàòî÷íî îáùèé ìèê-
ðîñêîïè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçî-
âàíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà ñòîëêíîâå-
íèé, ê ðåøåíèþ ëèíåàðèçîâàííûõ êèíåòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè.
Èñõîäÿ èç êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â òàêîì ïîä-
õîäå ïîëó÷åíû ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ãèä-
ðîäèíàìèêè. Íàéäåíû êèíåòè÷åñêèå êîýôôèöè-
åíòû â ñëó÷àå, êîãäà ïðîöåññû ïåðåáðîñà â
ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìå êâàçè÷àñòèö èãðàþò
ñóùåñòâåííóþ ðîëü.

Ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà
ãëàâíóþ ðîëü èãðàþò íîðìàëüíûå ñòîëêíîâåíèÿ,
óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä óðàâíåíèé äèññèïàòèâ-
íîé ãèäðîäèíàìèêè. Â ýòîì ñëó÷àå êèíåòè÷åñêèå
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êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî íîðìàëüíû-
ìè ñòîëêíîâåíèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå
ïîÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïåðâîé è âòîðîé âÿç-
êîñòè.

Íà îñíîâå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé èññëåäî-
âàíî ðàñïðîñòðàíåíèå âòîðîãî çâóêà â ôåðìè-áî-
çîííîé ñèñòåìå. Ïîêàçàíî, ÷òî çàòóõàíèå âòîðîãî
çâóêà îïðåäåëÿåòñÿ âÿçêîñòüþ è òåïëîïðîâîäíîñ-
òüþ, îáóñëîâëåííûìè íîðìàëüíûìè ñòîëêíîâå-
íèÿìè. Îòìåòèì, ÷òî ñõîäíûå âîïðîñû ïðèìåíè-
òåëüíî ê ãàçîäèíàìèêå êâàçè÷àñòèö
ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå [16].

Áëàãîäàðèì Ñ. Â. Ïåëåòìèíñêîãî çà ïîñòîÿííîå
âíèìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå îáñóæäåíèÿ.
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On theory of transport phenomena in
many-component quantum systems

E. A. Ivanchenko, V. V. Krasil’nikov, 
and Yu. V. Slusarenko

The method of study the transport phenomena in many-
component systems with a conserving momentum is devel-
oped. The general expressions are obtained for viscosity,
thermoconductivity and diffusion coefficients of quasiparti-
cles. The oscillations are also considered in such systems.
The damped waves are shown to be of the hydrodynamic
nature. The method devised was used to obtain the tempera-
ture dependence of attenuation of the second sound in a
magnon gas. 
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