
УДК 517.9
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On solutions of an evolution inclusion with a nonautonomous parabolic operator, we construct a nonauto-
nomous multivalued dynamical system for which we prove existence of an invariant, connected, stable,
global attractor in the phase space.

На решениях эволюционного включения с неавтономным параболическим оператором постро-
ена неавтономная многозначная динамическая система, для которой доказано существование
в фазовом пространстве инвариантного, связного, устойчивого глобального аттрактора.

Вступ. Теорiя глобальних атракторiв нескiнченновимiрних динамiчних систем для широ-
кого класу коректно розв’язних нелiнiйних дисипативних задач математичної фiзики дає
вiдповiдь на питання про якiсну поведiнку розв’язкiв у термiнах дослiдження властивос-
тей i структури мiнiмальних притягуючих множин у фазовому просторi [1 – 5]. Розвинення
цих результатiв для систем, для яких поряд з результатами про глобальну розв’язнiсть не-
вiдомими або неприродними є результати про єдинiсть розв’язку задачi Кошi, було здiй-
снено в роботах [6, 7], для неавтономного випадку — у роботi [8]. Одним iз основних
застосувань отриманих результатiв є диференцiальнi рiвняння з багатозначною правою
частиною [9, 10], для яких першi результати в цьому напрямку для автономного випадку
було одержано в [11]. Для включень субдиференцiального типу з неавтономним нелiпши-
цевим багатозначним збуренням iснування глобального атрактора дослiджено в [12, 13].
Слiд зазначити, що всi одержанi в цьому напрямку результати як для нелiнiйних рiвнянь
[8, 17], так i для включень [12, 13] стосувались еволюцiйних об’єктiв з незалежною вiд ча-
су головною частиною, неавтономнiсть яких визначалась наявнiстю часової змiнної в не-
лiнiйному або багатозначному доданку. Оскiльки при побудовi неавтономної динамiчної
системи виникає сiм’я параметризованих задач i основним моментом при доведеннi у цiєї
сiм’ї глобального атрактора є перевiрка компактностi множини розв’язкiв (див. теорему
1), а отже, обґрунтування граничних переходiв у тих доданках рiвняння або включення, де
є неавтономний параметр, то наявнiсть такого параметра в головнiй частинi оператора
не дає можливостi використати результати робiт [12, 13].

У цiй роботi з використанням G-збiжностi параболiчних операторiв для включень
з неавтономною головною частиною побудовано неавтономну багатозначну динамiчну
систему, для якої в фазовому просторi доведено iснування iнварiантного, зв’язного, стiй-
кого глобального атрактора.

Постановка неавтономної задачi. Спочатку в метричному просторi (X, ρ) означимо
основний об’єкт дослiджень. Далi через P (X) (β(X)) будемо позначати сукупнiсть усiх
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непорожнiх (непорожнiх обмежених) пiдмножин X, Rd = {(t, τ) ∈ R2|t ≥ τ}, Oε(A) =
= {x ∈ X| infy∈A ρ(x, y) < ε} для A ⊂ X.

Означення 1. Вiдобpаження U : Rd ×X 7→ P (X) називається багатозначним пpоце-
сом (БП) на X, якщо:

1) U(τ, τ, x) = x ∀x ∈ X ∀τ ∈ R;
2) U(t, τ, x) ⊂ U(t, s, U(s, τ, x)) ∀(t, s), (s, τ) ∈ Rd ∀x ∈ X, де U(t, s, A) =

⋃
x∈A

U(t, s, x)

для A ⊂ X.
БП будемо називати стpогим, якщо U(t, τ, x) = U(t, s, U(s, τ, x)) ∀(t, s), (s, τ) ∈ Rd

∀x ∈ X.

Pозглянемо сiм’ю БП {Uσ|σ ∈ Σ}, де Σ — деяка множина, i означимо вiдобpаження

UΣ(t, τ, x) =
⋃
σ∈Σ

Uσ(t, τ, x).

Означення 2. Компактна множина ΘΣ ⊂ X називається piвномipним глобальним
атpактоpом сiм’i БП {Uσ|σ ∈ Σ}, якщо:

1) ΘΣ є piвномipно пpитягуючою множиною, тобто для довiльних τ ∈ R, B ∈ β(X)
i довiльного ε > 0 iснує T = T (τ,B, ε) ≥ τ таке, що

UΣ(t, τ, B) ⊂ Oε(ΘΣ) ∀ t ≥ T ;

2) для довiльної piвномipно пpитягуючої множини Y виконується ΘΣ ⊂ clXY.
Глобальний атрактор ΘΣ ⊂ X називається iнварiантним вiдносно сiм’ї БП {Uσ|σ ∈

∈ Σ}, якщо ∀ (t, τ) ∈ Rd : ΘΣ = UΣ(t, τ,ΘΣ).
Глобальний атрактор ΘΣ ⊂ X називається стiйким вiдносно сiм’ї БП {Uσ|σ ∈ Σ},

якщо ∀ ε > 0∃δ > 0 ∀(t, τ) ∈ Rd : UΣ(t, τ, Oδ(ΘΣ)) ⊂ Oε(ΘΣ).

Наступнi достатнi умови iснування атрактора випливають з теорем 22 – 25 [8].

Теорема 1. Нехай задано сiм’ю строгих БП {Uσ|σ ∈ Σ}, Σ — компакт, {T (h) : Σ 7→
7→ Σ}h∈R — неперервна група вiдображень, до того ж

Uσ(t+ h, τ + h, x) = UT (h)σ(t, τ, x) ∀ (t, τ) ∈ Rd, h ∈ R+, x ∈ X, σ ∈ Σ.

Тодi якщо виконуються умови

∃ B0 ∈ β(H) ∀ B ∈ β(H) ∃ T = T (B) ∀ t ≥ T : UΣ(t, 0, B) ⊂ B0, (1)

∀ B ∈ β(H) ∀ t > 0 : UΣ(t, 0, B) — передкомпакт в H, (2)

∀ tn → t0 ∀ σn → σ0 ∀ ηn → η0 ∀ ξn ∈ Uσn(tn, 0, ηn)

принаймнi по пiдпослiдовностi ξn → ξ ∈ Uσ0(t0, 0, η0), (3)
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то iснує iнварiантний, стiйкий глобальний атрактор ΘΣ ⊂ X. Якщо, крiм того, Σ
зв’язна, ΘΣ ⊂ B1 ∈ β(X), B1 зв’язна i для будь-яких (t, τ) ∈ Rd, x ∈ X, σ ∈ Σ Uσ(t, τ, x)
зв’язна, то ΘΣ — зв’язна множина.

Перейдемо до постановки навтономної задачi. Нехай маємо триплет гiльбертових
просторiв V ⊂ H ⊂ V ∗ з компактними, щiльними вкладеннями, 〈·, ·〉 — канонiчна дво-
їстiсть мiж V та V ∗. Через ‖·‖ i (·, ·) позначимо норму i скалярний добуток у просторi H ,
через ‖·‖V — норму в просторi V. Будемо вважати, що виконується нерiвнiсть ‖u‖2 ≤
≤ C‖u‖2V .

Розглянемо сiм’ю {A(t) : V → V ∗}t∈R лiнiйних неперервних операторiв, якi для кон-
стант λ1 > 0, λ2 > 0 та для всiх t ∈ R задовольняють такi умови [14]:

∀u ∈ V : 〈A(t)u, u〉 ≥ λ1 ‖u‖2V , (4)

∀u, v ∈ V : |〈A(t)u, v〉| ≤ λ
1
2
2 〈A(t)u, u〉

1
2 ‖v‖V , (5)

∀u, v ∈ V : t 7→ 〈A(t)u, v〉 є вимiрним. (6)

З умови (5) маємо оцiнку | 〈A(t)u, v〉 | ≤ λ2‖u‖V ‖v‖V . Тодi за лемою Лакса – Мiльграма
для будь-якого t ∈ R iснує A−1(t) ∈ L(V ∗, V ), до того ж для норм операторiв справджу-
ються оцiнки [14]

sup
t∈R
‖A−1(t)‖ ≤ 1

λ1
, sup

t∈R
‖A(t)‖ ≤ λ2. (7)

Нехай багатозначне збурення F : H 7→ P (H) задовольняє умови:

для будь-якого y ∈ H F (y) — опукла, замкнена, обмежена пiдмножина H;
(8)

F є w-напiвнеперервним зверху (w-н.н.зв.) i має не бiльш як лiнiйне зростання, тобто

∀ ε > 0 ∀y0 ∈ H ∃δ > 0, y ∈ Oδ(y0) : F (y) ⊂ Oε(F (y0)), (9)

∃ C1, C2 ≥ 0 ∀ y ∈ H : ‖F (y)‖ ≤ C1 + C2‖y‖. (10)

Розглянемо задачу

dy

dt
+A(t)y ∈ F (y) + h(t),

(11)
y(τ) = yτ ,

де h ∈ L2
loc(R;H), оператор A i багатозначна функцiя F задовольняють умови (4) – (6),

(8) – (10). У роботi показано, що для будь-якого yτ ∈ H iснує принаймнi один розв’язок
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(11) на (τ,+∞) в тому сенсi, що iснують y ∈ L2
loc(τ,+∞;V ) з

dy

dt
∈ L2

loc(τ,+∞;V ∗) та

f ∈ L2
loc(τ,+∞;H), f(t) ∈ F (y(t)) майже скрiзь такi, що

dy

dt
+A(t)y = f(t) + h(t) майже скрiзь,

y(τ) = yτ .

Мета роботи — показати, що за додаткової умови дисипативностi та неперервностi опе-
раторнозначної функцiї t 7→ A(t) розв’язки задачi (11) породжують сiм’ю БП, для якої у
фазовому просторi H iснує компактний, iнварiантний, стiйкий глобальний атрактор.

Властивостi розв’язкiв. Дослiдимо властивостi розв’язкiв задачi (11) на довiльному
скiнченному iнтервалi (τ, T ). Для цього розглянемо задачу

Py :=
dy

dt
+A(t)y = f(t), t ∈ (τ, T ),

(12)
y(τ) = yτ ,

де A(t) задовольняє умови (4) – (6), f ∈ L2(τ, T ;H). Згiдно з теоремою 3.4 [1, c. 74] задача
(12) для будь-якого yτ ∈ H має єдиний розв’язок у гiльбертовому просторi

W (τ, T ) =

{
y|y ∈ L2(τ, T ;V ),

dy

dt
∈ L2(τ, T ;V ∗)

}
,

i цей розв’язок, наслiдуючи [15, с. 369], будемо позначати y = P−1(f, yτ ).
Наступна лема встановлює неперервну залежнiсть розв’язку (12) вiд коефiцiєнтiв A,

f та початкових даних yτ . Цей результат є вiдомим при фiксованому f [14, с. 20] (лема 3)
та при сильно збiжних початкових даних [15, с. 370] (твердження 2.1).

Лема 1. Нехай маємо послiдовнiсть задач (12) з операторами An(t), що задоволь-
няють умови (4) – (6) з константами, що не залежать вiд n, правими частинами fn ∈
∈ L2(τ, T ;H) та початковими даними ynτ ∈ H. Нехай Pn =

d

dt
+ An

G→ P =
d

dt
+ A,

fn
w→ f в L2(τ, T ;H), ynτ

w→ yτ в H. Тодi yn = P−1
n (fn, y

n
τ ) → y = P−1(f, yτ ) в C([δ, T ];H)

для будь-якого δ ∈ (τ, T ). Якщо ж ynτ → yτ в H, то yn → y в C([τ, T ];H).

Доведення. З умови (4) маємо оцiнку для τ ≤ s ≤ t ≤ T

‖yn(t)‖2 + 2λ1

t∫
s

‖yn(p)‖2V dp ≤ ‖yn(s)‖2 + 2

t∫
s

(fn(p), yn(p)) dp. (13)

З (13), обмеженостi {fn} в L2(τ, T ;H), обмеженостi {ynτ } в H та (7) маємо

∃M > 0 ∀ n ≥ 1 : sup
t∈[τ,T ]

‖yn(t)‖+

T∫
τ

‖yn(p)‖2V dp+

T∫
τ

‖dyn
dt
‖2V ∗ dp ≤ M. (14)
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Звiдси iснує y ∈ W (τ, T ) таке, що по пiдпослiдовностi yn
w→ y в W (τ, T ). Тодi внаслi-

док компактностi вкладення W (τ, T ) ⊂ L2(τ, T ;H) маємо, що yn → y в L2(τ, T ;H), а
отже, yn(t) → y(t) в H для майже всiх t ∈ (τ, T ) i, крiм того, yn(tn)

w→ y(t0) в H для
∀tn → t0 ∈ [τ, T ] [14, с. 20] (лема 3). Це дозволяє використати мiркування [14, с. 24] (тео-
рема 8) з замiною f на fk i одержати Py = f, y(τ) = yτ . Звiдси, зокрема, випливає, що y
задовольняє (13) з функцiєю f.

Тепер розглянемо функцiї

Jn(t) = ‖yn(t)‖2 − 2

t∫
τ

(fn(p), yn(p)) dp, J(t) = ‖y(t)‖2 − 2

t∫
τ

(f(p), y(p)) dp.

Цi функцiї на пiдставi (13) монотонно незростаючi, неперервнi i Jn(t) → J(t) майже
скрiзь на (τ, T ). Тодi Jn(t) → J(t) в C([δ, T ]) для будь-якого δ ∈ (τ, T ).

Нехай послiдовнiсть {tn} ⊂ [δ, T ] така, що

max
t∈[δ,T ]

‖yn(t)− y(t)‖ = ‖yn(tn)− y(tn)‖,

i будемо вважати, що по пiдпослiдовностi tn → t0. Оскiльки згiдно з (14)

tn∫
t0

|(fn(p), yn(p))| dp ≤ M

tn∫
t0

‖yn(p)‖ dp → 0, n → +∞,

то
tn∫
τ

(fn(p), yn(p)) dp →
t0∫
τ

|(f(p), y(p))| dp.

Тодi внаслiдок слабкої збiжностi yn(tn) до y(t0) маємо систему нерiвностей

J(t0) ≤ lim‖yn(tn)‖2 − 2

t0∫
τ

(f(p), y(p)) dp ≤ lim‖yn(tn)‖2−

− 2

t0∫
τ

(f(p), y(p)) dp ≤ limJn(tn) = J(t0),

звiдки випливає, що iснує limn→+∞ ‖yn(tn)‖ = ‖y(t0)‖, отже yn(tn) → y(t0) в H. Звiдси по
пiдпослiдовностi yn → y в C([δ, T ];H). Оскiльки (12) має єдиний розв’язок, то збiжнiсть
iде по всiй послiдовностi. Якщо ж ynτ → yτ , то Jn(τ) → J(τ), отже, Jn → J в C([τ, T ]) i
аналогiчно попередньому одержуємо yn → y в C([τ, T ];H).

Лему доведено.
Позначимо через Kyτ ⊂ W (τ, T ) множину розв’язкiв задачi (11) на (τ, T ).

Теорема 2. За умов (4) – (6), (8) – (10) для будь-якого yτ ∈ H множина Kyτ 6= ∅ i для
будь-якого t ∈ [τ, T ] множина Kyτ (t) = {y(t)|y(·) ∈ Kyτ } є зв’язним компактом в H.
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Доведення. Iснування розв’язку (11) встановлюється аналогiчно [15, c. 374] (теоре-
ма 3.1), де це твердження доведено за додаткової умови самоспряженостi A(t). Дiйсно,
вiдображення F1(t, y) = F (y) + h(t) задовольняє умови (HF ) з [15], для будь-якого y(·) ∈
∈ Kyτ , y = P−1(f, yτ ), f(t) ∈ F1(t, y(t)) майже скрiзь, з оцiнки (13), умови (10) та леми
Гронуолла маємо оцiнку

∀t ∈ [τ, T ] : ‖y(t)‖2 ≤

‖yτ‖2 + 2

T∫
τ

(C1 + ‖h(t)‖)2 dt

 e(2C2
2+1)T := M̂2. (15)

Тодi Kyτ збiгається з множиною розв’язкiв K̂yτ задачi (11) з

F̂ (y) =


F (y), ‖y‖ ≤ M̂,

F

(
M̂y

‖y‖

)
, ‖y‖ > M̂.

Покладемо Z = {f ∈ L2(τ, T ;H)| ‖f(t)‖ ≤ C1 +C2M̂+‖h(t)‖ майже скрiзь}, L : Z 7→
7→ P (Z),

L(f) = {g ∈ L2(τ, T ;H)|g(t) ∈ F̂ (y(t)) + h(t) майже скрiзь, y = P−1(f, yτ )}.

Оскiльки, згiдно з лемою 1, якщо fn
w→ f в L2(τ, T ;H), то yn = P−1(fn, yτ ) → y =

= P−1(f, yτ ) в C([τ, T ];H), повторюючи мiркування [15, c. 375] (теорема 3.1), приходимо
до слабкої замкненостi графiка вiдображення L, що дозволяє скористатися теоремою
Какутанi [18, с. 336] (теорема 13) i стверджувати iснування нерухомої точки f ∈ L(f).
Оскiльки Kyτ = {P−1(f, yτ )|f ∈ L(f)}, то Kyτ 6= ∅. Крiм того, оскiльки множина {f ∈
∈ Z|f ∈ L(f)}— компакт в Zw, то з леми 1 маємо компактнiсть Kyτ в C([τ, T ];H).

Доведемо для довiльного t ∈ [τ, T ] зв’язнiсть компактної множини Kyτ (t) ⊂ H. Мiр-
куючи вiд супротивного, приходимо до iснування t∗ ∈ (τ, T ), вiдкритих неперетинних
множин U1 i U2, Kyτ (t∗) ⊂ U1 ∪ U2 i розв’язкiв y1(·), y2(·)2 ∈ Kyτ таких, що yi(t

∗) ∈ Ui
i = 1, 2. Скористаємося схемою мiркувань [8, с. 258] (теорема 3). Розглянемо для будь-
яких γ ∈ [τ, T ] i k ≥ 1 задачу

dy

dt
+A(t)y = gk(y(t)) + h(t), t ∈ (γ, T ),

(16)
y(γ) = yi(γ),

де gk — локально лiпшицевi селектори вiдображень Fk : H 7→ P (H), що задовольняють
(8), (9) i мають наступнi властивостi [10, с. 163] (теорема 1.1):

∀y ∈ H ∀k ≥ 1 : F̂ (y) ⊂ . . . ⊂ Fk+1(y) ⊂ Fk(y), ‖Fk(y)‖ ≤ C1 + C2M̂, (17)

∀ε > 0 ∀y ∈ H ∃N ∀k ≥ N : Fk(y) ⊂ Oε(F̂ (y)). (18)
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За першою частиною теореми задача (16) має розв’язок на (γ, T ), до того ж внаслiдок
локальної лiпшицевостi gk вiн єдиний. Позначимо його через yki (t, γ) i розглянемо при
фiксованих k ≥ 1, t ∈ [τ, T ], i = 1, 2, вiдображення [τ, T ] 3 γ 7→ zki (t, γ) ∈ H,

zki (t, γ) =

{
yi(t), t ∈ [τ, γ],
yki (t, γ), t ∈ (γ, T ].

Доведемо його неперервнiсть. Нехай γm ↘ γ0. Якщо t ≤ γ0, то zki (t, γm) = yi(t) =
= zki (t, γ0). Якщо t > γ0, то t > γm i zki (t, γm) = yki (t, γm), zki (t, γ0) = yki (t, γ0). Для
δm ↘ γ0, t > δm > γm > γ0 внаслiдок локальної лiпшицевостi gk маємо оцiнку

‖yki (δm, γm)− yki (δm, γ0)‖ ≤ ‖yki (γm, γm)− yki (γm, γ0)‖eC(yi(γ0))(δm−γm) ≤

≤ (‖yi(γm)− yi(γ0)‖+ ‖yi(γ0)− yki (γm, γ0)‖)×

× eC(yi(γ0))(δm−γm) → 0, m → ∞,

де константа C(yi(γ0)) — це константа Лiпшиця для gk в околi точки yi(γ0), що не зале-
жить вiд m. Звiдси за лемою 1 yki (t, γm) → yki (t, γ0) в H.

Нехай γm ↗ γ0. Якщо t < γ0, то t < γm, отже, zki (t, γm) = yi(t) = zki (t, γ0). Якщо
ж t ≥ γ0 > γm, то zki (t, γm) = yki (t, γm), zki (t, γ0) = yki (t, γ0). Тодi все буде випливати з
леми 1, як тiльки ‖yki (γ0, γm)− yi(γ0)‖ → 0, γm → γ0. Розглянемо vk(t) = yki (t, γm)− yi(t)
для t ∈ [γm, γ0]. Тодi з (16) для майже всiх t ∈ (γm, γ0)

1

2

d

dt
‖vk(t)‖2 + λ1‖vk(t)‖2V ≤ (gk(y

k
i (t, γm))− fi(t), vk(t)),

де fi(t) ∈ F̂ (yi(t)) майже скрiзь вiдповiдає yi(·). Звiдси згiдно з (17)

‖vk(γ0)‖2 ≤ ‖yki (γm, γm)− yi(γm)‖2 +
2C

λ1
(C1 + C2M̂)2(γ0 − γm) → 0, γm → γ0.

Тодi аналогiчно до [8, c. 259] (теорема 3) маємо, що вiдносно одного з номерiв i = 1, 2,
наприклад i = 1, iснують γk ∈ [τ, T ], γk → γ0, такi, що для функцiї

yk(t) =

{
y1(t), t ∈ [τ, γk],
yk1 (t, γk), t ∈ (γk, T ],

маємо yk(t∗) /∈ U1 ∪ U2. Покладемо

fk(t) =

{
f1(t), t ∈ [τ, γk],
gk(y

k(t)), t ∈ (γk, T ],

де f1(t) ∈ F̂ (y1(t)) майже скрiзь вiдповiдає y1(·). Згiдно з умовами (17) по пiдпослiдовнос-
тi fk w→ f в L2(τ, T ;H). Оскiльки yk = P−1(fk + h, yτ ), то з леми 1 випливає, що yk →
→ y = P−1(f + h, yτ ) в C([τ, T ];H). Доведемо, що f(t) ∈ F̂ (y(t)) майже скрiзь на (τ, T ).
Дiйсно, якщо t < γ0, то для достатньо великих k fk(t) ∈ F̂ (y1(t)). Якщо t > γ0, то fk(t) ∈
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∈ Fk(y
k(t)), i, використовуючи мiркування [11, с. 979] (теорема 3), одержуємо f(t) ∈

∈ F̂ (y(t)). Oтже, y ∈ Kyτ i з необхiднiстю y(t∗) ∈ U1 ∪ U2. Отримана суперечнiсть до-
водить теорему.

Основний результат. Позначимо M = {A ∈ L(V, V ∗)| A задовольняє (1), (2)}. Дотри-
муючись [16, с. 168], легко показати, що M — компактний метричний простiр вiдносно
метрики

ρM (A1, A2) = sup
f∈H,‖f‖=1

∥∥(A−1
1 −A

−1
2 )f

∥∥ ,
до того ж збiжнiсть за метрикою ρM еквiвалентна G-збiжностi.

Нехай C(R;M) — клас неперервних функцiй iз R в M з топологiєю рiвномiрної збiж-
ностi на компактах. Для фiксованого A(·) ∈ C(R;M) покладемо

Σ1 := clC(R;M){A(t+ ·)|t ∈ R},

тобто B ∈ Σ1 ⇔ ∃ tn ∀ [a, b] max
t∈[a,b]

ρM (A(t+ tn), B(t)) → 0, n → ∞.

Означення 3. Операторнозначна функцiя A(·) iз класу C(R;M) називається транс-
ляцiйно-компактною в C(R;M), якщо

Σ1 — компакт в C(R;M). (19)

Згiдно з [17, c. 99] умова (19) має мiсце тодi i тiльки тодi, коли

ρM (A(t), A(s)) ≤ α(|t− s|), (20)

де α(p) → 0 при p → 0 + .
На функцiю h накладемо умову

‖h‖2+ := sup
t∈R

t+1∫
t

‖h(s)‖2 ds < ∞, (21)

яка згiдно з твердженням 4.1 [17, c. 105] є критерiєм компактностi множини

Σ2 = cl
L2,w
loc (R;H)

{h(t+ ·) | t ∈ R}, (22)

де L2,w
loc (R;H) — простiр L2

loc(R;H) з топологiєю локальної слабкої збiжностi. Для будь-
якого σ = (Aσ, hσ) ∈ Σ = Σ1 × Σ2 розглянемо задачу

dy

dt
+Aσ(t)y ∈ F (y) + hσ(t),

(11σ)
y(τ) = yτ .

Покладемо для будь-яких τ ∈ R, t ≥ τ i yτ ∈ H

Uσ(t, τ, yτ ) = {y(t)|y(·) — розв’язок (11)σ}. (23)
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Теорема 3. Нехай {A(t)}t∈R задовольняє умови (4) – (6), F — умови (8) – (10), h — умо-
ву (21) i, крiм того, виконуються умови

‖A(t)−A(s)‖ ≤ α(|t− s|), де α(p) → 0, p → 0+, (24)

∃K > 0 ∃ ε > 0 ∀ y ∈ V ∀ ξ ∈ F (y) : (ξ, y) ≤
(
λ1

C
− ε
)
‖y‖2 +K, (25)

де константу λ1 взято з умови (4), константу C — з неперервностi вкладення V ⊂ H.
Тодi формула (23) визначає сiм’ю БП {Uσ | σ ∈ Σ}, що має у фазовому просторi H
iнварiантний, зв’язний, стiйкий глобальний атрактор.

Доведення. З умови (24) аналогiчно [14] (теорема 10) для довiльних t, s ∈ R, f ∈ H,
‖f‖ = 1, випливають нерiвностi

∥∥(A−1(t)−A−1(s))f
∥∥=

∥∥A−1(s)(A(s)−A(t))A−1(t)f
∥∥≤ C

λ2
1

‖(A(s)−A(t))‖ ≤ C

λ2
1

α(|t− s|).

Звiдси маємо виконання умови (20). Тодi, оскiльки для будь-якого σ ∈ Σ вiдображення
Aσ задовольняє умови (4) – (6), hσ ∈ L2

loc(R;H), задача (11)σ глобально розв’язна в тому

ж сенсi, що i задача (11), тобто iснують y ∈ L2
loc(τ,+∞;V ) з

dy

dt
∈ L2

loc (τ,+∞;V ∗) та

f ∈ L2
loc(τ,+∞;H), f(t) ∈ F (y(t)) майже скрiзь такi, що

Pσy :=
dy

dt
+Aσ(t)y = f(t) + hσ(t) майже скрiзь,

y(τ) = yτ .

Розв’язок цiєї задачi далi будемо позначати через P−1
σ (f + hσ, yτ ). Oтже, вiдображення

(23) означене коректно. Перевiримо виконання умов теореми 1. Покажемо, що для до-
вiльного σ ∈ Σ вiдображення (23) є строгим БП. Нехай ξ ∈ Uσ(t, τ, y). Тодi ξ = y(t), y(·)
— розв’язок (11)σ, y(τ) = y. Тому для будь-якого s ∈ [τ, t] y(s) ∈ Uσ(s, τ, y). Розглянемо
функцiю v(p) = y(p), p ≥ s. Тодi v(t) = ξ, v(·) — розв’язок (11)σ на (s,+∞), v(s) = y(s),
отже,

ξ = v(t) ∈ Uσ(t, s, y(s)) ⊂ Uσ(t, s, Uσ(s, τ, y)).

Нехай тепер ξ ∈ Uσ(t, s, Uσ(s, τ, y)). Тодi ξ = y(t), y(·) — розв’язок (11)σ на (s,+∞), y(s) ∈
∈ Uσ(s, τ, y). Отже, iснує v(·) — розв’язок (11)σ на (τ,+∞), v(τ) = y, v(s) = y(s). Розгля-
немо функцiю

θ(p) =

{
v(p), p ∈ [τ, s],
y(p), p > s.

Тодi θ(·) — розв’язок (11)σ на (τ,+∞), θ(τ) = y, θ(t) = y(t) = ξ. Отже, ξ = θ(t) ∈
∈ Uσ(t, τ, y). Таким чином, для будь-якого σ ∈ Σ вiдображення (23) є строгим БП. Тепер
покажемо, що для довiльних (t, τ) ∈ Rd, p ∈ R, y ∈ H має мiсце рiвнiсть

Uσ(t+ p, τ + p, y) = UT (p)σ(t, τ, y),
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де {T (t) : Σ 7→ Σ}t∈R — неперервна група зсувiв на Σ. Нехай ξ ∈ Uσ(t + p, τ + p, y). Тодi
ξ = y(t + p), y(·) — розв’язок (11)σ на (τ + p,+∞), y(τ + p) = y. Розглянемо функцiю
v(s) = y(s + p), s ≥ τ. Тодi v(·) — розв’язок (11)T (p)σ на (τ,+∞), v(τ) = y(τ + p) = y,
v(t) = y(t+ p) = ξ, отже, ξ = v(t) ∈ UT (p)σ(t, τ, y). Далi, оскiльки

UT (p)σ(t, τ, y) ⊂ UT (−p)T (p)σ(t+ p, τ + p, y) = Uσ(t+ p, τ + p, y),

то маємо шукану рiвнiсть.
Для доведення (1) домножимо (11)σ скалярно в H на y(t) i з урахуванням (25) одержи-

мо для розв’язкiв (11)σ апрiорну оцiнку

d

dt
‖y(t)‖2 + 2λ1‖y(t)‖2V ≤

(
2λ1

C
− 2ε

)
‖y(t)‖2 + 2(hσ(t), y(t)) + 2K. (26)

Звiдси
d

dt
‖y(t)‖2 + ε‖y(t)‖2 ≤ 1

ε
‖hσ(t)‖2 + 2K.

Оскiльки згiдно з (21) з [17, с. 105] маємо supσ∈Σ ‖hσ‖+ ≤ ‖h‖+, то з останньої нерiвностi
випливає, що для всiх t ≥ 0 справджується оцiнка

‖y(t)‖2 ≤ ‖y(0)‖2e−εt +
2K

ε
+

1

ε

t∫
0

‖hσ(s)‖2+eε(s−t) ds ≤

≤ ‖y(0)‖2e−εt +
2K

ε
+

1

ε

(
1 +

1

ε

)
‖h‖2+, (27)

яка i гарантує виконання умови дисипативностi (1).
Для доведення (2) розглянемо послiдовнiсть ξn ∈ UΣ(t, 0, B), T > t > 0. Тодi ξn =

= yn(t), yn(·) = P−1
σn (fn + hσn , y

n
0 ), де yn0 ∈ B, fn(t) ∈ F (yn(t)) майже скрiзь, σn ∈ Σ. Тодi

згiдно з (27) по пiдпослiдовностi fn
w→ f в L2(0, T ;H), hσn

w→ hσ в L2(0, T ;H), yn0
w→ y0 в

H, σn → σ. Таким чином, для будь-якого t ∈ [0, T ]Aσn(t)
G→ Aσ(t).ПокажемоG-збiжнiсть

параболiчних операторiв Pσn =
d

dt
+ Aσn . Для цього скористаємось мiркуваннями з [14]

(теорема 10) i покажемо, що для довiльного σ ∈ Σ оператори Aσ задовольняють (24).
Дiйсно, ∀σ ∈ Σ ∃tn ↗ +∞ : A(· + tn) → Aσ(·) в C(R,M). Зокрема, ∀ t ∈ R ∀ f ∈ V ∗ :
A−1(t+ tn)f

w→ A−1
σ (t)f в V. Тодi для довiльних t, s виконуються нерiвностi∥∥(A−1

σ (t)−A−1
σ (s))f

∥∥
V
≤ sup

n

∥∥(A−1(t+ tn)−A−1(s+ tn))f
∥∥
V
≤

≤ sup
n

∥∥A−1(t+ tn)−A−1(s+ tn)
∥∥ ‖f‖V ∗ ≤

≤ C

λ2
1

sup
n
‖A(t+ tn)−A(s+ tn)‖ ‖f‖V ∗ ≤

C

λ2
1

α(|t− s|) ‖f‖V ∗ .
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З цiєї нерiвностi та з рiвностi Aσ(t)−Aσ(s) = Aσ(s)(A−1
σ (s)−A−1

σ (t))Aσ(t) маємо

∀ σ ∈ Σ ‖Aσ(t)−Aσ(s)‖ ≤ C

λ2
1

α(|t− s|).

Тодi з [14, c. 25] (теорема 10) випливає, що Pσn
G→ Pσ =

d

dt
+ Aσ. Тепер з леми 1 маємо

передкомпактнiсть {ξn} в H, а отже, виконання (2).
Для доведення (3) розглянемо ξn = yn(tn), де tn → t0, yn(·) = P−1

σn (fn + hσn , ηn),
ηn → η0, σn → σ0. Повторюючи попереднi мiркування для T > t0, з урахуванням сильної
збiжностi ηn → η маємо, що по деякiй пiдпослiдовностi yn(·) → y(·) = P−1

σ0 (f + hσ0 , η0)

в C([0, T ];H), зокрема, ξn → y(t0) в H. Оскiльки fn
w→ f в L2(0, T ;H), то з теореми

Мазура f(t) ∈
∞⋂
n=1

clH(co
∞⋃
k=n

fk(t)) майже скрiзь i з (9) i вкладення fn(t) ∈ F (y(t)) майже

скрiзь одержуємо, що f(t) ∈ F (y(t)) майже скрiзь. Звiдси y(t0) ∈ Uσ0(t0, 0, η0), i теорему
доведено.

Зауваження 1. Умова (24) збiгається з умовою (37) роботи [14] i забезпечуєG-збiжнiсть
параболiчних операторiв Pσn .

Зауваження 2. Умова (25) забезпечує дисипативнiсть задачi (11). Її можна замiнити
умовою

∃K > 0 ∃ ε ≥ 0 ∀ y ∈ V ∀ ξ ∈ F (y) : (ξ, y) ≤ −ε‖y‖2 +K,

яка накладає бiльш жорсткi обмеження на багатозначне збурення, проте не використо-
вує параметри диференцiального оператора.

Наведемо приклад операторiв A(t) та функцiї F (y), для яких для задачi (11) має мiсце
дана теорема. Розглянемо оператор [14, с. 11]

A(t) = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x, t)

∂

∂xj

)
,

де aij(x, t) — вимiрнi по x i неперервнi по t функцiї, заданi в цилiндрi Q = Ω× (0, T ), Ω —
область в Rn, до того ж

λ1|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x, t)ξi ξj ≤ Λ1|ξ|2, Λ1 = const > 0,

∣∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiηj

∣∣∣∣∣∣ ≤ λ
1/2
2

Λ
1/2
1

 n∑
i,j=1

aij(x, t)ξi ξj

1/2 n∑
i,j=1

aij(x, t)ηi ηj

1/2

,

ess sup
x∈Ω
|aij(x, t)− aij(x, s)| ≤ α(|t− s|),

де α(p) → 0, p → 0 + . Тодi для H = L2(Ω), V = H1
0 (Ω) виконуються умови (4) – (6), (24).

Для побудови багатозначного збурення покладемо для y ∈ L2(Ω)

F (y) = {u ∈ L2(Ω) | g(y(x)) ≤ u(x) ≤ f(y(x))},
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де g : R 7→ R− — напiвнеперервне знизу, f : R 7→ R+ — напiвнеперервне зверху, до того
ж для будь-якого s ∈ R

−
(
λ1

C
− ε
)
|s| −K ≤ g(s) ≤ f(s) ≤

(
λ1

C
− ε
)
|s|+K.

Тодi з леми 3 [12, с. 1470] випливає, що F : H 7→ P (H) задовольняє умови (8) – (10) i
виконується (25).
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