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A criterion for existence of an unique asymptotic solution is obtained for a singular perturbed linear
Noetherian boundary value problem for ordinary differential equation assumption that the matrix of the
linear part has a spectrum, which is non equal to zero.

It is proved that boundary value problem has a solution with two boundary layers and it is constructed
the asymptotic of thos solution.

Для нетерової сингулярно збуреної лiнiйної крайової задачi отримано критерiй iснування єди-
ного асимптотичного розв’язку у випадку, коли спектр матрицi лiнiйної частини не дорiвнює
нулю. Доведено, що крайова задача має розв’язок з двома примежовими шарами, та побудовано
асимптотику цього розв’язку.

1. Постановка задачи. В работах А.Н. Тихонова [1, 2] заложены основы теории сингуляр-
ных возмущений для обыкновенных дифференциальных уравнений. Разные методы для
асимптотического исследования сингулярно возмущенных задач приведены в [3]. Резуль-
таты А.Б. Васильевой [4, 5] и А.Б. Васильевой, В.Ф. Бутузова [6, 7] широко используются
для построения асимптотических решений систем сингулярно возмущенных дифферен-
циальных уравнений. Вопросы, связанные с асимптотическим вычислением релаксаци-
онных колебаний, рассмотрены в [8, 9]. Метод регуляризации сингулярных возмущений
изложен в [10]. В работах [11, 12] разработан метод расщепления дифференциальных
уравнений для получения асимптотических разложений, близких к регуляризованным.

В данной работе рассматривается поведение при ε → 0 решения линейной краевой
задачи

εẋ = Ax+ εA1(t)x+ ϕ(t), t ∈ [a, b], 0 < ε << 1, (1)

l(x) = h, h ∈ Rm, (2)

причем коэффициенты системы (1) и равенство (2) подчинены условиям:
1) A1(t) (n×n)-мерная матрица, A1(t) ∈ C∞[a, b]; ε(t) n-мерная вектор-функция,

ε(t) ∈ C∞[a, b];
2) A постоянная (n × n)-мерная матрица, det A 6= 0; если λi собственные числа

матрицы A, то предполагаем, что Reλi < 0, i = 1, k, k < n; Reλi > 0 i = k + 1, n;
3) l линейный векторный функционал, определенный на пространстве n-мерных,

непрерывных на [a, b] вектор-функций: l = col (l1, ..., lm), l : C[a, b]→ Rm.
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Условие 2 показывает, что мы рассматриваем условно устойчивый случай [6].
Рассмотрим задачу (1), (2) в классе непрерывно дифференцируемых функций. Тогда

область определения D(Lε) оператора (Lεx)(t) = εẋ(t) − Ax(t) − εA1(t)x(t) состоит из
функций, имеющих на отрезке [a, b] непрерывные производные и удовлетворяющих кра-
евому условию (2). При ε = 0 получаем вырожденное уравнение Ax0(t) + ϕ(t) = 0, ре-
шение которого x0(t) = −A−1ϕ(t) для произвольных ϕ(t) ∈ C∞[a, b] не принадлежит
области определения D(Lε) оператора Lε, так как, вообще говоря, условие l(x0) = h не
выполняется.

Пусть уравнение (1) разрешимо при любом ε ∈ C∞[a, b]. Тогда размерность ядра опе-
ратора Lε равна размерности n системы, и краевая задача (1), (2) является нетеровой с
индексом n−m : ind [Lε, l] = n−m 6= 0. Она будет фредгольмовой (ind [Lε, l] = 0) тогда и
только тогда, когда m = n [1].

В настоящей работе мы получим условие разрешимости и построим асимптотическое
решение задачи (1), (2) в случае m 6= n. Покажем, что при определенных условиях кра-
евая задача (1), (2) имеет решение с двумя пограничными слоями в окрестностях точек
t = a и t = b. Приведем асимптотическую оценку этого решения относительно малого
параметра ε. Решение при ε → 0 будет стремится к решению вырожденной системы при
t ∈ (a, b).

Случай det A 6= 0 исследован в [13].
В фредгольмовом случае (m = n) асимптотическое интегрирование краевой задачи

для нелинейных и слабонелинейных систем с краевым условием в двух точках изучено в
[6, 7] с помощью пограничных функций, а в [10] с помощью метода регуляризации.

2. Формальное асимптотическое разложение. Формальное асимптотическое разло-
жение решений задачи (1), (2) будем искать в виде ряда

x(t, ε) =
∞∑
i=0

[xi(t) + Πi(τ) +Qi(ν)] εi, τ =
t− a
ε

, ν =
t− b
ε

, (3)

где xi(t), Πi(τ) и Qi(ν) неизвестные n-мерные вектор-функции, причем через Πi(τ)
(см. [6, 7]) обозначены пограничные функции в окрестности точки t = a, а через Qi(ν)

пограничные функции в окрестности точки t = b. Они будут построены так, что при
0 < ε ≤ ε0 выполняются неравенства

‖Πi(τ)‖ ≤ γi exp(−αiτ), τ ≥ 0, ‖Qi(ν)‖ ≤ γi exp(αi, ν), ν ≤ 0.

Здесь γi, γi и αi, αi некоторые положительные постоянные при i = 0, 1, 2, ... .
Подставляя ряд (3) в систему (1), для xi(t) получаем рекуррентные выражения

xi(t)q =

{
−A−1ϕ(t), i = 0;

A−1(Lxi−1)(t), i = 1, 2, ... ,
(4)

где L дифференциальный оператор, L =
d

dt
−A1(t).

Пограничные функции Πi(t) иQi(ν) получаем как решения дифференциальных урав-
нений

d

dτ
Πi(τ) = AΠi(τ) + fi(τ), τ ∈ [0, τb], τb =

b− a
ε

, (5)
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fi(τ) =


0, i = 0;

0∑
q=i−1

1
q!
τ qA

(q)
1 (a)Πi−1−q(τ), i = 1, 2, ... ,

(6)

d

dν
Qi(ν) = AQi(ν) + f i(ν), ν ∈ [νa, 0], νa =

b− a
ε

, (7)

f i(ν) =


0, i = 0;

0∑
q=i−1

1
q!
νqA

(q)
1 (b)Qi−1−q(ν), i = 1, 2, ... .

(8)

На основании (2) коэффициенты ряда (3) удовлетворяют краевым условиям

l(xi) + l

(
Πi

(
(·)− a
ε

))
+ l

(
Qi

(
(·)− b
ε

))
=

{
h, i = 0;

0, i = 1, 2, ... .
(9)

Известно, что если спектр оператора A распадается на два спектральных множества,
лежащих внутри левой и правой полуплоскости, то для уравнения ẋ = Ax существуют
интегральные многообразия S+ (устойчивое) и S− (неустойчивое). Решения, начинаю-
щиеся в S+, экспоненциально убывают (оставаясь в S+), а решения, начинающиеся в S−,
экспоненциально возрастают (оставаясь в S−).

Решение системы (5), (7) будем искать в виде суммы решений однородной системы
ẋ = Ax с начальным условием, принадлежащим S+, и частного решения, которое экспо-
ненциально затухает.

Для системы
d

dτ
Πi(τ) = AΠi(τ) устойчивое интегральное многообразие имеет вид

Πi2(τ) = HΠi1(τ), i = 0, 1, ... , (10)

где Πi(τ) = [Πi1(τ),Πi2(τ)]T ,Πi1(τ) и Πi2(τ) соответственно k- и (n−k)-мерные вектор-
функции.

Для системы
d

dν
Qi(ν) = AQi(ν) это многообразие имеет аналогичный вид

Qi1(ν) = HQi2(τ), i = 0, 1, ... , (11)

гдеQi(ν) = [Qi1(ν)Qi2(ν)]T ,Qi1(ν) иQi2(ν) соответственно k- и (n−k)-мерные вектор-
функции.

Обозначим через B постоянную матрицу, которая удовлетворяет условию

B−1AB = [A+, A−],

так что Reλj(A+) < 0, j = 1, k, Reλj(A−) > 0, j = 1, n. Если

B =
[
B11 B12

B21 B22

]
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и detB11 6= 0,detB22 6= 0, то H = B21B
−1
11 , H = B12B

−1
22 , где H имеет размерность (n −

−k)× k, а H k × (n− k).
Обозначим через X(t) нормированную фундаментальную матрицу системы ẋ = Ax.
Лемма 1. Пусть для матрицы A выполняется условие 2, P спектральный проек-

тор матрицы A на левую полуплоскость, а для функций g(τ) ∈ C[0,∞), g(ν) ∈ C(−∞, 0]
выполнены неравенства

‖g(τ)‖ ≤ c∗ exp(−α∗τ), c∗ > 0, α∗ > 0, τ ≥ 0,

‖g(ν)‖ ≤ c∗ exp(−α∗ν), c∗ > 0, α∗ > 0, ν ≤ 0.

Тогда система
d

dτ
x = Ax+g(τ), τ ∈ [0,∞),

d

dν
y = Ay+g(ν), ν ∈ (−∞, 0], имеет частные

решения (Lrg)(τ), (Lνg)(ν) вида

(Lτg)(τ) =

∞∫
0

K(τ, s)g(s)ds, (Lνg)(ν) =

0∫
−∞

K(ν, s)g(s)ds, (12)

удовлетворяющие неравенствам

‖(Lτg)(τ)‖ ≤ c exp(−γτ), τ ≥ 0; ‖(Lνg)(ν)‖ ≤ c exp(γν), ν ≤ 0,

где c, c, γ, γ некоторые положительные постоянные, а

K(τ, s) =

{
X(τ)PX−1(s), 0 ≤ s ≤ τ < +∞;

−X(τ)(I − P )X−1(s), 0 ≤ τ ≤ s < +∞,

K(ν, s) =

{
−X(ν)(I − P )X−1(s), −∞ < ν ≤ s ≤ 0;

X(ν)PX−1(s), −∞ < s ≤ ν < 0.

Доказательство леммы проверяется непосредственно.
Пусть i = 0. Из (5) и (7) следует, что решения системы дифференциальных уравнений

d

dτ
Π0(τ) = AΠ0(τ), τ ∈ [0,+∞), (13)

d

dν
Q0(ν) = AQ0(ν), ν ∈ (−∞, 0], (14)

имеют вид

Π0(τ) = X(τ)Π0(0), τ ∈ [0,+∞), Q0(ν) = X(ν)Q0(0), ν ∈ (−∞, 0], (15)

причем Π0(0) и Q0(0) принадлежат линейным интегральным многообразиям (10), (11).
Получаем

Π0(0) = [Ek ,H]TΠ01(0), Q0(0) = [H ,En−k]TQ02(0),
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где Ek и En−k соответственно (k × k)- и (n− k)× (n− k)-мерные единичные матрицы.
Обозначим через Xk(τ) = X(τ)[Ek, H]T (n − k)-мерную матрицу, а через Xn−k(ν) =

= [X,En−k]T (n×(n−k))-мерную матрицу. Тогда решения Π0(τ) иQ0(ν) (15) принимают
вид

Π0(τ) = Xk(τ)Π01(0), τ ∈ [0,+∞),

Q0(ν) = Xn−k(ν)Q02(0), ν ∈ (−∞, 0].
(16)

Пусть D1(ε) = l
(
Xk

((·)− a
ε

))
(m × k)-мерная матрица; D2(ε) = l

(
Xn−k

((·)− b
ε

))
(m× (n− k))-мерная матрица; h0 = h+ l(A−1φ(·)).
Все коэффициенты разложения (3) должны удовлетворять краевым условиям (9).

Подставим x0(t) из (4), Π0(τ), Q0(ν) из (16) в (9) при k = 0. Для определения Π01(0) и
Q02(0) получим алгебраическую систему

D0

[
Π01(0)
Q02(0)

]
= h0, (17)

в которой D(ε) = [D1(ε), D2(ε)] (m× n)-мерная матрица.
Структура матрицыD(ε) зависит от вида функционала l. МатрицыD(ε) содержат как

слагаемые элементы

εs exp
(
−α
ε

)
, α > 0, q ∈ N.

В зависимости от структуры матрицы D(ε) рассмотрим случай, когда D(ε) = D0 +
+O

(
εs exp

(
−α
ε

))
, где α > 0, s ∈ N, D0 (m× n)-мерная постоянная матрица.

Все члены εs exp
(
−α
ε

)
экспоненциально малы по ε и их можно опустить, поскольку

они более высокого порядка малости. Тогда система (17) принимает вид

D0

[
Π01(0)
Q02(0)

]
= h0. (18)

Пусть выполнено условие 4) rankD0 = n1 < min(m,n). Введем матрицы-ортопроекторы
PD0 и PD∗0 :

PD0 : Rn → ker (D0), PD∗0 : Rm → ker (D∗0), D∗0 = DT
0 .

ЧерезD+
0 обозначим единственную по Муру Пенроузу (n×m)-мерную псевдообрат-

ную матрицу к матрице D0 [14 17]. Пусть PD∗0d (d×m)-мерная матрица, составленная
из d = m−n1 линейно независимых строк матрицы PD∗0 , и PD0r матрица, составленная
из r = n− n1 линейно независимых столбцов матрицы P0.

Система (18) имеет решение

Π01(0) = [P rD0
]kcr0 + [D+

0 h0]k, Q02(0) = [P rD0
]n−kcr0 + [D+

0 h0]n−k (19)

тогда и только тогда, когда

PD∗0h0 = 0 =⇒ P dD∗0h0 = 0.
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Матрицы [D+
0 h0]k и [D+

0 h0]n−k составлены соответственно из k и n − k строк матрицы
D+

0 h0 (то же самое можно сказать и о матрицах [P rD0
]k, [P rD0

]n−k). Подставим (19) в (16).
Тогда Π0(τ) и Q0(ν) будут зависеть от постоянного вектора cr0 ∈ Rr:

Π0(τ) = Xkr(τ)cr0 + Π0(τ), Q0(ν) = Xn−k,r(ν)cr0 +Q0(ν), (20)

где Xkr(τ) = Xk(τ)[P rD0
]k (n × r)-мерная матрица, Xn−k,r(ν) = Xn−k(ν)[P rD0

]n−k
((n− k)× r)-мерная матрица, Π0(τ) = Xk(τ)[D+

0 h0]k, Q0(ν) = Xn−k(ν)[D+
0 h0]n−k.

Постоянный вектор cr0 определим при нахождении Π1(τ), Q1(ν).
Из системы (5), (7) при i = 1 получаем

Π1(τ) = Xk(τ)Π11(0) + (Lτf1)(τ), Q1(ν) = Xn−k(ν)Q12(0) + (Lνf1)(ν). (21)

Частные решения (Lτf1)(τ) и (Lνf1)(ν) имеют вид (12). Из (6), (8) и (20) имеем

f1 = f1(τ, cr0) = A1(a)Π0(τ) = F0(τ)cr0 + F1(τ),

f1 = f1(ν, cr0) = A1(b)Q0(ν) = F 0(ν)cr0 + F 1(ν),

где

F0(τ) = A1(a)Xkr(τ), F 0(ν) = A1(b)Xn−k,r(ν),

F1(τ) = A1(a)Π0, F 1 = A1(b)Q0(ν).

Функции f1(τ), f1(ν) удовлетворяют условиям леммы 1.
Подставляя (21) в краевые условия (9) при i = 1:

lx1(·) + lΠ1(·) + lQ1(·) = 0,

получаем систему типа (17)

D(ε)
[

Π11(0)
Q12(0)

]
= h1, (22)

где

h1(ε, cr0) = −
(
l(LτF0 + LνF 0)

)
(·)cr0 −

(
lA−1(L1x0)

)
(·)−

(
l(LτF1 + LνF 1)

)
(·). (23)

Опуская экспоненциально малые элементы в D(ε), в силу условия 4 получаем реше-
ние системы (22):

Π11(0) =
[
P rD0

]
k
cr1 +

[
D+

0 h1(ε)
]
k
, Q12(0) =

[
P rD0

]
n−k c

r
1 +

[
D+

0 h1(ε)
]
n−k

в том и только в том случае, когда

PD∗0h1(ε) = 0 =⇒ P dD∗0h1(ε) = 0.

Подставляя в последнее равенство (23) и обозначая

D(ε) = P dD∗0

(
l(LτF0 + LνF 0)

)
(·),
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b1(ε) = −
(
lA−1(L1x0)

)
(·)−

(
l(LτF1 + LνF 1)

)
(·),

имеем

D(ε)cr0 = P dD∗0b1(ε). (24)

Предположим, что D(ε) = D0 + O
(
εk exp

(
−α
ε

))
, α > 0, k ∈ N , D0 (d × r)-мерная

постоянная матрица, b1(ε) = b10 + εb11 + · · · + εsb1s + O
(
εq exp

(
−α
ε

))
, bis ∈ Rd. После

отбрасывания экспоненциально малых элементов система (24) принимает вид

D0c
r
0 = P dD∗0 (b10 + εb11 + · · ·+ εsb1s). (25)

Пусть выполнены следующие условия:
5) rankD0 = r;
6) P d1

D
∗
0

P dD∗0
= 0, d1 = d− r.

Решение системы (25) cr0 ищем в виде

cr0 = cr00 + εcr01 + · · ·+ εscr0s.

Из (25) с учетом условий 5 и 6 находим

cr0j = D+
0 P

d
D∗0
b1j , j = 0, s.

Подставляя cr0 в (20), получаем окончательные выражения для Π0(τ) и Q0(ν):

Π0(τ) = Xkr(τ)D+
0 P

d
D∗0

s∑
j=0

εjb1j + Π0(τ),

Q0(ν) = Xn−k,r(ν)D+
0 P

d
D∗0

s∑
j=0

εjb1j +Q0(ν).
(26)

Предположим, что определены пограничные функции

Πi−1(τ) = Xkr(τ)D+
0 P

d
D∗0

s∑
j=0

εjb1j + Πi−1(τ),

Qi−1(ν) = Xn−k,r(ν)D+
0 P

d
D∗0

s∑
j=0

εjb1j +Qi−1(ν).

Это полностью определяет и векторы cri−1 ∈ R. Пограничные функции Πi(τ) и Qi(ν)
имеют вид

Πi(τ) = Xkr(τ)cri + Πi(τ), Qi(ν) = Xn−k,r(ν)cri +Qi(ν), (27)

где

Πi(τ) = Xkr

[
D+

0 hi(ε)
]
k

+ (Lτfi)(τ),
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Qi(ν) = Xn−k,r(ν)
[
D+

0 hi(ε)
]
n−k + (Lνf i)(ν),

hi(ε) =
(
l(LτF0 + LνF 0)

)
(·)cri−1 −

(
lA−1(L1xi−1)

)
(·)−

(
l(LτFi + LνF i)

)
(·),

Fi(τ) =
1∑

q=i−1

1
q!
τ qA

(q)
1 (a)Πi−1−q(τ) +A1(a)Πi(τ),

F i(ν) =
1∑

q=i−1

1
q!
νqA

(q)
1 (b)Qi−1−q(ν) +A1(b)Qi(ν).

Вектор cri определим с помощью пограничных функций Πi+1(τ) и Qi+1(ν). Имеем

Πi+1(τ) = Xk(τ)Πi+1,1(0) + (Lτfi+1)(τ),

Qi+1(ν) = Xn−k(ν)Qi+1,2(0) + (Lνf i+1)(ν),
(28)

где

fi+1 = fi+1(τ, cri ) = F0(τ)cri + Fi+1(τ),

f i+1 = f i+1(ν, cri ) = F 0(ν)cri + F i+1(ν),

Fi+1(τ) =
1∑
q=i

1
q!
τ qA

(q)
1 (a)Πi−q(τ) +A1(a)Πi+1(τ),

F i+1(ν) =
1∑
q=i

1
q!
νqA

(q)
1 (b)Qi−q(ν) +A1(b)Qi+1(ν).

Для функций fi+1, f i+1 выполняются условия леммы 1.
Из краевого условия lxi+1(·) + lΠi+1(·) + lQi+1(·) = 0 и из (5), (28) получаем

D(ε)
[

Πi+1,1(0)
Qi+1,2(0)

]
= hi+1(ε), (29)

где

hi+1(ε, cri ) = −
(
lA−1(L1xi)

)
(·)− (l(Lτfi+1)) (·)−

(
l(Lνf i+1)

)
(·) =

= −
(
l(LτF0 + LνF 0)

)
(·)cri −

(
lA−1(L1xi)

)
(·)−

(
l(LτFi+1 + LνF i+1)

)
(·).

Условие разрешимости P dD∗0
hi+1(ε, cri ) = 0 системы (29) приводит к определению cri .

Имеем

D(ε)cri = P dD∗0bi+1(ε), cri ∈ Rr,

где

bi+1(ε) = −
(
lA−1(L1xi)

)
(·)−

(
l(LτFi+1 + LνF i+1

)
(·).
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Если

D(ε) = D0 +O
(
εk exp

(
−α
ε

))
, α > 0, k ∈ N,

bi+1(ε) =
s∑
j=0

εjbi+1,j +O
(
εj exp

(
−α
ε

))
,

то, опуская экспоненциально малые элементы, с учетом условий 5, 6 получаем коэффи-

циенты crij разложения cri =
s∑
j=0

εjcri,j :

crij = D+
0 P

d
D∗0
bi+1,j , j = 0, s.

Следовательно, из (27) окончательно имеем

Πi(τ) = Xkr(τ)D+
0 P

d
D∗0

s∑
j=0

εjbi+1,j + Πi(τ),

(30)

Qi(ν) = Xn−k,rD
+
0 P

d
D∗0

s∑
j=0

εjbi+1,j +Qi(ν).

Теорема 1. ПустьD(ε) = D0 +O
(
εq
(
−α
ε

))
и выполнены условия 1 6. Тогда краевая

задача (1), (2) имеет единственное формальное асимптотическое разложение вида (3),
если ϕ(t) ∈ C∞[a, b] и h ∈ Rm удовлетворяют условию P dD∗0

h0 = 0, h0 = h + l(A−1ϕ(·)).
Коэффициенты разложения xi(t) и Πi(τ), Qi(ν) имеют вид (4) и (30). Кроме того, по-
граничные функции Πi(τ), Qi(ν) экспоненциально убывают при ε→ 0.

Доказательство. Из изложенного выше и приведенных условий видно, что действи-
тельно коэффициенты асимптотического разложения (3) имеют вид (4), (30). Покажем,
что функции Πi(τ), Qi(ν), i = 0, 1, ..., экспоненциально убывают.

Определим норму (l ×m)-мерной матрицы B = [bij ] равенством ‖B‖ = max
i

n∑
j=1
|bij |. С

учетом вида X(τ), Π0(τ) и Q0(ν) из (26) следует, что существует ε0 такое, что при 0 < ε ≤
≤ ε0 выполнено

‖Xkr(τ)‖ ≤ m1 exp(−α1τ), m1 > 0, α1 > 0, τ ≥ 0,

‖Xn−k,r(ν)‖ ≤ m2 exp(α2τ), m2 > 0, α2 > 0, ν ≤ 0,

‖D+
0 h0‖ ≤ m3, m3 > 0;

∥∥∥ s∑
j=0

εjcr0j

∥∥∥≤ m4, m4 > 0.

Тогда можно указать положительные постоянные γ0, β0 и γ0, β0 такие, что

‖Π0(τ)‖ ≤ γ0 exp(−β0τ), τ ≥ 0, ‖Q0(ν)‖ ≤ γ0 exp(β0ν), ν ≤ 0,

т. е. Π0(τ) и Q0(ν) экспоненциально убывают.
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Последовательно показывается, что fi(τ) и f i(ν) экспоненциально убывают, и тогда
из леммы 1 и (30) следует, что все пограничные функции экспоненциально убывают.

Следствие. Пусть выполнены условия 1 3 и rankD0 = n1 = n. Тогда краевая задача
(1), (2) при каждом значении функции ϕ(t) ∈ C∞[a, b] и каждом h ∈ Rm, удовлетво-
ряющем P dD∗0

hi(ε) = 0, i = 0, 1, ... , имеет единственное формальное асимптотическое
разложение вида (3). Коэффициенты разложения xi(t) имеют вид (4), а пограничные
функции Πi(τ), Qi(ν) таковы:

Πi(τ) = Xk(τ)[D∗0hi]k + (Lτfi)(τ), Qi(ν) = Xn−k(ν)[D+
0 hi]n−k + (Lνf i)(ν).

В этом случае PD0 = 0 и [Πi1(0), Qi2(0)]T = D+
0 hi(ε), i = 0, 1, ..., где

hi(ε) = −
(
lA−1(L1xi−1)

)
(·)− (l(Lτfi)) (·)−

(
l(Lνf i)

)
(·), i = 1, 2, ... ,

h0 = h+ (lA−1ϕ)(·).

Замечание 1. Если m = n и detD0 6= 0, то D+
0 = D−1

0 . Если m = n и rankD0 < m = n,
то все выкладки совпадают с изложенным выше.

Замечание 2. Если m 6= n, rankD0 = n1 = m, то PD∗0 = 0, и все системы для опре-
деления [Πi1(0), Qi2(0)]T , i = 0, 1, ... , всегда разрешимы. В этом случае имеем семейство
пограничных функций.

3. Оценка остаточного члена. Решение краевой задачи (1), (2) будем искать в виде

x(t, ε) =
n∑
i=0

εi [xi(t) + Πi(τ) +Qi(ν)] + εn+1ξ(t, ε), (31)

где Pi(τ), Qi(ν) пограничные функции, определенные в п. 2, ξ(t, ε) искомый n-
мерный вектор, n любое целое положительное число.

Докажем, что на сегменте [a, b] при ε → 0 функция ξ(t, ε) удовлетворяет неравенству
‖ξ(t, ε)‖ ≤ c, c положительная постоянная.

Подставляя (31) в (1), (2) и учитывая (4) (8), для определения ξ(t, ε) получаем крае-
вую задачу

εξ̇(t, ε) = Aξ(t, ε) + εA1(t)ξ(t, ε) +H1(t, ε),

l (ξ(·, ε)) = 0.
(32)

С помощью результатов, изложенных в предыдущем пункте, доказывается, что

‖H1(t, ε)‖ ≤ K∗ +K∗ exp
(
−χ∗ t− a

ε

)
+K∗ exp

(
χ∗
t− b
ε

)
, (33)

где K∗ > 0, χ∗ > 0. Подстановкой

ξ(t, ε) = B

[
η(t, ε)
δ(t, ε)

]
,
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где η(t, ε) = (η1, ..., ηk), δ(t, ε) = (δ1, ..., δn−k), система дифференциальных уравнений (32)
приводится к виду

ε

[
η̇
δ̇

]
= B−1AB

[
η
δ

]
+ εB−1AB

[
η(t, ε)
δ(t, ε)

]
+B−1H1(t, ε). (34)

По предположению (n× n)-мерная матрица B удовлетворяет условию

B−1AB = [A+, A−], Reλj(A+) < 0, j = 1, k, Reλj(A−) > 0, j = k + 1, n.

Запишем систему (34) в следующем виде:

εη̇ = A+η + ε[A11(t)η +A12(t)δ] + [B−1H1(t, ε)]k,

εδ̇ = A−δ + ε[A21(t)η +A22(t)δ] + [B−1H1(t, ε)]n−k,
(35)

где B−1A1(t) =
[
A11(t) A12(t)
A21(t) A22(t)

]
, A11, A12, A21 и A22 (k×n)-, (k× (n−k))-, ((n−k)×k)-

и ((n − k) × (n − k))-мерные матрицы, а
[
B−1H1(t, ε)

]
k

и
[
B−1H1(t, ε)

]
n−k первые k и

последние (n− k) строк матрицы
[
B−1H1(t, ε)

]
.

С учетом (33) непрерывные матричные функции
[
B−1H1(t, ε)

]
k

и
[
B−1H1(t, ε)

]
n−k на

интервале [a, b] удовлетворяют неравенствам

∥∥[B−1H1(t, ε)]k
∥∥ ≤ K1 +K1 exp

(
−χt− a

ε

)
+K1 exp

(
χ
t− b
ε

)
,

∥∥∥[B−1H1(t, ε)
]
n−k

∥∥∥ ≤ K1 +K1 exp
(
−χt− a

ε

)
+K1 exp

(
χ
t− b
ε

)
,

где K1 > 0, χ > 0.
Из (32) получим дополнительное условие для системы (35)

l(ξ(·), ε) =⇒ l

(
B

[
η(·, ε)
δ(·, ε)

])
= 0. (36)

Обозначим соответственно через W (t, s, ε),W (t, s, ε) фундаментальные матрицы систем

ε
dη

dt
= A+η, W (s, s, ε) = En, ε

dδ

dt
= A−δ, W (s, s, ε) = En−k.

Тогда для норм матриц W (t, s, ε),W (t, s, ε) справедливы оценки

‖W (t, s, ε)‖ ≤ K0 exp
(
−σ t− s

ε

)
, a ≤ s ≤ t ≤ b,

∥∥W (t, s, ε)
∥∥ ≤ K0 exp

(
−σs− t

ε

)
, a ≤ t ≤ s ≤ b,

где постоянные K0 > 0, σ > 0.
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Систему дифференциальных уравнений (35) преобразуем к системе интегральных
уравнений

η = W (t, a, ε)η(a, ε) +

t∫
a

W (t, s, ε)
1
ε

{
ε[A11(s)η +A12(s)δ] + [B−1H1(s, ε)]k

}
ds,

δ = W (t, b, ε)δ(b, ε) +

t∫
a

W (t, s, ε)
1
ε

{
ε[A21(s)η +A22(s)δ] + [B−1H1(s, ε)]n−k

}
ds,

(37)

где η(a, ε) и δ(b, ε) произвольные k- и (n− k)-мерные постоянные векторы.
Рассмотрим итерационный процесс

η0(t, ε) ≡ 0, δ0(t, ε) ≡ 0,

ηi = W (t, a, ε)η(a, ε) +

t∫
a

W (t, s, ε)
1
ε
{ε[A11(t)ηi−1 +A12(t)δi−1]+

+[B−1H1(t, ε)]k
}
ds,

δi = W (t, b, ε)δ(b, ε) +

b∫
t

W (t, s, ε)
1
ε
{ε[A21(t)ηi−1 +A22(t)δi−1]+

+[B−1H1(t, ε)]n−k
}
ds.

(38)

Введем банахово пространство M [18] из всех непрерывных n-мерных вектор-
функций

z(t, ε) = (η1(t, ε), ..., ηk(t, ε), δ1(t, ε), ..., δn−k(t, ε))
T

на интервале [a, b] с нормой

‖z(t, ε)‖ =
k∑
i=1

max
t∈[a,b]

|ηi(t, ε)|+
n−k∑
i=1

max
t∈[a,b]

|δi(t, ε)|

и расстоянием между элементами

‖z2(t, ε)− z1(t, ε)‖ =
k∑
i=1

max
t∈[a,b]

|η2
i (t, ε)− η1

i (t, ε)|+
n−k∑
i=1

max
t∈[a,b]

|δ2
i (t, ε)− δ1

i (t, ε)|.

Правые части интегральных уравнений (37) будем рассматривать как воздействие неко-
торого оператора F (·) на векторную функцию z(t, ε).

Лемма 2. Пусть выполнены условия:
1) ‖B−1A1(t)‖ ≤ K, где K > 0;
2) при σ > χ и 0 < ε < 1 существуют положительные постоянные c1, c1,

c2, c3 такие, что выполнено 1 + exp
(
−σb− a

ε

)
≤ c1, где 0 < c1 <

1
2K0

, 1 −
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− exp
(
−σb− a

ε

)
= c1, где c1 >

σ(1− 2K0c1)
4KK0

, exp
(
−χb− a

ε

)
− exp

(
−σb− a

ε

)
≤ c2,

1− exp
(
−(σ − χ)

a+ b

ε

)
≤ c3;

3) R = 2K0K1

(
c1

σ
+

c2

σ − χ
+

c3

σ + χ

)
;

4) 0 < ε ≤ ε0 =
σ(1− 2K0c1)

KK0c1
;

5) ‖η(a, ε)‖ ≤ R, ‖δ(b, ε)‖ ≤ R.
Тогда оператор F (z) является оператором сжатия.

Доказательство леммы проводится традиционным способом.
Пусть c4, c5, c6 положительные постоянные такие, что∥∥∥=

D
+
∥∥∥ ≤ c4, ‖l(ψ)‖ ≤ c5‖ψ‖, ‖B‖ ≤ c6.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и леммы 2. Тогда асимптотиче-
ское решение краевой задачи (1), (2) имеет представление (31), где ‖ξ(t, ε)‖ ≤ c при
c > 0, ε ∈ (0, ε0], t ∈ [a, b]. Векторы η(a, ε) и δ(b, ε) определяются из системы алге-
браических уравнений

=
D

[
η(a, ε)
δ(b, ε)

]
= g(ε), (39)

где
=
D = l

([
B11W (t, s, ε) B12W (t, s, ε)
B21W (t, s, ε) B22W (t, s, ε)

])
(m× n) -мерная матрица,

g(ε) = −l


B



(·)∫
a

W (·, s, ε)1
ε

{
ε[A11η +A12δ] + [B−1H1(s, ε)]k

}
ds

b∫
(·)

W (·, s, ε)1
ε

{
ε[A21η +A22δ] + [B−1H1(s, ε)]nk

}
ds




,

если rank
=
D0 = n, c4c5c6 <

1
4

и P=
D0
g(ε) = 0. При этом x(t, ε) стремится к вырожденной

системе при ε→ 0 и t ∈ (a, b).

Доказательство. Из леммы 2 следует, что система (37) имеет единственное непрерыв-
ное решение, не выходящее из области

Ω = {(t, z, ε)|t ∈ [a, b], ‖z‖ ≤ 2R, ε ∈ (0, ε0]}

и зависящее от произвольных векторов η(a, ε), δ(b, ε). Это решение находится с помощью
итерационного процесса (38).

Для первого приближения из (38) с учетом условий леммы 2 имеем

‖z1 − z0‖ ≤ ∆1 + ∆3 ≤ K0Rc1 +
r

2
≤
(
K0c1 +

1
2

)
R ≤ R.
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Если 0 < ε < ε0 и ε0 =
σ(1− 2K0c1)

4KK0c1
, то

‖zj − zj−1‖ ≤ KK0
ε

σ

(
2− exp

(
−σ t− a

ε

)
− exp

(
−σb− t

ε

))
‖zj−1 − zj−2‖ ≤

≤ KK0
ε

σ

(
1− exp

(
−σb− a

ε

))
‖zj−1 − zj−2‖ ≤ KK0

ε

σ
c1 ‖zj−1 − zj−2‖ ≤

≤ 1− 2K0c1

4
‖zj−1 − zj−2‖ ≤

1
2
‖zj−1 − zj−2‖ .

Отсюда следует, что

‖z2 − z1‖ ≤
1
2
R, ‖z3 − z2‖ ≤

1
22
R, . . . , ‖zj − zj−1‖ ≤

1
2j−1

R.

Следовательно, последовательные приближения (38) сходятся абсолютно и равномерно.
Имеем

‖zj(t, ε)‖ ≤
j∑

k=1

‖zk(t, ε)− zk−1(t, ε)‖ ≤
(

1 +
1
2

+
1
22

+ · · ·+ 1
2j−1

)
≤ 2R.

Отсюда следует, что ‖zj(t, ε)‖ ≤ 2R при всех j →∞. Пусть lim
j→∞

zj(t, ε) = z(t, ε) обращает

(37) в тождество. Тогда при ε→ 0 на отрезке [a, b] выполнено

‖z(t, ε)‖ =
∥∥∥∥[ η(t, ε)
δ(t, ε)

]∥∥∥∥ ≤ 2R.

Следовательно, система интегральных уравнений (37) имеет единственное непре-
рывное решение, не выходящее из области Ω и зависящее от произвольных векторов
η(a, ε), δ(b, ε).

Определим η(a, ε) и δ(b, ε) из системы уравнений (39), где
=
D(ε), g(ε) определяются из

выражений (40). Система (39) получается из условия (36).
Пусть

=
D(ε) =

=
D+O

(
εs exp

(
−γ
ε

))
, γ > 0, s ∈ N,

где
=
D (m ×m)-мерная постоянная матрица и rank

=
D = n. Система (49) при ε ∈ (0, ε0]

имеет единственное решение

[
η(a, ε)
δ(b, ε)

]
=

=
D

+
0 g(ε) =


[=
D

+
0 g(ε)

]
k[=

D
+
0 g(ε)

]
n−k


тогда и только тогда, когда P=

D∗0
g(ε) = 0 ∀ ε ∈ (0, ε0].

Для η(a, ε) выполнена оценка

‖η(a, ε)‖ ≤
∥∥∥[=
D

+
0 g(ε)

]
k

∥∥∥ ≤ ∥∥∥=
D

+
∥∥∥ ‖g(ε)‖ ≤ c4‖g(ε)‖ ≤ c4c5c6(∆2 + ∆3) ≤
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≤ c4c5c6

[
2KK0R

ε

σ

(
1− exp

(
−σb− a

ε0

))
+K0K1

(
c1

σ
+

c2

σ − χ
+

c3

σ + χ

)]
≤

≤ c4c5c6

[
2KK0R

ε

σ
c1 + 2R

]
≤ c4c5c6

(
1− 2K0c1

4
− 1
)

2R ≤ c4c5c64R ≤ R.

Аналогично получаем ‖δ(b, ε)‖ ≤ R.
Если выберем c = 2c6R, то из ‖ξ(t, ε)‖ ≤ ‖B‖ ‖z‖ получаем ‖ξ(t, ε)‖ ≤ c при t ∈ [a, b] и

ε ∈ (0, ε0].
Очевидно, выполнено условие x(t, ε)→ x0(t) при ε→ 0 и t ∈ (a, b).
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