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We obtain conditions for existence of bounded solutions of nonlinear difference equations.

Получены условия существования ограниченных решений нелинейных разностных уравнений.

1. Основний об’єкт дослiджень. Нехай Z — множина всiх цiлих чисел, R — множина всiх
дiйсних чисел, C — множина всiх комплексних чисел, En, n ∈ Z, — скiнченновимiрнi
банаховi простори з нормами ‖ · ‖En , n ∈ Z, i нульовими векторами 0n, n ∈ Z, вiдповiдно,
M — банаховий простiр двостороннiх послiдовностей x = (xn)n∈Z, де xn ∈ En, n ∈ Z, з
нульовим елементом 0 = (0n)n∈Z i нормою

‖x‖M = sup
n∈Z
‖xn‖En ,

l∞(Z,K) — банаховий простiр двостороннiх числових послiдовностей a = (an)n∈Z з нор-
мою

‖a‖l∞(Z,K) = sup
n∈Z
|an|

(тут K = R, якщо простiр M дiйсний, i K = C, якщо простiр M комплексний),X i Y — до-
вiльнi банаховi простори i L(X,Y ) — банаховий простiр лiнiйних неперервних операторiв
A, що дiють iз простору X у простiр Y, з нормою

‖A‖L(X,Y ) = sup
‖x‖X=1

‖Ax‖Y .

Розглянемо рiзницевi рiвняння

xn = An−1xn−1, n ∈ Z, (1)

xn = An−1xn−1 + hn, n ∈ Z, (2)

i лiнiйний неперервний оператор D : M → M, що визначається рiвностями

(Dx)n = xn −An−1xn−1, n ∈ Z,

де h = (hn)n∈Z ∈ M, An ∈ L(En, En+1), n ∈ Z, i

sup
n∈Z
‖An‖L(En,En+1) < +∞.
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Будемо вимагати, щоб для розв’язкiв рiвняння (1) мала мiсце експоненцiальна дихо-
томiя на Z (рiвняння e-дихотомiчне) [1]. Це означає, що для кожного m ∈ Z простiр Em
розпадається в пряму суму замкнених пiдпросторiв

Em = E+
m + E−m

i виконуються наступнi умови:
а) проектори P+

m i P−m на пiдпростори E+
m i E−m вiдповiдно рiвномiрно обмеженi, тобто

sup
m∈Z
‖P+

m‖L(Em,Em) + sup
m∈Z
‖P−m‖L(Em,Em) < +∞;

б) для кожного z ∈ E+
m для розв’язку yn задачi

yn+1 = Anyn, n ≥ m,

ym = z

виконується спiввiдношення ‖yn‖En ≤ N1q
n−m
1 ‖z‖Em , n ≥ m, з деякими N1 > 0 i q1 ∈

∈ (0, 1), що не залежать вiд n i m;

в) для кожного z ∈ E−m для розв’язку yn задачi

yn+1 = Anyn, n < m,

ym = z

виконується спiввiдношення ‖yn‖En ≤ N2q
m−n
2 ‖z‖Em , n ≤ m, з деякими N2 > 0 i q2 ∈

∈ (0, 1), що не залежать вiд n i m.
У подальшому також будемо використовувати два класи нелiнiйних операторiв. По-

значимо через K+ множину всiх c-неперервних операторiв K+ : M → l∞(Z,K), для кож-
ного з яких

sup
x∈M
‖K+x‖l∞(Z,K) ≤ 1. (3)

Через K− позначимо множину всiх c-неперервних операторiв K− : M → l∞(Z,K), для
кожного з яких

inf
x∈M, n∈Z

|(K−x)n| ≥ 1 (4)

i

sup
x∈M
‖K−x‖l∞(Z,K) < +∞. (5)

Метою цiєї статтi є доведення наступного твердження.
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Теорема 1. Якщо рiвняння (1) e-дихотомiчне на Z, то для довiльних K+ ∈ K+, K− ∈
∈ K− i h = (hn)n∈Z ∈ M рiвняння

xn = ((K+x)nP
+
n + (K−x)nP−n )An−1xn−1 + hn, n ∈ Z, (6)

має хоча б один розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ M.

Окремими випадками теореми 1 є два твердження.

Наслiдок 1. Нехай iснують такi числа N > 0 i q ∈ (0, 1), що для довiльних m,n ∈ Z,
m ≤ n, виконується нерiвнiсть

‖AnAn−1 . . . Am‖L(Em,En+1) ≤ Nqn−m+1.

Тодi для довiльних K+ ∈ K+ i h = (hn)n∈Z ∈ M рiвняння

xn = (K+x)nAn−1xn−1 + hn, n ∈ Z,

має хоча б один розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ M.

Наслiдок 2. Нехай оператори An : En → En+1, n ∈ Z, мають неперервнi оберненi й
iснують такi числа N > 0 i q ∈ (0, 1), що для довiльних m,n ∈ Z, m ≤ n, виконується
нерiвнiсть ∥∥A−1m A−1m+1 . . . A

−1
n

∥∥
L(En+1,Em)

≤ Nqn−m+1.

Тодi для довiльних K− ∈ K− i h = (hn)n∈Z ∈ M рiвняння

xn = (K−x)nAn−1 xn−1 + hn, n ∈ Z,

має хоча б один розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ M.

У данiй статтi задача про iснування обмежених розв’язкiв рiвняння (6) зводиться до
задачi про iснування нерухомих точок деякого вiдображення, що може бути розривним у
кожнiй точцi простору M (див. п. 3), оскiльки в рiвняннi (6) оператори K+ i K− можуть
мати аналогiчнi властивостi. Очевидно, що у цьому випадку для розв’язання такої задачi
не можна застосовувати вiдомi принцип стискаючих вiдображень [2] та теорему Шаудера
про нерухому точку [3].

Зазначимо, що експоненцiальна дихотомiчнiсть рiзницевого рiвняння (1) на Z дослi-
джувалась у [4] (випадок En = const (див. теорему 7.6.5)) i [1]. Ця властивiсть звичайних
лiнiйних диференцiальних i диференцiально-функцiональних рiвнянь на R вивчалась вiд-
повiдно в [5 – 9] i [10, 11]. Експоненцiальна дихотомiчнiсть рiзницевого рiвняння (1) на
множинах Z+ = {n ∈ Z : n ≥ 0} i Z− = {n ∈ Z : n < 0} або Z− ∪ {0}, коли En ≡ const,
та диференцiальних рiвнянь на пiвосях вивчалась вiдповiдно в [12, 13] i [14, 15].

2. Допомiжнi результати. Наведемо деякi результати статтi [1] про зображення роз-
в’язкiв рiвнянь (2), доповнення до них i теорему про нерухому точку c-неперервного опе-
ратора, потрiбнi для доведення теореми 1.

2.1. Зображення розв’язкiв рiвняння (2). У статтi [1] встановлено наступне тверджен-
ня.
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Теорема 2. Рiвняння (1) e-дихотомiчне на Z тодi i тiльки тодi, коли оператор D має
неперервний обернений.

Ця теорема справджується й у випадках dimEn ≤ +∞, n ∈ Z, i En ≡ E, dimE ≤
≤ +∞ [1].

Експоненцiальна дихотомiя розв’язкiв рiвняння (1) дає змогу (див. [1]) ввести до роз-
гляду функцiю

Gn,m =

{
Bn,m, якщо n ≥ m,
−Cn,m, якщо n < m,

(7)

де Bn,m i Cn,m — операторнi розв’язки вiдповiдно задач

Yn+1 = AnYn, n ≥ m,

Ym = P+
m

i

Zn+1 = AnZn, n < m,

Zm = P−m ,

що визначаються єдиним чином. Завдяки означенню e-дихотомiчностi рiвняння (1) та
теоремi Банаха – Штейнгауза [2, 16] для Gn,m справджується спiввiдношення

‖Gn,m‖L(Em,En) ≤ Nq|n−m|, (n,m) ∈ Z× Z, (8)

де N = max{N1, N2} i q = max{q1, q2}. Тому можна розглянути лiнiйний неперервний
оператор G, що дiє у просторi M i визначається рiвнiстю

(Gh)n =
∑
m∈Z

Gn,mhm, n ∈ Z.

Цей оператор називається оператором Грiна, а Gn,m — функцiєю Грiна оператора D.

Згiдно з [1] та теоремою 2 справджується наступне твердження.

Теорема 3. Якщо оператор D : M → M має неперервний обернений оператор D−1,
то

D−1 = G.

Отже, у випадку e-дихотомiчного рiвняння (1) для кожного h = (hn)n∈Z ∈ M єдиний
розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ M рiвняння (2) зображується за допомогою формули

xn =
∑
m∈Z

Gn,mhm, n ∈ Z, (9)
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яку на пiдставi (7) можна записати у виглядi

xn = P+
n hn +

n−1∑
m=−∞

Bn,mhm −
+∞∑

m=n+1

Cn,mhm, n ∈ Z. (10)

Ми використаємо формулу, аналогiчну (10), для дослiдження рiвняння (6). Для цього нам
потрiбнi будуть деякi властивостi операторiв An, n ∈ Z, Bn,m, n ≥ m, Cn,m, n ≤ m, i
просторiв E−n , E

+
n , n ∈ Z.

Позначимо через R(A) множину значень оператора A ∈ L(X,Y ), тобто множину
{Ax : x ∈ X}, а через dimX розмiрнiсть простору X.

Теорема 4. Справджуються спiввiдношення

AnE
+
n ⊂ E+

n+1, n ∈ Z, (11)

AnE
−
n = E−n+1, n ∈ Z, (12)

R(Bn,m) ⊂ E+
n , n ≥ m, (13)

R(Cn,m) = E−n , n < m, (14)

i

dimE−n = dimE−n+1, n ∈ Z. (15)

Доведення. Спочатку покажемо, що виконується спiввiдношення

AnE
−
n ⊂ E−n+1, n ∈ Z. (16)

Справдi, якщо для деякого числа k0 ∈ Z

Ak0E
−
k0
\ E−k0+1 6= ∅,

то для деяких ненульових векторiв a− ∈ E−k0 i b+ ∈ E+
k0+1

Ak0a
− = b+.

Легко перевiрити, що

zn =

{
Cn,k0a

−, якщо n ≤ k0,
Bn,k0+1b

+, якщо n ≥ k0 + 1,

є обмеженим розв’язком рiвняння (1). Тому на пiдставi теореми 2 рiвняння (1) не може
бути e-дихотомiчним. Отже, спiввiдношення (16) виконується.
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Перейдемо до встановлення спiввiдношення (13).
Припустимо, що це спiввiдношення є хибним. Iснують такi числа m0, n0 ∈ Z i вектори

x+ ∈ E+
m0
, y+ ∈ E+

n0
, y− ∈ E−n0

(‖y−‖En0
6= 0), для яких

Bn0,m0x
+ = y+ + y−.

Легко перевiрити, що

vn =

{
Bn,m0x

+ −Bn,n0y
+, якщо n ≥ n0,

Cn,n0y
−, якщо n < n0,

є розв’язком рiзницевого рiвняння (1). Тут Bn,m0x
+, Bn,n0y

+ i Cn,n0y
− — розв’язки вiд-

повiдно задач

xn+1 = Anxn, n ≥ m0,

xm0 = x+,

un+1 = Anun, n ≥ n0,

un0 = y+

i

wn+1 = Anwn, n < n0,

wn0 = y−.

Оскiльки

‖Bn,m0x
+‖En ≤ N1q

n−m0
1 ‖x+‖Em0

, n ≥ m0,

‖Bn,n0y
+‖En ≤ N1q

n−n0
1 ‖y+‖En0

, n ≥ n0,

i

‖Cn,n0y
−‖En ≤ N2q

n0−n
2 ‖y−‖En0

, n ≤ n0

(тут N1, N2, q1 i q2 — тi самi числа, що i в означеннi e-дихотомiчностi рiвняння (1)), то

‖vn‖En ≤ N3q
|n−n0|, n ∈ Z,

для деякого числа N3 > 0 i q = max{q1, q2}. Тому v = (vn)n∈Z ∈ M \ {0} i, отже,
kerD 6= {0}. Звiдси на пiдставi теореми Банаха про обернений оператор [2] випливає,
що оператор D не має неперервного оберненого, а рiвняння (1) не є e-дихотомiчним.
Отже, припущення про невиконання (13) є хибним.

Спiввiдношення (11) випливає iз (13) при m = n− 1.
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Тепер покажемо, що

R(Cn,m) ⊂ E−n , n < m. (17)

Припустимо, що це спiввiдношення не виконується. Iснують такi числа m0, n0 ∈ Z i век-
тори x− ∈ E−m0

, y− ∈ E−n0
, y+ ∈ E+

n0
(y+ 6= 0n0), для яких

Cn0,m0x
− = y− + y+.

Легко перевiрити, що

sn =

{
Cn,m0x

− − Cn,n0y
−, якщо n ≤ n0,

Bn,n0y
+, якщо n > n0,

є розв’язком рiзницевого рiвняння (1). Тут Cn,m0x
−, Cn,n0y

− i Bn,n0y
+ — розв’язки вiдпо-

вiдно задач

xn+1 = Anxn, n < m0,

xm0 = x−,

un+1 = Anun, n < n0,

un0 = y−

i

wn+1 = Anwn, n ≥ n0,

wn0 = y+.

Оскiльки
‖Cn,m0x

−‖En ≤ N2q
m0−n
2 ‖x−‖Em0

, n ≤ m0,

‖Cn,n0y
−‖En ≤ N2q

n0−n
2 ‖y−‖En0

, n ≤ n0,

i
‖Bn,n0y

+‖En ≤ N1q
n−n0
1 ‖y+‖En0

, n ≥ n0

(тут N1, N2, q1 i q2 — тi самi числа, що i в означеннi e-дихотомiчностi рiвняння (1)), то

‖vn‖En ≤ N3q
|n−n0|, n ∈ Z,

для деякого числа N3 > 0 i q = max{q1, q2}. Тому s = (sn)n∈Z ∈ M \ {0} i, отже, kerD 6=
6= {0}. Звiдси випливає, що оператор D не має неперервного оберненого, а рiвняння (1)
не є e-дихотомiчним. Отже, припущення про невиконання (17) є хибним.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2011, т . 14, N◦ 4



ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНО ДИХОТОМIЧНI РIЗНИЦЕВI РIВНЯННЯ З НЕЛIПШИЦЕВИМИ ЗБУРЕННЯМИ 543

Тепер обґрунтуємо виконання спiввiдношення (14). Зафiксуємо довiльнi числа n0,m0 ∈
∈ Z, n0 < m0.

З означення Cn,m випливає, що

Am0−1Am0−2 . . . An0Cn0,m0x
− = x− (18)

для всiх x− ∈ E−m0
. Оскiльки множини Cn0,m0E

−
m0

i Am0−1Am0−2 . . . An0E
−
n0

є пiдпростора-
ми вiдповiдно просторiвE−n0

iE−m0
, а операториAm0−1Am0−2 . . . An0 iCn0,m0 є операторами

скiнченного рангу, то

dimCn0,m0E
−
m0
≤ dimE−m0

(19)

i

dimAm0−1Am0−2 . . . An0E
−
n0
≤ dimE−n0

.

На пiдставi (16)

Am0−1Am0−2 . . . An0E
−
n0
⊂ E−m0

.

Тому

dimAm0−1Am0−2 . . . An0E
−
n0
≤ dimE−m0

. (20)

Завдяки рiвностi (18), нерiвностям (19), (20) та включенню

Cn0,m0E
−
m0
⊂ E−n0

(тут використано (17)) справджуються рiвностi

dimCn0,m0E
−
m0

= dimE−m0
,

(21)
dimAm0−1Am0−2 . . . An0E

−
n0

= dimE−m0
.

Покажемо, що

dimE−n0
= dimE−m0

. (22)

Припустимо, що

dimE−n0
> dimE−m0

. (23)

Завдяки (18) i (23) iснує ненульовий вектор y ∈ E−n0
\ Cn0,m0E

−
m0
, для якого

‖Am0−1Am0−2 . . . An0y‖Em0
= 0. (24)
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На пiдставi (24)

ωn =



Cn,n0y, якщо n ≤ n0,
An0y, якщо n = n0 + 1,
An0+1An0y, якщо n = n0 + 2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Am0−2 . . . An0+1An0y, якщо n = m0 − 1,
0n, якщо n ≥ m0,

є обмеженим ненульовим розв’язком рiвняння (1), тобто kerD 6= {0}, що суперечить
e-дихотомiчностi рiвняння (1). Отже, припущення, що виконується спiввiдношення (23),
є хибним.

Оскiльки

dimCn0,m0E
−
m0

= dimE−n0

(на пiдставi (21) та (22)) i

Cn0,m0E
−
m0
⊂ E−n0

,

то

Cn0,m0E
−
m0

= E−n0
, (25)

що завдяки довiльностi вибору чисел n0,m0 ∈ Z, n0 < m0, доводить виконання cпiввiдношен-
ня (14).

Спiввiдношення (15) випливає з (22).
На пiдставi (25)

Cn,n+1E
−
n+1 = E−n , n ∈ Z.

Тому

AnCn,n+1E
−
n+1 = AnE

−
n , n ∈ Z.

Звiдси та з рiвностi

AnCn,n+1 = P−n+1

(див. означення Cn,m) випливає (12).
Теорему 4 доведено.
Позначимо через On,m нульовий елемент простору L(Em, En).

Наслiдок 3. Справджуються спiввiдношення

P+
n+1AnP

−
n = On+1,n, n ∈ Z,

i

P−n+1AnP
+
n = On+1,n, n ∈ Z.

Розглянемо окремi випадки формули (9).
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Якщо E+
n = En, n ∈ Z, то обмеженi розв’язки рiвняння (2) зображуються за допомо-

гою формули

xn = hn +

n−1∑
m=−∞

An−1 . . . Amhm, n ∈ Z,

оскiльки операторний розв’язок Bn,m задачi

Yn+1 = AnYn, n ≥ m,

Ym = Im

(Im — одиничний елемент простору L(Em, Em)) записується у виглядi

Bn,m =

{
Im, якщо n = m,
An−1 . . . Am, якщо n > m,

i
Cn,m = On,m, n < m.

У випадку E−n = En, n ∈ Z, всi простори En, n ∈ Z, мають однакову скiнченну роз-
мiрнiсть i Cn,mEm = En, n < m (на пiдставi теореми 4). Тому оператори An : En → En+1,
n ∈ Z, мають неперервнi оберненi. У цьому випадку обмеженi розв’язки рiвняння (2)
зображуються за допомогою формули

xn = −
+∞∑

m=n+1

A−1n . . . A−1m−1hm, n ∈ Z,

оскiльки операторний розв’язок Cn,m задачi

Zn+1 = AnZn, n < m,

Zm = Im,

записується у виглядi

Cn,m =

{
Im, якщо n = m,

A−1n . . . A−1m−1, якщо n < m,

i
Bn,m = On,m, n ≥ m.

Зауваження 1. У спiввiдношеннi (13) знак включення ⊂ не можна замiнити знаком
рiвностi, що пiдтверджується наступним прикладом.

Приклад 1. Використаємо банаховий простiр l∞(N,R) обмежених числових послiдов-
ностей a = (a1, a2, . . . , an, . . .) дiйсних чисел з нормою

‖a‖l∞(N,R) = sup
n∈N
|an|.
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Розглянемо скiнченновимiрнi пiдпросториXm, m ≥ 1, простору l∞(N,R), що визнача-
ються таким чином. Елементами пiдпростору Xm є тiльки такi послiдовностi a =
= (a1, a2, . . . , an, . . .) ∈ l∞(N,R), для кожної з яких an = 0, якщо n > m. Очевидно,
що dimXm = m.

Розглянемо банаховi простори En, n ∈ Z, що визначаються спiввiдношенням

En =

{
X1, якщо n ≤ 1,
Xn, якщо n > 1,

i лiнiйнi неперервнi оператори An : En → En+1, n ∈ Z, що визначаються рiвностями

An(a1, a2, . . . , an, 0, 0, . . .) =
1

2
(a1, a2, . . . , an, 0, 0, . . .), n ∈ Z.

Легко перевiрити, що рiзницеве рiвняння

xn = An−1xn−1, n ∈ Z,

є e-дихотомiчним, En = E+
n для кожного n ∈ Z i R(Bn,m) = Em 6= En, якщо n > 1 i

n > m.

2.2. Теорема про нерухому точку c-неперервного оператора. Розглянемо оператор
Pm : M → M, m ∈ N, що визначається рiвнiстю

(Pmx)n =

{
xn, якщо |n| ≤ m,
0n, якщо |n| > m.

Послiдовнiсть елементiв xk ∈ M, k ≥ 1, називатимемо локально збiжною до x ∈ M
при k → ∞ i позначатимемо

xk
loc., M−−−−→ x при k → ∞,

якщо supk≥1 ‖xk‖M < +∞ i limk→∞ ‖Pm(xk − x)‖M = 0 для кожного числа m ∈ N.
ОператорH : M −→ M називається c-неперервним, якщо для довiльних x ∈ M i xk ∈

∈ M, k ∈ N, для яких xk
loc., M−−−−→ x при k → ∞, виконується спiввiдношення

Hxk
loc., M−−−−→ Hx при k → ∞.

Важливим для рiвняння (6) є наступне твердження.

Теорема 5. Нехай B— замкнена куля в банаховому просторi M i оператор D : B → B
є c-неперервним. Тодi D має нерухому точку x∗ ∈ B.

Доведення. Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що 0 є центром кулi B. Зав-
дяки c-неперервностi оператора D оператори

Dm = PmDPm, m ∈ N,
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є неперервними. Цi оператори також є цiлком неперервними, оскiльки пiдпросториPmM,
m ∈ N, простору M скiнченновимiрнi. Також виконуються спiввiдношення

DmB ⊂ B, m ∈ N.

Тому на пiдставi теореми Шаудера про нерухому точку [3] iснують такi елементи xm =
= (xm,n)n∈Z ∈ B ∩ PmM, m ∈ N, що

Dmxm = xm, m ∈ N.

Завдяки обмеженостi послiдовностi (xm)m≥1 i скiнченним розмiрностям просторiв En,
n ∈ Z, iснують такi строго зростаюча послiдовнiсть (mp)p≥1 натуральних чисел i елемент
z = (zn)n∈Z ∈ M, для яких

xmp

loc., M−−−−→ z при p → ∞. (26)

Покажемо, що

Dz = z. (27)

Використаємо очевиднi спiввiдношення

‖(Dz)n − zn‖En ≤ ‖((Dz)n − zn)− ((Dxmp)n − xmp,n)‖En + ‖(Dxmp)n − xmp,n‖En ≤

≤ ‖(Dz)n − (Dxmp)n‖En + ‖zn − xmp,n‖En + ‖(Dxmp)n − xmp,n‖En (28)

i

‖(Dxmp)n − xmp,n‖En = ‖(DPmpxmp)n − xmp,n‖En =

= ‖(DPmpxmp)n − (PmpDPmpxmp)n‖En = ‖((I − Pmp)Dxmp)n‖En ,
(29)

що виконуються для всiх n ∈ Z i p ∈ N. Оскiльки на пiдставi (26) i c-неперервностi опера-
тора D

lim
p→∞

‖(Dz)n − (Dxmp)n‖En = lim
p→∞

‖zn − xmp,n‖En = 0, n ∈ Z,

i

‖((I − Pmp)Dxmp)n‖En = 0,

якщо mp > |n|, то завдяки спiввiдношенням (28) i (29) виконується рiвнiсть (27).
Теорему 5 доведено.
Твердження, аналогiчне теоремi 5 (випадок En ≡ E i dimE < ∞), мiститься в [17].
Зазначимо, що для нелiнiйних операторiв нi c-неперервнiсть не випливає з неперерв-

ностi, нi неперервнiсть не випливає з c-неперервностi (див. [18]).
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3. Оператор Dh. Зафiксуємо довiльний елемент h = (hn)n∈Z ∈ M i розглянемо опе-
ратор Dh : M → M, що визначається рiвнiстю

(Dhx)n = P+
n hn +

n−1∑
m=−∞

(
n∏

l=m+1

(K+x)l

)
Bn,mhm−

−
+∞∑

m=n+1

(
m∏

l=n+1

(K−x)−1l

)
Cn,mhm, n ∈ Z. (30)

Цей оператор будемо використовувати при доведеннi теореми 1.
Позначимо через Br замкнену кулю радiуса r iз центром у точцi 0, тобто множину

{x ∈ M : ‖x‖M ≤ r}.

Теорема 6. Для кожного h = (hn)n∈Z ∈ M оператор Dh : M → M є c-неперервним,

DhBr ⊂ Br, де r =
2N

1− q
‖h‖M, й iснує хоча б одна точка x∗ ∈ Br, для якої Dhx

∗ = x∗.

Доведення. Зафiксуємо довiльний елемент h = (hn)n∈Z ∈ M. Завдяки (3), (4), (5), (7),
(8) i (30) для кожного x = (xn)n∈Z ∈ M

‖Dhx‖M ≤

≤ sup
n∈Z

∥∥∥∥∥P+
n hn +

n−1∑
m=−∞

(
n∏

l=m+1

(K+x)l

)
Bn,mhm −

+∞∑
m=n+1

(
m∏

l=n+1

(K−x)−1l

)
Cn,mhm

∥∥∥∥∥
En

≤

≤ sup
n∈Z

(
‖P+

n hn‖En +
n−1∑

m=−∞
‖Bn,m‖L(Em,En)‖hm‖Em +

+∞∑
m=n+1

‖Cn,m‖L(Em,En)‖hm‖Em

)
≤

≤

(
N +

n−1∑
m=−∞

Nqn−m +

+∞∑
m=n+1

Nqm−n

)
‖h‖M ≤

2N

1− q
‖h‖M.

Звiдси, зокрема, випливає, що

DhBr ⊂ Br

для r =
2N

1− q
‖h‖M.

Тепер покажемо, що оператор є Dh : M → M є c-неперервним.
Розглянемо довiльнi x ∈ M i xk ∈ M, k ≥ 1, для яких

xk
loc., M−−−−→ x при k → ∞.

Покажемо, що

Dhxk
loc., M−−−−→ Dhx при k → ∞. (31)
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Зафiксуємо довiльнi числа n0 ∈ N i ε > 0. Iснує число m0 ∈ N, для якого2N
∑

|n0−m|>m0

q|n0−m|

 ‖h‖M < ε.

Тодi на пiдставi (30)

‖(Dhxk)n0 − (Dhx)n0‖En0
=

∥∥∥∥∥
n0−1∑
m=−∞

(
n0∏

l=m+1

(K+xk)l −
n0∏

l=m+1

(K+x)l

)
Bn0,mhm −

−
+∞∑

m=n0+1

 m∏
l=n0+1

(K−xk)−1l −
m∏

l=n0+1

(K−x)−1l

Cn0,mhm

∥∥∥∥∥∥
En0

≤

≤

∥∥∥∥∥
n0−1∑

m=n0−m0

(
n0∏

l=m+1

(K+xk)l −
n0∏

l=m+1

(K+x)l

)
Bn0,mhm

∥∥∥∥∥
En)

+

+

∥∥∥∥∥∥
n0+m0∑
m=n0+1

 m∏
l=n0+1

(K−xk)−1l −
m∏

l=n0+1

(K−x)−1l

Cn0,mhm

∥∥∥∥∥∥
En0

≤ ε.

Оскiльки оператори K+ : M → l∞(Z,K) i K− : M → l∞(Z,K) c-неперервнi, то

lim
k→+∞

(
n0∏

l=m+1

(K+xk)l −
n0∏

l=m+1

(K+x)l

)
= 0

i

lim
k→+∞

 m∏
l=n0+1

(K−xk)−1l −
m∏

l=n0+1

(K−x)−1l

 = 0.

Тому

lim
k→+∞

‖(Dhxk)n0 − (Dhx)n0‖En0
≤ ε.

Завдяки довiльностi вибору числа ε > 0

lim
k→+∞

‖(Dhxk)n0 − (Dhx)n0‖En0
= 0.

Звiдси з урахуванням довiльностi вибору числа n0 ∈ Z випливає (31), тобто c-неперерв-
нiсть оператора Dh.

Отже, для оператора Dh виконуються умови теореми 5 i тому цей оператор має неру-
хому точку x∗ ∈ Br.

Теорему 6 доведено.
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Зауваження 2. c-Неперервний оператор Dh може бути розривним у кожнiй точцi про-
стору M (див. наступний приклад).

Приклад 2. Будемо вважати, що En = R, n ∈ Z, i вiдображення An у рiвняннi (2)
визначається рiвнiстю

Anx =
1

10
x.

Тодi M = l∞(Z,R) i рiвняння (2) записується у виглядi

xn =
1

10
xn−1 + hn, n ∈ Z, (32)

де h = (hn)n∈Z ∈ l∞(Z,R). Очевидно, що у випадку рiвняння (32) E+
n = En = R, n ∈ Z.

Тому рiвняння (6) вiдповiдно має вигляд

xn =
1

10
(K+x)nxn−1 + hn, n ∈ Z,

а c-неперервний оператор Dh, що визначається спiввiдношенням (30), записується у ви-
глядi

(Dhx)n = hn +
n−1∑

m=−∞

1

10n−m

(
n∏

l=m+1

(K+x)l

)
hm, n ∈ Z.

Нехай hn = 1 для всiх n ∈ Z.
c-Неперервний оператор K+ : l∞(Z,R) → l∞(Z,R) визначимо спiввiдношенням

(K+x)n = sin((n− 1)xn−1), n ∈ Z.

Тодi

(Dhx)n = 1 +

n−1∑
m=−∞

1

10n−m

n∏
l=m+1

sin((l − 1)xl−1), n ∈ Z.

Зафiксуємо довiльний елемент z = (zn)n∈Z ∈ l∞(Z,R). Кожному дiйсному числу δ
поставимо у вiдповiднiсть елемент zδ = (zn + δ)n∈Z ∈ l∞(Z,R). Легко перевiрити, що

lim
δ→0

‖K+zδ −K+z‖l∞(Z,R) = lim
δ→0

sup
n∈Z
| sin(nzn + nδ)− sin(nzn)| ∈ [1, 2], (33)

тобто оператор K+ не є неперервним у точцi z = (zn)n∈Z. Завдяки довiльностi вибору z
оператор K+ є розривним у всiх точках простору l∞(Z,R).

Оператор Dh, як i оператор K+, також є розривним у всiх точках простору l∞(Z,R).
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Справдi, на пiдставi спiввiдношень

‖(Dhzδ − (Dhz‖l∞(Z,R) =

= sup
n∈Z

∣∣∣∣∣
n−1∑

m=−∞

1

10n−m

n∏
l=m+1

sin((l − 1)(zl−1 + δ))−
n−1∑

m=−∞

1

10n−m

n∏
l=m+1

sin((l − 1)zl−1)

∣∣∣∣∣ ≥
≥ sup

n∈Z

∣∣∣∣ 110 sin((n− 1)(zn−1 + δ))− 1

10
sin((n− 1)zn−1)

∣∣∣∣−
− sup

n∈Z

∣∣∣∣∣
n−2∑

m=−∞

1

10n−m

n∏
l=m+1

sin((l − 1)(zl−1 + δ))−
n−2∑

m=−∞

1

10n−m

n∏
l=m+1

sin((l − 1)zl−1)

∣∣∣∣∣ ≥
≥ 1

10
sup
n∈Z
|sin((n− 1)(zn−1 + δ))− sin((n− 1)zn−1)| −

2

90

та (33) для кожного z ∈ l∞(Z,R)

lim
δ→0

‖(Dhzδ − (Dhz‖l∞(Z,R) 6= 0.

Тому оператор Dh є скрiзь розривним на l∞(Z,R).

4. Доведення теореми 1. Для оператора Dh справджується наступне твердження.

Теорема 7. Кожна нерухома точка x∗ = (xn)n∈Z ∈ M оператора Dh є розв’язком
рiвняння (6).

Доведення. Завдяки означенню оператора Dh та рiвностi Dhx
∗ = x∗ для кожного

n ∈ Z

x∗n = P+
n hn +

n−1∑
m=−∞

(
n∏

l=m+1

(K+x∗)l

)
Bn,mhm −

+∞∑
m=n+1

(
m∏

l=n+1

(K−x∗)−1l

)
Cn,mhm. (34)

Покажемо, що

x∗n = ((K+x∗)nP
+
n + (K−x∗)nP−n )An−1x

∗
n−1 + hn, n ∈ Z. (35)
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Використовуючи (34), теорему 4 i наслiдок 3, отримуємо

((K+x∗)nP
+
n + (K−x∗)nP−n )An−1x

∗
n−1 = ((K+x∗)nP

+
n + (K−x∗)nP−n )An−1×

×

(
P+
n−1hn−1 +

n−2∑
m=−∞

(
n−1∏

l=m+1

(K+x∗)l

)
Bn−1,mhm −

+∞∑
m=n

(
m∏
l=n

(K−x∗)−1l

)
Cn−1,mhm

)
=

= (K+x∗)nP
+
n An−1P

+
n−1hn−1 + (K+x∗)nP

+
n An−1

n−2∑
m=−∞

(
n−1∏

l=m+1

(K+x∗)l

)
Bn−1,mhm−

− (K−x∗)nP−n An−1
+∞∑
m=n

(
m∏
l=n

(K−x∗)−1l

)
Cn−1,mhm =

= (K+x∗)nP
+
n An−1P

+
n−1hn−1 +

n−2∑
m=−∞

(
n∏

l=m

(K+x∗)l

)
Bn,mhm−

−
+∞∑

m=n+1

(
m∏

l=n+1

(K−x∗)−1l

)
Cn,mhm − (K−x∗)nP−n An−1(K−x∗)−1n Cn−1,nhn =

= (K+x∗)nP
+
n An−1P

+
n−1hn−1 +

n−2∑
m=−∞

(
n∏

l=m

(K+x∗)l

)
Bn,mhm−

−
+∞∑

m=n+1

(
m∏

l=n+1

(K−x∗)−1l

)
Cn,mhm − P−n hn.

Тому для кожного n ∈ Z

x∗n − ((K+x∗)nP
+
n + (K−x∗)nP−n )An−1x

∗
n−1 =

=

{
P+
n hn +

n−1∑
m=−∞

(
n∏

l=m+1

(K+x∗)l

)
Bn,mhm −

+∞∑
m=n+1

(
m∏

l=n+1

(K−x∗)−1l

)
Cn,mhm

}
−

−

{
(K+x∗)nP

+
n An−1P

+
n−1hn−1 +

n−2∑
m=−∞

(
n∏

l=m

(K+x∗)l

)
Bn,mhm −

−
+∞∑

m=n+1

(
m∏

l=n+1

(K−x∗)−1l

)
Cn,mhm − P−n hn

}
=

= P+
n hn − (K+x∗)nP

+
n An−1P

+
n−1hn−1 + (K+x∗)nBn,n−1hn−1 + P−n hn =

= P+
n hn + P−n hn = hn

(тут використано те, що P+
n An−1P

+
n−1 = Bn,n−1 згiдно з теоремою 4 та означенням Bn,m),

що завершує обґрунтування спiввiдношення (35).
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Теорему 7 доведено.
З теореми 7 та з того, що на пiдставi теореми 6 множина нерухомих точок оператора

Dh є непорожньою для кожного h = (hn)n∈Z ∈ M, випливає твердження теореми 1.

5. Випадок лiнiйного рiвняння (6). Розглянемо двостороннi числовi послiдовностi k+ =
= (k+n )n∈Z, k

− = (k−n )n∈Z ∈ l∞(Z,K), для яких

sup
n∈Z
|k+n | ≤ 1, (36)

inf
n∈Z
|k−n | ≥ 1, (37)

i лiнiйне рiвняння

xn = (k+n P
+
n + k−n P

−
n )An−1xn−1 + hn, n ∈ Z, (38)

де h = (hn)n∈Z ∈ M. Очевидно, що рiвняння (38) є окремим випадком рiвняння (6).
Справджується наступне твердження.

Теорема 8. Якщо рiвняння (1) експоненцiально дихотомiчне на Z, то для кожного
h = (hn)n∈Z ∈ M рiвняння (38) має єдиний розв’язок x = (xn)n∈Z ∈ M.

Доведення. Нехай однорiдне рiвняння

xn = (k+n P
+
n + k−n P

−
n )An−1xn−1, n ∈ Z, (39)

що вiдповiдає (38), має обмежений розв’язок y = (yn)n∈Z ∈ M, тобто

yn = (k+n P
+
n + k−n P

−
n )An−1yn−1, n ∈ Z. (40)

Розглянемо елементи y+ = (y+n )n∈Z ∈ M i y− = (y−n )n∈Z ∈ M, де y+n = P+
n yn i y−n =

= P−n yn. Оскiльки на пiдставi (40), теореми 4 i наслiдку 3 для кожного n ∈ Z

P+
n yn = P+

n (k+n P
+
n + k−n P

−
n )An−1yn−1 =

= k+n P
+
n An−1(P

+
n−1 + P−n−1)yn−1 = k+n P

+
n An−1P

+
n−1yn−1

i

P−n yn = P−n (k+n P
+
n + k−n P

−
n )An−1yn−1 =

= k−n P
−
n An−1(P

+
n−1 + P−n−1)yn−1 = k−n P

−
n An−1P

−
n−1yn−1,

то

y+n = k+n P
+
n An−1P

+
n−1y

+
n−1, n ∈ Z, (41)
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i

y−n = k−n P
−
n An−1P

−
n−1y

−
n−1, n ∈ Z. (42)

Iз означень операторiв Bn,m, Cn,m i спiввiдношень (41), (42) випливає, що

y+n =

(
n∏

l=m+1

k+l

)
Bn,my

+
m, n > m,

y−n =

(
m∏

l=n+1

(k−l )
−1

)
Cn,my

−
m, n < m.

Тому на пiдставi (36) i (37)

‖y+n ‖En ≤ N1q
n−m
1 ‖y+m‖Em , n > m,

‖y−n ‖En ≤ N2q
m−n
2 ‖y+m‖Em , n < m,

де N1, N2, q1 i q2 — тi самi числа, що i в означеннi e-дихотомiчностi рiвняння (1). Iз цих
спiввiдношень випливає, що

‖y+n ‖En = ‖y−n ‖En = 0, n ∈ Z.

Отже, обмеженим розв’язком рiвняння (39) є лише нульовий розв’язок.
На пiдставi теореми 1 рiвняння (38) для кожного h = (hn)n∈Z ∈ M має розв’язок

x = (xn)n∈Z ∈ M. Цей розв’язок єдиний завдяки попереднiм мiркуванням.
Теорему 8 доведено.

Наслiдок 4. Якщо рiвняння (1) експоненцiально дихотомiчне на Z, то рiвняння (39)
також експоненцiально дихотомiчне на Z i функцiя Грiна оператора

(Dk+,k−x)n = xn − (k+n P
+
n + k−n P

−
n )An−1xn−1, n ∈ Z,

записується у виглядi

Gn,m =


k+m+1 . . . k

+
nBn,m, якщо n > m,

P+
m , якщо n = m,
−(k−n+1)

−1 . . . (k−m)
−1Cn,m, якщо n < m.
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