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We introduce the notion of a quasisolution of a fuzzy differential inclusion and study the relation between
the sets of the usual solutions and the quasisolutions.

Введено поняття квазiрозв’язку нечiткого диференцiального включення, дослiджено зв’язок
мiж множинами звичайних розв’язкiв i квазiрозв’язкiв.

1. Введение. Работа L. A. Zadeh [21] в 1965 г. положила начало развитию теории нечетких
множеств. В 1983 г. M. L. Puri и D. A. Ralescu [17] ввели понятия производной и интеграла
для нечетких отображений. В 1987 г. O. Kaleva [12] рассмотрел нечеткие дифференциаль-
ные уравнения, которые в дальнейшем изучались в [4, 6, 7, 13, 14, 18 – 20].

В статье [5] введено понятие нечеткого дифференциального включения, получены
теоремы существования и непрерывной зависимости от параметра классических реше-
ний нечетких дифференциальных включений. В [16] введены понятия обычного и обоб-
щенного решений нечетких дифференциальных включений, исследована связь между
множествами таких решений.

В отличие от работ [1, 2, 8, 11, 14], где нечеткие дифференциальные включения по-
являются в результате перехода к α-срезкам нечеткого отображения F : I × Rn → En,
в [5, 16] рассматриваются нечеткие дифференциальные включения, когда F : I × En →
→ comp (En), что является обобщением результатов, полученных в [3] для дифферен-
циальных включений с производной Хукухары, на нечеткий случай. В случае, когда F :
I × En → En, рассматриваемые в [5, 16] нечеткие дифференциальные включения выро-
ждаются в нечеткие дифференциальные уравнения.

В данной статье вводится понятие квазирешения нечеткого дифференциального вклю-
чения, исследуется связь между множествами обычных решений и квазирешений.

2. Основные определения. Пусть conv (Rn) — метрическое пространство непустых
компактных выпуклых подмножеств Rn с метрикой Хаусдорфа h(F,G).

Введем в рассмотрение пространство En отображений x : Rn → [0, 1], удовлетворяю-
щих следующим условиям:

1) x нормально, т. е. существует вектор y0 ∈ Rn такой, что x(y0) = 1;

2) x нечетко выпукло, т. е. для любых y, z ∈ Rn и любого λ ∈ [0, 1] выполняется
неравенство x(λy + (1− λ)z) ≥ min{x(y), x(z)};

3) x полунепрерывно сверху, т. е. для любого вектора y0 ∈ Rn и любого ε > 0 су-
ществует δ(y0, ε) > 0 такое, что для всех y ∈ Rn, удовлетворяющих условию ‖y−y0‖ < δ,
выполняется неравенство x(y) < x(y0) + ε;

4) замыкание множества {y ∈ Rn : x(y) > 0} компактно.
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Нулем в пространстве En является отображение 0̂(y) =

{
1, y = 0,
0, y ∈ Rn\0.

Определение 1. α-Срезкой [x]α отображения x ∈ En при 0 < α ≤ 1 назовем множе-
ство {y ∈ Rn : x(y) ≥ α}. Нулевой срезкой отображения x ∈ En назовем замыкание
множества {y ∈ Rn : x(y) > 0}.

Теорема 1 [15]. Если x ∈ En, то:
1) [x]α ∈ conv (Rn) для всех 0 ≤ α ≤ 1;
2) [x]α2 ⊂ [x]α1 для всех 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ 1;
3) если {αk} ⊂ [0, 1] — неубывающая последовательность, сходящаяся к α > 0, то

[x]α =
⋂
k≥1

[x]αk .

Наоборот, если {Aα : 0 ≤ α ≤ 1}— семейство подмножеств Rn, удовлетворяющих
условиям 1 – 3, то существует x ∈ En такое, что [x]α = Aα для 0 < α ≤ 1 и [x]0 =
=

⋃
0<α≤1

Aα ⊂ A0.

Определим в пространстве En метрику D : En × En → [0,+∞), положив

D(x, v) = sup
0≤α≤1

h([x]α, [v]α).

Пусть I — промежуток в R.
Определение непрерывности нечеткого отображения вводится стандартным для мет-

рических пространств образом.

Определение 2 [15]. Отображение f : I → En называется сильно измеримым на I,
если для всех α ∈ [0, 1] многозначное отображение fα(t) = [f(t)]α измеримо.

Определение 3 [15]. Отображение f : I → En называется интегрально ограничен-
ным на I, если существует интегрируемая по Лебегу функция k(t) такая, что ‖x‖ ≤
≤ k(t) для всех x ∈ f0(t), t ∈ I.

Определение 4 [15]. Интегралом от отображения f : I → En по множеству I на-

зывается элемент g ∈ En такой, что [g]α =

∫
I
fα(t) dt для всех 0 < α ≤ 1, где интеграл

от многозначного отображения fα(t) понимается в смысле Ауманна [9].

Теорема 2 [15]. Если отображение f : I → En сильно измеримо и интегрально огра-
ничено, то f интегрируемо на I.

Определение 5. Отображение f : I → En называется абсолютно непрерывным на
I, если существует интегрируемое отображение g : I → En такое, что

f(t) = f(t0) +

t∫
t0

g(s) ds, t0 ∈ I для всех t ∈ I.

Определение 6 [15]. Отображение f : I → En называется дифференцируемым в
точке t0 ∈ I, если для всех α ∈ [0, 1] многозначное отображение fα(t) дифференцируе-
мо по Хукухаре [8] в точке t0, его производная равна DHfα(t0) и семейство множеств
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{DHfα(t0) : α ∈ [0, 1]} определяет элемент f ′(t0) ∈ En. Если отображение f : I → En

дифференцируемо в точке t0 ∈ I, то f ′(t0) называют нечеткой производной f(t) в
точке t0. Отображение f : I → En называется дифференцируемым на I, если оно диф-
ференцируемо в каждой точке t ∈ I.

Рассмотрим пространство comp (En)[conv (En)], состоящее из всех подмножествF про-
странства En таких, что для любого α ∈ [0, 1] множество, составленное из α-срезок эле-
ментов множества F, является непустым выпуклым компактом в пространстве conv (Rn)
(т. е. элементом пространства cc (Rn)[cocc (Rn)] [3]). В этом пространстве определим опе-
рации суммы и умножения на скаляр.

Определение 7 [5]. Суммой двух множеств F иG из пространства comp (En) называ-
ется множество

F +G = {f + g : f ∈ F, g ∈ G}.

Определение 8 [5]. Произведением множества F ∈ comp (En) на число λ ∈ R называ-
ется множество

G = λF = {g = λf : f ∈ F}.

Лемма 1 [5]. Если F,G ∈ comp (En) [conv (En)], то F +G ∈ comp (En)[conv (En)].

Лемма 2 [5]. Если F ∈ comp (En)[conv (En)], то λF ∈ comp (En)[conv (En)].

Непосредственно по определению проверяется, что для любых α, β ∈ R и любых
множеств F,G,H ∈ comp (En) выполняются следующие свойства:

1) F +G = G+ F ;
2) F + (G+H) = (F +G) +H ;
3) относительно операции суммы существует нулевой элемент {0̂} : F + {0̂} = F ;
4) в общем случае у множества F нет обратного элемента относительно введенной

операции суммы множеств;
5) α(βF ) = (αβ)F ;
6) 1 · F = F ;
7) α(F +G) = αF + βG;
8) если α ≥ 0, β ≥ 0 и F ∈ conv (En), то (α+β)F = αF+βF ; иначе (α+β)F ⊂ αF+βF.

Определение 9. Метрикой, или расстоянием между двумя множествами F,G ∈
∈ comp (En) назовем величину

d(F,G) = max{max
f∈F

min
g∈G

D(f, g),max
g∈G

min
f∈F

D(f, g)}.

Определим также расстояние от элемента x ∈ En до множества F ∈ comp (En) :

dist (x, F ) = min
f∈F

D(x, f).

3. Основные результаты. Рассмотрим нечеткое дифференциальное включение

x′ ∈ F (t, x), x(t0) = x0, (1)
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где t ∈ I — время; x ∈ S ⊂ En — фазовый вектор; начальные условия t0 ∈ I, x0 ∈ S;
многозначное отображение F : I × S → comp (En).

Определение 10. Абсолютно непрерывное отображение x(t), x(t0) = x0, называется
обычным решением нечеткого дифференциального включения (1), если:

1) x(t) ∈ S для всех t ∈ I;
2) x′(t) ∈ F (t, x(t)) почти всюду на I.

Множество обычных решений включения (1) обозначим через O(F ).

Определение 11. Отображение x(t), x(t0) = x0, называется квазирешением диф-
ференциального включения (1), если существует последовательность отображений
{xk(t)}∞k=1 такая, что:

1) xk(t) абсолютно непрерывны на I;
2) ‖x′k(t)‖ = D(x′k(t), 0̂) ≤ m(t), где m(t) интегрируема по Лебегу на I;
3) limk→∞ xk(t) = x(t) для всех t ∈ I;
4) limk→∞ dist (x′k(t), F (t, xk(t))) = 0 почти всюду на I.
Множество квазирешений включения (1) обозначим через Q(F ).

Определение 12. Говорят, что многозначное отображение F : I × S → comp (En)
удовлетворяет условиям Каратеодори, если:

1) F (·, x) измеримо для всех x ∈ S;
2) F (t, ·) непрерывно для почти всех t ∈ I;
3) ‖F (t, x)‖ = d(F (t, x), {0̂}) ≤ m(t) для всех (t, x) ∈ I × S, m(t) интегрируема по

Лебегу на I.

Лемма 3. Пусть многозначное отображение F : I × S → comp (En) удовлетворяет
условиям Каратеодори, отображение ϕ : I → S сильно измеримо. Тогда многозначное
отображение F (t, ϕ(t)) измеримо на I.

Теорема 3. Пусть многозначное отображение F : I × S → comp (En) удовлетво-
ряет условиям Каратеодори. Тогда O(coF ) = Q(F ) = Q(coF ), где coF — выпуклая
оболочка F.

Доказательство. Пусть x(t) — обычное решение включения (1) на промежутке I. Тог-
да x(t) — квазирешение включения (1), так как в качестве последовательности {xk(t)}∞k=1

можно взять xk(t) ≡ x(t), k ∈ N.
Пусть теперь x(t) — квазирешение включения (1) на промежутке I. Тогда x(t) — ква-

зирешение включения

x′ ∈ coF (t, x), x(t0) = x0, (2)

так как первые три пункта определения квазирешения не зависят от правой части диф-
ференциального включения, а последний выполняется в силу того, что

dist (x′k(t), coF (t, xk(t))) ≤ dist (x′k(t), F (t, xk(t))).

Покажем, что любое квазирешение включения (2) является обычным решением вклю-
чения (2). Пусть x(t) — квазирешение включения (2) на промежутке I. Тогда существу-
ет последовательность абсолютно непрерывных на I отображений xk(t), сходящаяся к
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x(t), такая, что ‖x′k(t)‖ ≤ m(t), t ∈ I, и lim
k→∞

dist (x′k(t), F (t, xk(t))) = 0 почти всюду на

I. Из непрерывности многозначного отображения F (t, x) по x при почти всех t следу-
ет непрерывность многозначного отображения coF (t, x) по x при почти всех t, так как
d(coF, coG) ≤ d(F,G). Тогда d(coF (t, xk(t)), coF (t, x(t))) → 0 для почти всех t ∈ I при
k → ∞.

Для каждого ε > 0 определим множество

Tk = {t ∈ I : dist (x′k(t), F (t, x(t))) > ε}.

При k → ∞ имеем meas (Tk) → 0. Так как многозначное отображение coF (t, x(t)) в
силу леммы 3 измеримо на I, существует сильно измеримое отображение g(t) такое, что
g(t) ∈ coF (t, x(t)), ‖g(t)‖ ≤ m(t) для почти всех t ∈ I.

Положим

uk(t) =

{
x′k(t) для почти всех t ∈ I\Tk,
g(t) для t ∈ Tk.

Отображения uk(t) удовлетворяют включению uk(t) ∈ Sε(coF (t, x(t))) почти всюду
на I.

Пусть vk(t) — абсолютно непрерывное отображение, для которого vk(t0) = x0 и
v′k(t) = uk(t) почти всюду на I. Тогда vk(t) — обычное решение нечеткого дифферен-
циального включения

x′ ∈ Sε(coF (t, x)). (3)

Поскольку Sε(coF (t, x)) принимает значения в conv (En) и удовлетворяет условиям
Каратеодори, в силу [16] vk(t) является обобщенным решением нечеткого дифференци-
ального включения (3), т. е.

vk(t
′′) ∈ vk(t′) +

t′′∫
t′

Sε(coF (t, x(t))) dt

для всех t′, t′′ ∈ I, t′ < t′′.

Так как vk(t) → x(t) при k → ∞, абсолютно непрерывное отображение x(t) удовле-
творяет включению

x(t′′) ∈ x(t′) +
t′′∫
t′

Sε(coF (t, x(t))) dt

для всех t′, t′′ ∈ I, t′ < t′′, т. е. является обобщенным, а значит в силу [16] и обычным
решением нечеткого дифференциального включения (3). Следовательно,

x′(t) ∈ Sε(coF (t, x(t)))

почти всюду на I.
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В силу произвольности ε и компактности множества coF (t, x(t)) x′(t) ∈ coF (t, x(t))
почти всюду на I, т. е. x(t) является обычным решением нечеткого дифференциального
включения (2).

Таким образом, Q(F ) ⊂ Q(coF ) ⊂ O(coF ).

Теперь осталось показать, что любое обычное решение нечеткого дифференциаль-
ного включения (2) является квазирешением включения (1).

Пусть x(t) — обычное решение нечеткого дифференциального включения (2). Тогда
отображение x(t) абсолютно непрерывно на I и x′(t) ∈ F (t, x(t)) почти всюду на I. Мно-
гозначное отображение F (t, x(t)) в силу леммы 3 измеримо на I и в силу свойства Лузина
существуют система непересекающихся компактных подынтервалов {Ii}, а также мно-
жество нулевой меры J ⊂ I такие, что I =

⋃
i
Ii
⋃
J и S(t) = F (t, x(t)) непрерывно на Ii.

Разбиение сегмента I можно выбрать так, что для произвольного натурального k будут
выполняется неравенства

D(x′(t), x′(τ)) ≤ 1/k, d(F (t, x(t)), F (τ, x(τ))) ≤ 1/k,

t, τ ∈ Ii, i = 1, 2, . . . .

Определим отображение u : I → En и многозначное отображение F̃ : I → comp (En)
следующим образом:

u(t) =

{
x′(ti), t, ti ∈ Ii, i = 1, 2, . . . ,

0̂, t ∈ J,
(4)

F̃ (t) =

{
F (ti, x(ti)), t, ti ∈ Ii, i = 1, 2, . . . ,

{0̂}, t ∈ J.

Тогда D(u(t), x′(t)) ≤ 1/k и d(F̃ (t), F (t, x(t))) ≤ 1/k для почти всех t ∈ I.
Определим последовательность отображений xk(t) следующим образом:

xk(t) = x0 +

t∫
t0

u(s) ds, t ∈ I. (5)

Тогда:
1) отображения xk(t) абсолютно непрерывны на I;
2) ‖x′k(t)‖ ≤ m(t), t ∈ I;
3) x′k(t) ∈ F̃ (t) для почти всех t ∈ I в силу (4) и (5);
4) dist (x′k(t), F (t, x(t))) ≤ 1/k для почти всех t ∈ I, так как для почти всех t ∈ I

dist (x′k(t), F (t, x(t))) = dist (u(t), F (t, x(t))) = dist (x′(ti), F (t, x(t))) ≤

≤ d(F (ti, x(ti)), F (t, x(t))) = d(F̃ (t), F (t, x(t))) ≤ 1/k.
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Оценим

D(xk(t), x(t)) ≤ D

 t∫
t0

u(s) ds,

t∫
t0

x′(s) ds

 ≤
≤
∫

I∩I1

D(u(s), x′(s)) ds+ . . .+

∫
I∩Ii

D(u(s), x′(s))ds+ . . .

. . . ≤ 1

k

∑
i

meas (Ii) =
1

k
meas (I),

т. е. xk(t) → x(t) при k → ∞ и t ∈ I.
Поскольку

dist (x′k(t), F (t, xk(t))) ≤ dist (x′k(t), F (t, x(t))) + d(F (t, x(t)), F (t, xk(t))) ≤

≤ 1

k
+ d(F (t, x(t)), F (t, xk(t)))

и F (t, x) непрерывно по x, то limk→∞ dist (x′k(t), F (t, xk(t))) = 0 почти всюду на I, т. е. x(t)
— квазирешение нечеткого дифференциального включения (1). Следовательно,

O(coF ) ⊂ Q(F )

и теорема доказана.
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