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We obtain some results for studying solutions of nonlinear boundary-value problems of a certain type.
The solutions are subject to two-point nonlinear boundary-value conditions. We show that it is effective to
reduce the problem under consideration to a parametrized boundary-value problem with linear boundary-
value conditions that contain some artificially introduced parameters. To study the transformed two-point
problem, we substantiate a method that is based on special type approximations constructed in an analytic
form. We prove that these approximations uniformly converge to a parametrized boundary-value functi-
on, and establish a relationship between this function and an exact solution. This technique leads to a
certain system of algebraic equations. Solutions of the system define numerical values of the parameters
corresponding to a solution of the given two-point nonlinear boundary-value problem.

Получены некоторые результаты, касающиеся исследования решений нелинейных краевых за-
дач определенного типа, которые подчинены двухточечным нелинейным граничным услови-
ям. Показана эффективность сведения данной задачи к параметризированной краевой задаче
с линейными граничными условиями, содержащими некоторые искусственно введенные пара-
метры. Для изучения преобразованной двухточечной задачи обоснован метод, который ба-
зируется на специального вида приближениях, построенных в аналитической форме. Доказа-
на равномерная сходимость этих аппроксимаций к параметризированной граничной функции
и установлена ее связь с точным решением. Данная техника приводит к некоторой системе
алгебраических уравнений, решения которых дают численные значения параметров, соответ-
ствующие решению заданной двухточечной нелинейной краевой задачи.

1. Вступ. У сучаснiй лiтературi бiльш повно дослiджено крайовi задачi для нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь у випадку лiнiйних крайових умов. З нелiнiйними граничними
умовами пов’язанi певнi труднощi при застосуваннi до них розроблених ранiше методiв, а
також при встановленнi iснування та наближенiй побудовi розв’язкiв. Так, у роботi [1] за
допомогою вiдомого чисельно-аналiтичного методу, заснованого на послiдовних набли-
женнях [2, 3], вивчається двоточкова крайова задача вигляду

dy

dt
= f(t, y(t)), t ∈ [0, T ], y, f ∈ R

n, (1)

g(y(0), y(T )) = 0. (2)
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Вважається, що права частина рiвняння (1) визначена i неперервна в областi

(t, y) ∈ [0, T ]× Ω,

де Ω ⊂ R
n

— замкнена обмежена область, задовольняє умову обмеженостi вектором M
та умову Лiпшиця з матрицею K :

|f(t, y)| ≤ M,

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ K|u− v|,

а функцiя g визначена i неперервна в областi

(u, v) ∈ Ω× Ω.

З урахуванням цих припущень для дослiдження розв’язкiв крайової задачi (1), (2) в
роботi [1] використано нелiнiйну замiну змiнних загального вигляду

y(t) = x(t) + h(t, y0), (3)

де функцiя h визначена та неперервна при

(t, y0) ∈ [0, T ]× Ω1, Ω1 ⊂ R
n,

неперервно диференцiйовна по t, набуває значення в Ω2 ⊂ R
n, x ∈ D ⊂ R

n, y0 ∈ Ω1 —

n-вимiрний параметр, до того ж D ∪ Ω2 ⊂ Ω.

Замiсть задачi (1), (2) вводиться до розгляду наступна крайова задача:

dy

dt
= f(t, y), (4)

Ay(0) + Cy(T ) = φ(y(0), y(T )), (5)

в якiй

φ(u, v) = Au+ Cv + g(u, v),

де A, C — деякi сталi матрицi розмiрностi n× n такi, що det C 6= 0.

Крайова задача (4), (5) за допомогою замiни змiнних (3) зводиться до задачi

dx

dt
= f(t, x+ h(t, y0))−

∂h(t, y0)

∂t
, (6)

Ax(0) + Cx(T ) = φ(x(0) + h(0, y0), x(T ) + h(T, y0))−Ah(0, y0)− Ch(T, y0), (7)
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яка розглядається в областi [0, T ] × D. Будемо вважати, що в (6), (7) параметр y0 задо-
вольняє рiвняння

F (x0, y0) = φ(x0 + h(0, y0), x(T ) + h(T, y0))−Ah(0, y0)− Ch(T, y0) = 0,

де x0 = x(0).
Тодi замiсть неї розглядається наступна крайова задача:

dx

dt
= f(t, x+ h(t, y0))−

∂h(t, y0)

∂t
,

Ax(0) + Cx(T ) = 0.

Розв’язок останньої дослiджується з використанням рекурентної формули

xm(t, x0, y0) := x0 +

t
∫

0

[

f(s, xm−1(s, x0, y0) + h(s, y0))−
∂h(s, y0)

∂s

]

ds−

−
t

T

T
∫

0

[

f(s, xm−1(s, x0, y0) + h(s, y0))−
∂h(s, y0)

∂s

]

ds+

+
t

T

[

C−1A+ E
]

x0, (8)

m = 1, 2, 3, . . . , x(t, x0, y0) = x0.

Гранична функцiя
x∗(t, x0, y0) = lim

m→∞

xm (t, x0, y0)

послiдовностi (8) визначає розв’язок

z∗(t) = x∗(t, x0, y0) + h (t, y0)

вихiдної крайової задачi (1), (2) тодi i тiльки тодi, коли x0 та y0 задовольняють систему
визначальних алгебраїчних чи трансцендентних рiвнянь вигляду

F (x0, y0) = 0,

1

T

[

C−1A+ E
]

x0 −
1

T

T
∫

0

[

f(s, xm−1(s, x0, y0) + h (s, y0))−
∂h(s, y0)

∂s

]

ds = 0.

Зрозумiло, що при такому пiдходi для можливостi застосування чисельно-аналiтичної
схеми вiдповiднi умови потрiбно накласти на праву частину трансформованої системи (6).

У роботi [4] для дослiдження крайових задач з нелiнiйними граничними умовами ви-
користовувалась бiльш проста замiна змiнних, що значно спростило форму перетвореної
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системи диференцiальних рiвнянь, а також вiдповiдну iтерацiйну схему. Тут для вивчення
задачi

dy

dt
= f(t, y(t)), t ∈ [0, T ], (9)

g(y(0), y(T )) = 0, (10)

де f : [0, T ]×G → R
n, g : G×G → R

n, G ⊂ R
n, використано замiну змiнних вигляду

y(t) = x(t) + w,

де w ∈ Ω ⊂ R
n

— деякий n-вимiрний параметр, x ∈ D. Область визначення Ω вибрано
так, що

D ∪ Ω ⊂ G.

Замiсть (9), (10) було дослiджено крайову задачу

dx

dt
= f(t, x(t) + w),

Ax(0) +Bx(T ) = 0

з використанням iтерацiйної схеми

xm+1(t, w, z) := z +

t
∫

0

f(s, xm(s, w, z)ds−
t

T

T
∫

0

f(s, xm(s, w, z)ds+
t

T

[

B−1A+ En

]

z,

m = 0, 1, 2, . . . , x(0, w, z) ≡ z,

де A, B — деякi сталi (n× n)-матрицi, до того ж det B 6= 0.
Показано, що гранична функцiя

x∗(t, w, z) = lim
m→∞

xm(t, w, z)

буде розв’язком крайової задачi (9), (10) тодi i тiльки тодi, коли параметри z та w задо-
вольнятимуть систему визначальних рiвнянь вигляду

[

B−1A+ En

]

z −

T
∫

0

f(s, x∗(s, w, z) + w) ds = 0,

g(z + w,−B−1Az + w) = 0.

Зауважимо, що в [4] умови, якi забезпечують можливiсть застосування чисельно-ана-
лiтичної схеми, накладались безпосередньо на праву частину вихiдної системи (9). Технi-
ку, запропоновану в роботi [4], згодом було використано для вивчення розв’язкiв iнших
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типiв крайових задач з нелiнiйними граничними умовами [5], параметризованих крайових
задач, що мiстять параметри [6, 7], крайових задач типу Кошi – Нiколеттi [8 – 10].

2. Постановка задачi. Розглянемо нелiнiйну двоточкову крайову задачу з нелiнiйними
граничними умовами вигляду

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ [0, T ], x ∈ R

n, (11)

Ax(0) + Cx(T ) + g(x(0), x(T )) = d, d ∈ R
n, det C 6= 0, (12)

де функцiї f : [0, T ] ×D → R
n, g : D ×D → R

n, n ≥ 2, неперервнi, а множина D ⊂ R
n

— замкнена обмежена область, A, C — заданi квадратнi n-вимiрнi матрицi, d — заданий
n-вимiрний вектор.

Задача полягає у знаходженнi неперервно диференцiйовного на промiжку [0, T ] роз-
в’язку системи диференцiальних рiвнянь (11), який задовольняє нелiнiйнi граничнi умови
(12). Покажемо, що замiсть крайової задачi (11), (12) доцiльно розглядати систему ди-
ференцiальних рiвнянь (11) при певних параметризованих двоточкових крайових умовах,
до яких треба додати вiдповiдну систему алгебраїчних чи трансцендентних рiвнянь для
визначення числових значень введених параметрiв.

3. Перехiд за допомогою параметризацiї до задачi з лiнiйними крайовими умовами. За-
мiнимо значення компонент розв’язку задачi (11), (12) у точцi T параметрами λ1, λ2,..., λn :

x(T ) = col (x1(T ), x2(T ), . . . , xn(T )) = col (λ1, λ2, . . . , λn). (13)

З використанням параметризацiї (13) нелiнiйнi крайовi умови (12) наберуть вигляду

Ax(0) + Cx(T ) = d− g(x(0), λ). (14)

Позначимо

d(z, λ) := d− g(z, λ), (15)

де

z := x(0) = col (z1, z2, . . . , zn),
(16)

λ := x(T ) = col (λ1, λ2, . . . , λn).

Тодi параметризованi крайовi умови (14) можна записати у виглядi

Ax(0) + Cx(T ) = d(z, λ). (17)

Таким чином, замiсть крайової задачi (11), (12) будемо розглядати еквiвалентну їй па-
раметризовану крайову задачу з лiнiйними граничними умовами вигляду (11), (17).
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Зауваження 3.1. Множина розв’язкiв нелiнiйної двоточкової крайової задачi (11), (12)
збiгається з множиною тих розв’язкiв задачi (11), (17), якi задовольняють додатковi умо-
ви (13).

Для дослiдження розв’язкiв модифiкованої крайової задачi (11), (17) обґрунтуємо вiд-
повiдну чисельно-аналiтичну схему, яка базується на методi послiдовних наближень.

4. Збiжнiсть послiдовних наближень. На основi заданої функцiї f у правiй частинi сис-
теми диференцiальних рiвнянь (11) визначимо вектор

δD(f) :=
1

2

[

max
(t,x)∈[0,T ]×D

f(t, x)− min
(t,x)∈[0,T ]×D

f(t, x)

]

, (18)

для якого виконується нерiвнiсть [11, 12]

δD(f) ≤ max
(t,x)∈[0,T ]×D

|f(t, x)|.

У рiвностi (18), а також в аналогiчних спiввiдношеннях нижче знаки | · |, ≥, ≤, операцiї
max, min мiж векторами розумiються покомпонентно. Для z ∈ D, λ ∈ D вигляду (16)
введемо до розгляду вектор β : D ×D → R

n :

β(z, λ) :=
T

2
δD(f) +

∣

∣C−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z
∣

∣ ,

де In — одинична матриця розмiрностi n× n.

Припустимо, що для крайової задачi (11), (12) виконуються наступнi умови:
А) функцiя f неперервна в областi [0, T ]×D i задовольняє умову Лiпшиця вигляду

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ K|u− v| (19)

для всiх t ∈ [0, T ], {u, v} ⊂ D, де K = (kij)
n
i,j=1 — деяка стала матриця з невiд’ємними

компонентами;
В) множина

Dβ := {z ∈ D : B(z, β(z, λ)) ⊂ D для всiх λ ∈ D} ,

де β — окiл B(z, β(z, λ)) точки z ∈ D, що визначена таким чином:

B(z, β(z, λ)) := {x ∈ R
n : |x− z| ≤ β(z, λ) для всiх λ ∈ D ⊂ R

n} ,

є непорожньою;
С) спектральний радiус r(K) матрицi K задовольняє нерiвнiсть

r(K) <
10

3T
. (20)
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Для дослiдження розв’язкiв параметризованої крайової задачi (11), (17) введемо по-
слiдовнiсть функцiй {xm}, що визначається рекурентним спiввiдношенням

xm(t, z, λ) := z +

t
∫

0

f(s, xm−1(s, z, λ)) ds−

−
t

T

T
∫

0

f(s, xm−1(s, z, λ)) ds+
t

T

[

C−1d(zλ)− (C−1A+ In)z
]

, (21)

де m = 1, 2, 3, . . . , x0(t, z, λ) = col (x01, x02, . . . , x0n) = z ∈ Dβ , xm(t, z, λ) = col (xm,1(t, z, λ),
xm,2(t, z, λ), . . . , xm,n(t, z, λ)), а z та λ розглядаються як параметри.

Легко переконатися, що для всiх m ≥ 1, λ ∈ D та z ∈ Dβ функцiї xm задовольняють
лiнiйнi двоточковi крайовi умови (17) та початковi умови

xm(0, z, λ) = z.

Встановимо рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi (21) та спiввiдношення її граничної
функцiї до розв’язку вихiдної нелiнiйної крайової задачi (11), (12).

Теорема 4.1. Нехай функцiя f : [0, T ]×D → R
n у правiй частинi системи диференцi-

альних рiвнянь (11), а також параметризованi крайовi умови (17) задовольняють умови
А – С.

Тодi при всiх фiксованих λ ∈ D, z ∈ Dβ :

1. Всi функцiї послiдовностi (21) неперервно диференцiйовнi i задовольняють пара-
метризованi крайовi умови (17):

Axm(0, z, λ) + Cxm(T, z, λ) = d(z, λ),

m = 1, 2, 3, . . . .

2. Послiдовнiсть функцiй (21) рiвномiрно збiгається вiдносно t ∈ [0, T ] при m → ∞
до граничної функцiї

x∗(t, z, λ) = lim
m→∞

xm(t, z, λ). (22)

3. Гранична функцiя x∗ задовольняє початковi умови

x∗(0, z, λ) = z,

а також параметризованi двоточковi лiнiйнi крайовi умови

Ax∗(0, z, λ) + Cx∗(T, z, λ) = d(z, λ).
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4. Гранична функцiя (22) для всiх t ∈ [0, T ] є єдиним неперервно диференцiйовним
розв’язком iнтегрального рiвняння

x(t) = z +

t
∫

0

f(s, x(s)) ds−
t

T

T
∫

0

f(s, x(s)) ds+
t

T

[

C−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z
]

, (23)

або еквiвалентної йому задачi Кошi для модифiкованої системи диференцiальних рiв-
нянь вигляду

dx

dt
= f(t, x) + ∆(z, λ), (24)

x(0) = z, (25)

де ∆ : Dβ ×D → R
n — вiдображення, визначене формулою

∆(z, λ) :=
1

T

[

C−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z
]

−
1

T

T
∫

0

f(s, x(s)) ds. (26)

5. Справедлива оцiнка вiдхилення функцiї x∗ вiд її m-го наближення для всiх t ∈ [0, T ] :

|x∗(t, z, λ)− xm(t, z, λ)| ≤
20

9
t

(

1−
1

T

)

Qm−1(In −Q−1)h(z, λ), (27)

де

h(z, λ) := QδD(f) +K
∣

∣C−1d(z, λ)−
(

C−1A+ In
)

z
∣

∣ , (28)

Q :=
3T

10
K. (29)

Доведення. Доведемо, що послiдовнiсть функцiй (21) є послiдовнiстю Кошi у бана-
ховому просторi C([0, T ],Rn). Спочатку покажемо, що xm(t, z, λ) ∈ D для всiх (t, z, λ) ∈
∈ [0, T ]×Dβ ×D, m ∈ N.

Справдi, з використанням оцiнки леми 2.3 з [3] (див. також лему 3 [11] та лему 2 [12])

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0



f(τ)−
1

T

T
∫

0

f(s) ds



 dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
1

2
α1(t)

[

max
t∈[0.T ]

f(t)− min
t∈[0,T ]

f(t)

]

, (30)

де

α1(t) = 2t

(

1−
t

T

)

, t|α1(t)| ≤
T

2
, t ∈ [0, T ], (31)
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iз спiввiдношення (21) при m = 0 отримуємо

|x1(t, z, λ)− z| ≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0



f(t, z)−
1

T

T
∫

0

f(t, s) ds



 dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
∣

∣C−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z
∣

∣ ≤ α1(t)δD(f)+

+
∣

∣C−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z
∣

∣ ≤ β(z, λ). (32)

Виходячи з нерiвностi (32), можемо зробити висновок, що x1(t, z, λ) ∈ D, коли (t, z, λ) ∈
∈ [0, T ]×Dβ ×D.

За iндукцiєю неважко показати, що всi функцiї xm, визначенi згiдно з (21), також на-
лежать множинi D, m = 1, 2, 3, . . . , t ∈ [0, T ], z ∈ Dβ , λ ∈ D.

Розглянемо рiзницю

xm+1(t, z, λ)− xm(t, z, λ) =

t
∫

0

[f(s, xm(s, z, λ))− f(s, xm−1(s, z, λ))] ds−

−
t

T

T
∫

0

[f(s, xm(s, z, λ))− f(s, xm−1(s, z, λ))] ds,

m = 1, 2, 3, . . . .

Позначимо rm(t, z, λ) := |xm(t, z, λ)− xm−1(t, z, λ)|, m = 1, 2, 3, . . . .
Використовуючи оцiнку (30) та беручи до уваги умову Лiпшиця (19), отримуємо

rm+1(t, z, λ) ≤ K





(

1−
t

T

)

t
∫

0

rm(s, z, λ) ds+
t

T

T
∫

t

rm(s, z, λ) ds



 , (33)

m = 0, 1, 2, . . . .

На пiдставi нерiвностi (32) одержуємо

r1(t, z, λ) = |x1(t, z, λ)− z| ≤ α1(t)δD(f) +
∣

∣C−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z
∣

∣ .

Використаємо оцiнку з леми 3 [12]

αm+1(t) ≤
10

9

(

3

10
T

)m

α1(t), m = 0, 1, 2, . . . , (34)

для послiдовностi функцiй

αm+1(t) =

(

1−
t

T

)

t
∫

0

αm(s)ds+
t

T

T
∫

t

αm(s) ds, m = 0, 1, 2, . . . , (35)
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α0(t) = 1, α1(t) = 2t

(

1−
t

T

)

.

З урахуванням рiвностi (35) iз нерiвностi (33) при m = 1 випливає

r2(t, z, λ) ≤ KδD(f)





(

1−
t

T

)

t
∫

0

α1(s) ds+
t

T

T
∫

t

α1(s) ds



+

+K
∣

∣C−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z
∣

∣





(

1−
t

T

)

t
∫

0

ds+
t

T

T
∫

t

ds



 ≤

≤ K[α2(t)δD(f) + α1(t)|C
−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z|].

За iндукцiєю можна показати, що

rm+1(t, z, λ) ≤ Km
[

αm+1(t)δD(f) + αm(t)|C−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z|
]

, (36)

m = 0, 1, 2, . . . ,

де αm+1(t), αm(t) обчислюються за формулою (35), а δD(f) визначено згiдно з (18).
З урахуванням нерiвностi (34) iз спiввiдношення (36) одержимо

rm+1(t, z, λ) ≤
10

9
α(t)

[

QmδD(f) +KQm−1|C−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z|
]

, (37)

m = 1, 2, 3, . . . ,

де матриця Q має вигляд (29).
Тодi, взявши до уваги нерiвнiсть (37), розглянемо рiзницю

|xm+j(t, z, λ)− xm(t, z, λ)| ≤ |xm+j(t, z, λ)− xm+j−1(t, z, λ)|+

+ |xm+j−1(t, z, λ)− xm+j−2(t, z, λ)|+ . . .+ |xm+1(t, z, λ)− xm(t, z, λ)| =

=

j
∑

i=1

rm+i(t, z, λ) ≤
10

9
α(t)×

×

j
∑

i=1

(

Qm+iδD(f) +KQm+i−1
∣

∣C−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z
∣

∣

)

=

=
10

9
α(t)

[

Qm

j−1
∑

i=0

QiδD(f) +KQm

j−1
∑

i=0

Qi
∣

∣C−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z
∣

∣

]

. (38)
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На пiдставi умови С спектральний радiус матрицi Q вигляду (29) не перевищує 1. Тодi
маємо

j−1
∑

i=0

Qi ≤ (In −Q)−1, lim
m→∞

Qm = On,

де On — нульова квадратна матриця розмiрностi n.
Тому з нерiвностi (38) можемо зробити висновок, що, згiдно з критерiєм Кошi, послi-

довнiсть {xm}, яка задається формулою (21), рiвномiрно збiгається на множинi [0, T ] ×
×Dβ ×D до деякої граничної функцiї x∗.

Оскiльки функцiї xm послiдовностi (21) задовольняють крайовi умови (17) при довiль-
них значеннях параметрiв, x∗ також їх задовольняє. Переходячи у формулi (21) до границi
при m → ∞, отримуємо, що гранична функцiя задовольняє iнтегральне рiвняння (23), а
отже, є розв’язком задачi Кошi (24), (25), де ∆ — вiдображення, визначене згiдно з (26).

Оцiнка (27) є безпосереднiм наслiдком нерiвностi (38).
Теорему доведено.

5. Зв’язок граничної функцiї з розв’язком нелiнiйної крайової задачi. Поряд iз систе-
мою (11) розглянемо також рiвняння з постiйним збуренням у правiй частинi

dx

dt
= f(t, x) + µ, t ∈ [0, T ], (39)

i з початковими умовами

x(0) = z, (40)

де µ = col (µ1, . . . , µn) — керуючий параметр.
Покажемо, що для всiх фiксованих z ∈ Dβ , λ ∈ D параметр µ можна вибрати так,

що розв’язок x = x(t, z, λ, µ) задачi Кошi (39), (40) в той же час є розв’язком двоточкової
параметризованої крайової задачi (39), (17).

Теорема 5.1. Нехай z ∈ Dβ та λ ∈ D — довiльно заданi вектори. Припустимо, що
виконуються всi умови теореми 4.1.

Розв’язок x = x(t, z, λ, µ) початкової задачi (39), (40) задовольняє крайовi умови
(17) тодi i тiльки тодi, коли x = x(t, z, λ, µ) збiгається з граничною функцiєю x∗ =
= x∗(t, z, λ, µ) послiдовностi (21). Крiм того,

µ = µz,λ =
1

T

[

C−1d(z, λ)−
(

C−1A+ In
)

z
]

−
1

T

T
∫

0

f(s, x∗(s, z, λ)) ds. (41)

Доведення. Достатнiсть. Нехай у правiй частинi системи диференцiальних рiвнянь
(39) µz,λ має вигляд (41). З теореми 4.1 випливає, що при заданих z i λ границя (22) по-
слiдовностi (21) є єдиним розв’язком крайової задачi (39), (17) при µ = µz,λ. Крiм того,
гранична функцiя x∗ задовольняє i початковi умови (40), тобто є розв’язком задачi Кошi
(39), (40) при значеннi параметра µ = µz,λ.
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Необхiднiсть. Зафiксуємо довiльне значення µ̄ ∈ R
n i припустимо, що задача

dx

dt
= f(t, x) + µ̄, t ∈ [0, T ]

з початковими умовами (40) має розв’язок x̄ = x̄(t), який задовольняє двоточковi крайовi
умови (17). Тодi x̄ є розв’язком iнтегрального рiвняння

x̄(t) = z +

t
∫

0

f(s, x̄(s))ds+ µ̄t (42)

для всiх t ∈ [0, T ].
При t = T з формули (42) отримуємо

T µ̄ = x̄(T )− z −

T
∫

0

f(s, x̄(s)) ds. (43)

За припущенням функцiя x̄ задовольняє двоточковi крайовi умови (17):

Ax̄(0) + Cx̄(T ) = d(z, λ),

а також початковi умови
x̄(0) = z,

звiдки випливає рiвнiсть

x̄(T ) = C−1[d(z, λ)−Az]. (44)

Пiдставляючи вираз (44) у спiввiдношення (43), одержуємо

µ̄ =
1

T
C−1[d(z, λ)−Az]−

1

T
z −

1

T

T
∫

0

f(s, x̄(s)) ds. (45)

З iншого боку, вже доведено, що гранична функцiя x∗ є розв’язком початкової задачi
(39), (40) при µ = µz,λ вигляду (41) та задовольняє крайовi умови (17).

По аналогiї маємо

x∗(t, z, λ, µ) = z +

t
∫

0

f(s, x∗(s, z, λ, µ)) ds+ µz,λt, (46)

Tµz,λ = x∗(T, z, λ, µ)− z −

T
∫

0

f(s, x∗(s, z, λ, µ)) ds, (47)
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Ax∗(0, z, λ, µ) + Cx∗(T, z, λ, µ) = d(z, λ),

x∗(0, z, λ, µ) = z,

x∗(T, z, λ, µ) = C−1[d(z, λ)−Az]. (48)

На основi формул (46) – (48) легко переконатися, що

µz,λ =
1

T
C−1[d(z, λ)−Az]−

1

T
z −

1

T

T
∫

0

f(s, x∗(s, z, λ, µ)) ds. (49)

Пiдставляючи вираз (45) у (42), а (49) у (46), отримуємо, що для кожного t ∈ [0, T ]

x̄(t) = z +

t
∫

0

f(s, x̄(s)) ds+
1

T
[C−1[d(z, λ)−Az]− z]−

1

T

T
∫

0

f(s, x̄(s)) ds, (50)

x∗(t, z, λ, µ) = z +

t
∫

0

f(s, x∗(s, z, λ, µ)) ds+
1

T

[

C−1[d(z, λ)−Az]− z
]

−

−
1

T

T
∫

0

f(s, x∗(s, z, λ, µ)) ds. (51)

Нагадаємо, що на основi теореми 4.1 x̄ ∈ D та x∗ ∈ D. Очевидно, що iз спiввiдношень
(50), (51) випливає рiвнiсть

x∗(t, z, λ, µ)− x̄(t) =

t
∫

0

[f(s, x∗(s, z, λ, µ))− f(s, x̄(s))] ds−

−
1

T

T
∫

0

[f(s, x∗(s, z, λ, µ))− f(s, x̄(s))] ds. (52)

З формули (52) з урахуванням умови Лiпшиця (19) маємо, що функцiя

ω(t) = |x∗(t, z, λ, µ)− x̄(t)|, t ∈ [0, T ], (53)

задовольняє iнтегральнi нерiвностi

ω(t) ≤ K





t
∫

0

ω(s) ds+
t

T

T
∫

0

ω(s)ds



 ≤ Kα1(t) max
s∈[0,T ]

ω(s), t ∈ [0, T ], (54)

де α1(t) має вигляд (31).
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Використовуючи (54) рекурентно, приходимо до нерiвностi

ω(t) ≤ Kmαm(t) max
s∈[0,T ]

ω(s), t ∈ [0, T ], (55)

де m — довiльне натуральне число, а функцiї αm задаються за допомогою спiввiдношення
(35). З урахуванням оцiнок (34) з нерiвностi (55) для кожного m ∈ N отримуємо оцiнку

ω(t) ≤ Kα1(t)
10

9

(

3T

10
K

)m−1

max
s∈[0,T ]

ω(s), t ∈ [0, T ].

Спрямовуючи в останнiй нерiвностi m → ∞ i враховуючи властивiсть (20), приходимо
до висновку, що

max
s∈[0,T ]

ω(s) ≤ Qm max
s∈[0,T ]

ω(s) → 0.

Це означає, згiдно з (53), що функцiя x̄ збiгається з x∗. I тому на основi формул (45)
та (49) одержимо µ̄ = µz,λ.

Теорему доведено.
З’ясуємо вiдношення граничної функцiї x∗ = x∗(t, z, λ) послiдовностi (21) до розв’язку

параметризованої крайової задачi (11), (17) або еквiвалентної їй задачi (11), (12).

Теорема 5.2. Нехай для крайової задачi (11), (12) виконуються умови А – С.
Пара (x∗(·, z∗, λ∗), λ∗) є розв’язком параметризованої крайової задачi (11), (17) тодi i

тiльки тодi, коли z∗ = (z∗1 , z
∗

2 , . . . , z
∗

n), λ
∗ = (λ∗

1, λ
∗

2, . . . , λ
∗

n) задовольнятимуть систему
визначальних алгебраїчних чи трансцендентних рiвнянь

∆(z, λ) =
1

T

[

C−1d(z, λ)−
(

C−1A+ In
)

z
]

−
1

T

T
∫

0

f(s, x∗(s, z, λ)) ds = 0, (56)

x∗(T, z, λ) = λ. (57)

Доведення. Достатньо застосувати теорему 5.1 i зауважити, що диференцiальне рiв-
няння (24) збiгається з (11) тодi i тiльки тодi, коли пара (z∗, λ∗) задовольняє рiвняння

∆(z∗, λ∗) = 0.

З огляду на замiну змiнних (13) та еквiвалентнiсть (11), (12) та (11), (17) очевидно, що
(x∗(·, z∗, λ∗), λ∗) збiгається з розв’язком параметризованої крайової задачi (11), (13), (17)
тодi i тiльки тодi, коли пара (x∗(·, z∗, λ∗), λ∗) задовольняє рiвняння

x∗(T, z, λ∗) = λ∗,

тобто пара (x∗(·, z∗, λ∗), λ∗) є розв’язком параметризованої крайової задачi (11), (17) тодi
i тiльки тодi, коли виконуються (56), (57).

Теорему доведено.
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Наступне твердження доводить, що визначальна система рiвнянь (56), (57) виявляє усi
можливi розв’язки вихiдної крайової задачi (11), (12).

Лема 5.1. Нехай виконуються всi умови теореми 4.1 i, крiм того, iснують деякi век-
тори z ∈ Dβ i λ ∈ D, якi задовольняють систему визначальних рiвнянь (56), (57).

Тодi нелiнiйна крайова задачi (11), (12) має розв’язок x(·) такий, що

x(0) = z,

x(T ) = λ.

Бiльш того, цей розв’язок має вигляд

x(t) = x∗(t, z, λ), t = [0, T ], (58)

де x∗ є граничною функцiєю послiдовностi (21). I навпаки, якщо крайова задача (11), (12)
має розв’язок x(·), то цей розв’язок обов’язково має вигляд (58) i система визначальних
рiвнянь (56), (57) задовольняється при

z = x(0),

λ = x(T ).

Доведення. Будемо застосовувати теореми 5.1 i 5.2. Якщо iснують z ∈ Dβ i λ ∈ D, якi
задовольняють систему визначальних рiвнянь (56), (57), то на основi теореми 5.2 функцiя
(58) є розв’язком крайової задачi (11), (12). З iншого боку, якщо x(·) є розв’язком крайової
задачi (11), (12), то ця функцiя є розв’язком задачi Кошi (39), (40) при

µ = 0,

z = x(0).

Оскiльки x(·) задовольняє крайовi умови (12), а отже, i крайовi умови (17) при виборi
параметрiв z та λ згiдно з (16), то з теореми 5.1 випливає, що має мiсце рiвнiсть (58). Крiм
того,

µ = µz,λ = 0,

z = x(0).

Однак µz,λ має вигляд (41), тому перше рiвняння (56) визначальної системи задоволь-
няється, якщо

z = x(0), λ = col (x1(T ), . . . , xn(T )) :

∆(x(0), λ) = 0.

Зрештою, iз спiввiдношення (16) безпосередньо випливає, що друге рiвняння (57) визна-
чальної системи також має мiсце. Таким чином, ми вказали пари (z, λ) = (x(0), x(T )), якi
задовольняють систему визначальних рiвнянь (56), (57), що i завершує доведення.

Лему доведено.
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Зауваження 5.1. Основна складнiсть реалiзацiї даного методу пов’язана з вiдшуканням
граничної функцiї x∗. Однак у бiльшостi випадкiв цю проблему можна розв’язати, вико-
ристовуючи властивостi наближеного розв’язку xm, побудованого в аналiтичнiй формi.

При деякому m ≥ 1 визначимо функцiю ∆m : Dβ ×D → R
n згiдно з формулою

∆m(z, λ) :=
1

T

[

C−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z
]

−
1

T

T
∫

0

f(s, xm(s, z, λ)) ds, (59)

де z та λ задаються спiввiдношенням (16). Для дослiдження розв’язностi параметризова-
ної крайової задачi (11), (17) розглядатимемо наближену визначальну систему алгебра-
їчних рiвнянь, що має вигляд

∆m(z, λ) =
1

T

[

C−1d(z, λ)− (C−1A+ In)z
]

−−
1

T

T
∫

0

f(s, xm(s, z, λ)) ds = 0, (60)

xm (T, z, λ) = λ, (61)

де xm — вектор-функцiя, задана рекурентним спiввiдношенням (21). Природно очiкувати,
що за вiдповiдних умов зi зростанням m системи (56), (57) та (60), (61) будуть достатньо
близькими, i цим самим забезпечуватиметься потрiбна точнiсть вiдшукання наближеного
розв’язку вихiдної крайової задачi (11), (12).

6. Приклад нелiнiйної двоточкової крайової задачi з нелiнiйними граничними умова-
ми. Розглянемо систему нелiнiйних диференцiальних рiвнянь

dx1
dt

= x2 = f1(t, x1, x2),

(62)
dx2
dt

= −
1

2
x22 −

1

2
x1 +

t

8
x2 +

t2

16
+

9

32
= f2(t, x1, x2)

з нелiнiйними двоточковими граничними умовами вигляду

x1(0) + x1(1)− [x2(1)]
2 =

3

16
,

(63)

x2(0) + x1(1)− x2(1) = −
1

16
.

Зауважимо, що точним розв’язком задачi (62), (63) є розв’язок

x∗1 =
t2

8
+

1

16
,

x∗2 =
t

4
.
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Граничнi умови (63) можна записати у матрично-векторнiй формi

Ax(0) + Cx(1) + g(x(0), x(1)) = d, (64)

де

A =

(

1 0
0 1

)

, C =

(

1 0
1 −1

)

, d =

(

3/16
−1/16

)

,

g(x(0), x(1)) =

(

−[x2(1)]
2

0

)

.

Як бачимо, detC = −1 6= 0.
Крайова задача (62), (64) визначена на множинi

D =

{

(x1, x2) : |x1| ≤ 1, |x2| ≤
3

4

}

, t ∈ [0, 1].

За матрицю, яка фiгурує в умовi Лiпшиця (19), можна взяти таку:

K =

(

0 1
1/2 7/8

)

,

до того ж
r(K) < 1, 27,

тобто умова C задовольняється.
Вектори δG(f) та β(z, λ) виберемо таким чином:

δG(f) ≤

(

3/4

355/512

)

,

β(z, λ) :=
1

2
δG(f) +

∣

∣C−1d(z, λ)−
(

C−1A+ In
)

z
∣

∣ ≤

(

3/8

355/1024

)

+

∣

∣

∣

∣

∣

−455/256 z1

183/256 z2

∣

∣

∣

∣

∣

,

тобто умова непорожностi множини Dβ , яка фiгурує в умовi B, має мiсце.
Введемо параметри

x(1) = λ :=

(

λ1

λ2

)

. (65)

З використанням параметризацiї (65) крайовi умови (64) запишуться у виглядi лiнiй-
них двоточкових параметризованих граничних умов:

Ax(0) + Cx(1) = d− g(x(0), λ). (66)

Безпосереднiми обчисленнями отримуємо

d(z, λ) := d− g(z, λ) =

(

λ2
2 + 3/16

−1/16

)

. (67)
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З урахуванням позначення (67) граничнi умови (66) наберуть вигляду

Ax(0) + Cx(1) = d(z, λ), (68)

де z := x(0) = col (z1, z2), λ = col (λ1, λ2), d(z, λ) визначено згiдно з (67).
Таким чином, для розглядуваної задачi виконуються умови A –C. Отже, до неї можна

застосувати схему чисельно-аналiтичного алгоритму, про яку йдеться в данiй роботi.
Послiдовнi наближення (21) для крайової задачi (62), (68) мають вигляд

xm,1(t, z, λ) := z1 +

t
∫

0

f1(s, xm−1,1(s, z, λ)) ds−

− t

1
∫

0

f1(s, xm−1,1(s, z, λ)) ds+ t

(

3

16
+ λ2

2 − 2z1

)

,

xm,2(t, z, λ) := z2 +

t
∫

0

f2(s, xm−1,2(s, z, λ)) ds−

− t

1
∫

0

f2(s, xm−1,2(s, z, λ)) ds+ t

(

1

4
+ λ2

2 − z1

)

,

m = 1, 2, 3, . . . .

Використовуючи пакет символьної математики Maple, одержуємо, що результатом
першої iтерацiї з невiдомими шуканими параметрами є такi значення компонент набли-
женого розв’язку:

x11 = z1 + t
(

0, 1875 + λ2
2 − 2z1

)

,

x12 = z2 + 0, 28125 t+ 0, 02083333333 t3 + 0, 0625 z2t
2 − 0, 5 z22t−

− 0, 5 z1t− t(0, 3020833333 + 0, 0625 z2 − 0, 5 z22 − 0, 5 z1) + t (0, 25 + λ2
2 − z1).

При цьому наближена система визначальних рiвнянь (60), (61) для знаходження невiдо-
мих параметрiв при m = 1 має вигляд

0, 0677083333− 0, 9895833333 z2 − 1, 5 z1 + 0, 5λ2
2 = 0,

−0, 0142919147− 0, 05668402778 z2 − 0, 9625 z1 + 1, 2125λ2
2+

+ 0, 5212239583 z22 + 0, 515625 z2(0, 2291666667− 0, 0625 z2 − z1 + λ2
2)+

+ 0, 1666666667(0, 2291666667− 0, 0625 z2 − z1 + λ2
2)

2 = 0, (69)
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Рис. 1. Перша та друга компоненти точного розв’язку (суцiльна лiнiя) та їх перше наближення (пунктир-
на).

λ2
2 − z1 + 0, 1875 = λ1,

z2 − z1 + λ2
2 + 0, 25 = λ2.

Розв’язками системи (69) є такi:

λ1 = λ11 = 0, 1791331482,

λ2 = λ12 = 0, 2394378513,
(70)

z1 = z11 = 0, 06569733651,

z2 = z12 = −0, 002195296806.

Пiдставляючи значення з (70) у (69), отримуємо значення компонент наближеного
розв’язку у першiй iтерацiї:

x11(t) = 0, 1134358116 t+ 0, 06569733651,
(71)

x12(t) = 0, 02083333333 t3 − 0, 0001372060504 t2+

+ 0, 2209370209 t− 0, 002195296806.

На рис. 1 зображено першу та другу компоненти точного та наближеного розв’язку у
першiй iтерацiї.

Максимальне вiдхилення точного розв’язку вiд його першого наближення, що має
вигляд (71), при t ∈ [0, 1] дається нерiвностями

max
t∈[0,1]

|x∗1(t)− x11(t)| ≤ 0, 1029775824,

max
t∈[0,1]

|x∗2(t)− x12(t)| ≤ 0, 1891220632.

При m = 2 розв’язком наближеної системи визначальних рiвнянь (60), (61) є наступнi
значення параметрiв:

λ1 = λ21 = 0, 18744449060,
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Рис. 2. Перша та друга компоненти точного розв’язку (суцiльна лiнiя) та їх друге наближення (пунктир-
на).

λ2 = λ22 = 0, 2499392178,

z1 = z21 = 0, 06252470657,

z2 = z22 = −0, 5688202756 · 10−5.

Компоненти наближеного розв’язку в другiй iтерацiї мають вигляд

x21(t) = 0, 00208333332 t4 − 0, 1185042241 · 10−6t3+

+ 0, 1145559641 t2 + 0, 0051560206 t+ 0, 06252470657,
(72)

x22(t) = −0, 0003100198412 t7 + 0, 1234419001 · 10−8t6−

− 0, 0004337997010 t5 + 0, 3887933345 · 10−7t4+

+ 0, 02163095107 t3 − 0, 03122975378 t2+

+ 0, 2600084702 t− 0, 5688202756 · 10−5.

На рис. 2 побудовано графiки компонент точного та наближеного розв’язку крайової
задачi в другiй iтерацiї, а на рис. 3 — графiки похибок другого наближення.

Максимальне вiдхилення точного розв’язку вiд його другого наближення, що має ви-
гляд (72), при t ∈ [0, 1] дається нерiвностями

max
t∈[0,1]

|x∗1(t)− x21(t)| ≤ 0, 0004205763744,

max
t∈[0,1]

|x∗2(t)− x22(t)| ≤ 0, 001065024056.

Аналогiчно можна отримати й вищi наближення до розв’язку вихiдної крайової зада-
чi. Наприклад, спiввiдношення точного розв’язку та його третього наближення зображе-
но на рис. 4, а похибки третього наближення — на рис. 5.
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Рис. 3. Графiки похибок другої апроксимацiї першої та другої компонент розв’язку.

Рис. 4. Перша та друга компоненти точного розв’язку (суцiльна лiнiя) та їх третє наближення (пунктир-
на).

Рис. 5. Графiки похибок третьої апроксимацiї першої та другої компонент розв’язку.
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При цьому максимальне вiдхилення похибки точного та наближеного розв’язку у тре-
тiй iтерацiї дається нерiвностями

max
t∈[0,1]

|x∗1(t)− x31(t)| ≤ 0, 00007027803813,

max
t∈[0,1]

|x∗2(t)− x32(t)| ≤ 0, 0001595417903.

Розрахунки показують, що абсолютна похибка побудованого за вказаною iтерацiй-
ною схемою третього наближення становить 7 ·10−5 для першої компоненти розв’язку та
10−4 для другої його компоненти.

7. Достатнi умови iснування розв’язкiв.

Означення 7.1. Для всiх iндексiв i1 та i2, що набувають значень вiд 1 до n, визначимо
матрицю Ji1,i2 розмiрностi (i2 − i1 + 1)× n таким чином:

Ji1,i2 := (Oi2−i1+1,i1−1, Ii2−i1+1, Oi2−i1+1,n−i2),

де Ii — одинична квадратна матриця розмiрностi i, Oi,j — нульова матриця розмiр-
ностi i× j.

Таким чином, множення злiва деякого вектора матрицею Ji1,i2 еквiвалентно вибору
його компонент з номерами вiд i1 до i2.

Лема 7.1. Нехай виконуються умови теореми 4.1.
Тодi для кожного m ≥ 1 та z, λ вигляду (16) для точної та наближеної визначальних

функцiй

∆ : Rn × R
n → R

n,

∆m : Rn × R
n → R

n,

визначених згiдно з (26) та (59), справджується оцiнка

|∆(z, λ)−∆m(z, λ)| ≤
10T

27
KQm−1(In −Q)−1h(z, λ), (73)

де K, Q, h(z, λ) задаються спiввiдношеннями (19), (29) та (28) вiдповiдно.

Доведення. Зафiксуємо параметри z, λ вигляду (16). З урахуванням умови Лiпшиця
(19), оцiнки (27) та рiвностi

T
∫

0

α1(t)dt =
T 2

3
(74)
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маємо

|∆(z, λ)−∆m(z, λ)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

T

T
∫

0

f(s, xm(s, z, λ)) ds−
1

T

T
∫

0

f(s, x∗(s, z, λ)) ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤
1

T

T
∫

0

K|x∗(s, z, λ)− xm(s, z, λ)| ds ≤

≤
1

T
K

T
∫

0

10

9
α1(s)Q

m−1(In −Q)−1h(z, λ)ds =

=
10

9T
KQm−1(In −Q)−1h(z, λ)

T
∫

0

α1(s)ds =

=
10T

27
KQm−1(In −Q)−1h(z, λ),

що i доводить лему.

На основi систем визначальних рiвнянь (56), (57) та (60), (61) введемо до розгляду
вiдображення

Φ : Rn × R
n → R

2n,

Φm : Rn × R
n → R

2n,

якi для всiх z, λ з (16) мають вигляд

Φ(z, λ) :=













1

T

[

C−1d(z, λ)−
(

C−1A+ In
)

z
]

−
1

T

T
∫

0

f (s, x∗(s, z, λ)) ds

x∗(T, z, λ)− λ













, (75)

Φm(z, λ) :=













1

T

[

C−1d(z, λ)−
(

C−1A+ In
)

z
]

−
1

T

T
∫

0

f(s, xm(s, z, λ)) ds

xm(T, z, λ)− λ













. (76)

Означення 7.2. Нехай H ⊂ R
2n — деяка непорожня множина. Для будь-якої пари

функцiй
fj = col (fj1(x), . . . , fj,2n(x)) : H → R

2n, j = 1, 2,

має мiсце запис
f1 ⊲H f2
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тодi i тiльки тодi, коли iснує функцiя

k : H → {1, 2, . . . , 2n}

така, що
f1,k(x) > f2,k(x)

для всiх x ∈ H.

Це означає, що в кожнiй точцi x ∈ H принаймнi одна з компонент вектора f1(x)
бiльша, нiж вiдповiдна їй компонента вектора f2(x).

Розглянемо множину

Ω = D × Λ, (77)

де D ⊂ R
n, Λ ⊂ R

n
— деякi вiдкритi множини.

Теорема 7.1. Нехай виконуються умови теореми 4.1 i можна вказати деяке m ≥ 1 та
множину Ω ⊂ R

2n вигляду (77) такi, що має мiсце спiввiдношення

|Φm| ⊲∂Ω











10T

27
KQm−1(In −Q)−1h(z, λ)

5T

9
Qm−1(In −Q)−1h(z, λ)











, (78)

де ∂Ω — границя областi Ω, а вектор h(z, λ) визначено згiдно з (28). Крiм того, якщо
ступiнь Брауера векторного поля Φm на множинi Ω вiдносно нуля задовольняє нерiв-
нiсть

deg (Φm,Ω, 0) 6= 0,

то iснує пара (z∗, λ∗) ∈ Ω така, що

x∗(t) = x∗ (t, z∗, λ∗) = lim
m→∞

xm (t, z∗, λ∗) (79)

є розв’язком нелiнiйної крайової задачi (11), (12) з початковою умовою

x∗(0) = z∗. (80)

Доведення. Покажемо, що векторнi поля Φ та Φm гомотопнi. Для цього введемо до
розгляду сiм’ю векторних вiдображень

P (θ, z, λ) := Φm(z, λ) + θ [Φ(z, λ)− Φm(z, λ)] , (z, λ) ∈ ∂Ω, (81)

де θ ∈ [0, 1].

Очевидно, що P (θ, ·, ·) є неперервним на ∂ Ω для кожного θ ∈ [0, 1]. Крiм того,

P (0, z, λ) = Φm(z, λ), P (1, z, λ) = Φ(z, λ)

для всiх (z, λ) ∈ ∂Ω.
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Для довiльної пари (z, λ) ∈ ∂ Ω з урахуванням (81) маємо

|P (θ, z, λ)| = |Φm(z, λ) + θ[Φ(z, λ)− Φm(z, λ)]| ≥ |Φm(z, λ)| − |Φ(z, λ)− Φm(z, λ)|. (82)

З iншого боку, використовуючи позначення (75), (76), наближення (21) та оцiнку (73),
одержуємо покомпонентнi нерiвностi

|Φ(z, λ)− Φm(z, λ)| ≤











10T

27
KQm−1(In −Q)−1h(z, λ)

5T

9
Qm−1(In −Q)−1h(z, λ)











, (83)

звiдки на основi спiввiдношень (78), (82), (83) випливає, що

|P (θ, ·, ·)| ⊲∂Ω 0, θ ∈ [0, 1]. (84)

Вираз (84), зокрема, показує, що P (θ, ·, ·) не перетворюється в 0 для жодного зна-
чення θ ∈ [0, 1], тобто перетворення (81) невироджене, а отже, векторнi поля Φm та Φ
гомотопнi.

Беручи до уваги спiввiдношення (78) та властивiсть iнварiантностi ступеня Брауера
вiдносно гомотопiї, можемо зробити висновок, що

deg (Φ(z, λ),Ω, 0) = deg (Φ(z, λ),Ω, 0) 6= 0.

Класичний топологiчний результат (див. [13], теорема A.2.4) гарантує iснування пари

(z∗, λ∗) ∈ Ω

такої, що

Φ(z∗, λ∗) = 0.

Тому пара (z∗, λ∗) задовольняє систему визначальних рiвнянь (56), (57).
Беручи до уваги умови теореми 5.2, приходимо до висновку, що функцiя (79) є розв’яз-

ком вихiдної нелiнiйної двоточкової крайової задачi (11), (12) з початковою умовою (80).
Теорему доведено.

8. Необхiднi умови розв’язностi. Введемо до розгляду матрицю

R := sup
t∈[0,T ]

∣

∣

∣

∣

In −
t

T
(C−1A+ In)

∣

∣

∣

∣

(85)

та вектор

ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)

:= C−1
(

g
(

z0, λ0
)

− g
(

z1, λ1
))

, (86)

де g — функцiя, яка фiгурує в крайових умовах (12).
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Лема 8.1. Нехай виконуються умови теореми 4.1.
Тодi гранична функцiя (22) вiдносно змiнних z та λ задовольняє умову лiпшицевого

типу вигляду

∣

∣x∗
(

t, z0, λ0
)

− x∗
(

t, z1, λ1
)∣

∣ ≤

[

R+
10

9
K(In −Q)−1Rα1(t)

]

∣

∣z0 − z1
∣

∣+

+

[

In +
10

9
K(In −Q)−1α1(t)

]

|ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)

|, (87)

де zj ∈ Dβ , λ
j ∈ D, j = 0, 1, t ∈ [0, T ], а матриця Q має вигляд (29).

Доведення. Безпосередньо з виразiв (21) та (15) випливає, що

x1(t, z
0, λ0)− x1(t, z

1, λ1) = (z0 − z1) +

t
∫

0

[f(s, z0)− f(s, z1)] ds−

−
t

T

T
∫

0

[f(s, z0)− f(s, z1)] ds+

+
t

T

[

C−1d− C−1g(z0, λ0)− (C−1A+ In)z
0 −

− C−1d+ C−1g(z1, λ1) + (C−1A+ In)z
1
]

=

= (z0 − z1) +

(

1−
t

T

)

t
∫

0

[

f(s, z0)− f(s, z1)
]

ds−

−
t

T

T
∫

t

[

f(s, z0)− f(s, z1)
]

ds−
t

T
C−1

(

g(z0, λ0)− g(z1, λ1)
)

−

−
t

T

[

(C−1A+ In) (z
0 − z1)

]

.

Використовуючи рекурентну формулу (35) та беручи до уваги спiввiдношення (85),
(86), (31), (19), одержуємо

∣

∣x1
(

t, z0, λ0
)

− x1
(

t, z1, λ1
)∣

∣ ≤ R
∣

∣z0 − z1
∣

∣+
t

T
|ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)

|+

+K





(

1−
t

T
In

)

t
∫

0

ds+
t

T

T
∫

t

ds





∣

∣z0 − z1
∣

∣ =

= [R+ α1(t)K]
∣

∣z0 − z1
∣

∣+
∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣ , (88)

для всiх t ∈ [0, T ].
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Аналогiчно, враховуючи вирази (21), (35) та (88), маємо

∣

∣x2
(

t, z0, λ0
)

− x2
(

t, z1, λ1
)∣

∣ ≤ R
∣

∣z0 − z1
∣

∣+
∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣+

+K





(

1−
t

T

)

t
∫

0

[

(R+ α1(s)K)
∣

∣z0 − z1
∣

∣+
∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣

]

ds+

+
t

T

T
∫

t

[

(R+ α1(s)K)
∣

∣z0 − z1
∣

∣+
∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣

]

ds



 ≤

≤ R
∣

∣z0 − z1
∣

∣+
∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣+

+K
{

[Rα1(t) + α2(t)K]
∣

∣z0 − z1
∣

∣+K
∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣α1(t)
}

=

=
[

R+KRα1(t) +K2α2(t)
] ∣

∣z0 − z1
∣

∣+

+K
∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣α1(t) +
∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣ .

За iндукцiєю можна показати, що

∣

∣xm
(

t, z0, λ0
)

− xm
(

t, z1, λ1
)∣

∣ ≤

[

R+

m−1
∑

i=1

KiRαi(t) +Kmαm(t)

]

×

×
∣

∣z0 − z1
∣

∣+
m−1
∑

i=0

Kiαi(t)
∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣ . (89)

З нерiвностi (89) з використанням оцiнок (34), (20) та формули (29) отримуємо

∣

∣xm
(

t, z0, λ0
)

− xm
(

t, z1, λ1
)∣

∣ ≤

[

R+
10

9
K

m−2
∑

i=1

QiRαi(t) +
10

9
KQm−1α1(t)

]

∣

∣z0 − z1
∣

∣+

+

[

In +
10

9
Kα1(t)

m−2
∑

i=1

Qi

]

∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣ . (90)

При переходi в нерiвностi (90) до границi при m → ∞ одержуємо

∣

∣x∗
(

t, z0, λ0
)

− x∗
(

t, z1, λ1
)∣

∣ ≤

[

R+
10

9
K(In −Q)−1Rα1(t)

]

∣

∣z0 − z1
∣

∣+

+

[

In +
10

9
K(In −Q)−1α1(t)

]

∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣ .

Лему доведено.
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Лема 8.2. Нехай виконуються умови теореми 4.1.

Тодi для функцiї ∆ : R2n → R
n системи визначальних рiвнянь (56), (57) справедливою

є оцiнка

∣

∣∆
(

z0, λ0
)

−∆
(

z1, λ1
)∣

∣ ≤
1

T

∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣+

+

{

1

T

∣

∣C−1A+ In
∣

∣+K

[

R+
10T

27
K(In −Q)−1R

]}

∣

∣z0 − z1
∣

∣+

+K

[

In +
10T

27
K (In −Q)−1

]

∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣ , (91)

де zj ∈ Dβ , λ
j ∈ D, j = 0, 1.

Доведення. Згiдно iз спiввiдношеннями (56), (19), (87) маємо

∆
(

z0, λ0
)

−∆
(

z1, λ1
)

=
1

T
ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)

−
1

T

(

C−1A+ In
) (

z0 − z1
)

+

+
1

T

T
∫

0

[

f
(

s, x∗
(

s, z1, λ1
))

− f
(

s, x∗
(

s, z0, λ0
))]

ds. (92)

Тодi з урахуванням (19), (85) та (74) iз (92) отримуємо

∣

∣∆
(

z0, λ0
)

− ∆
(

z1, λ1
)∣

∣ ≤
1

T

∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣+

+
1

T

∣

∣C−1A+ In
∣

∣

∣

∣z0 − z1
∣

∣+
1

T

T
∫

0

K
∣

∣x∗
(

s, z1, λ1
)

− x∗
(

s, z0, λ0
)∣

∣ ds ≤

≤
1

T

∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣+
1

T

∣

∣C−1A+ In
∣

∣

∣

∣z0 − z1
∣

∣+

+K





1

T
R

T
∫

0

ds+
10

9T
K (In −Q)−1R

T
∫

0

α1(s)ds





∣

∣z0 − z1
∣

∣+

+K





1

T

T
∫

0

ds+
10

9T
K (In −Q)−1

T
∫

0

α1(s)ds





∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣ ,
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∣

∣∆
(

z0, λ0
)

− ∆
(

z1, λ1
)∣

∣ ≤
1

T

∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣+

+
1

T

∣

∣C−1A+ In
∣

∣

∣

∣z0 − z1
∣

∣+K

[

R+
10T

27
K (In −Q)−1R

]

∣

∣z0 − z1
∣

∣+

+K

[

In +
10T

27
K (In −Q)−1

]

∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣ =

=
1

T

∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣+

{

1

T

∣

∣C−1A+ In
∣

∣+K

[

R+
10T

27
K (In −Q)−1R

]}

×

×
∣

∣z0 − z1
∣

∣+K

[

In +
10T

27
K (In −Q)−1

]

∣

∣ρ
(

z0, λ0, z1, λ1
)∣

∣ ,

що й доводить лему.

Теорема 8.1. Нехай виконуються умови теореми 4.1. Крiм того, нехай iснують де-
який номер m ∈ N i пара

(

z̄, λ̄
)

∈ Ω

(Ω має вигляд (77)) такi, що покомпонентна нерiвнiсть

∣

∣∆m

(

z̄, λ̄
)∣

∣ ≤ sup
(z,λ)∈Ω

1

T

∣

∣ρ
(

z, λ, z̄, λ̄
)∣

∣+

+ sup
z∈D

{

1

T

∣

∣C−1A+ In
∣

∣+K

[

R+
10T

27
K (In −Q)−1R

]}

|z − z̄|+

+ sup
(z,λ)∈Ω

{

K

[

In +
10T

27
K (In −Q)−1

]}

ρ
(

z, λ, z̄, λ̄
)

+

+
10T

27
K(In −Q)−1h

(

z̄, λ̄
)

(93)

не справджується. Тут вектори h(z, λ) та ρ мають вигляд (28) та (86), матрицi K, Q, R
визначено згiдно з (19), (29) та (85) вiдповiдно, а матрицi A, C — це матрицi з крайових
умов (12).

Тодi не iснує пари (z∗, λ∗) ∈ Ω, для якої вихiдна двоточкова крайова задача (11), (12)
матиме розв’язок x = x(t) такий, що

x(0) = z∗,

x(T ) = λ∗.

Доведення. Нехай m ∈ N та (z̄, λ̄) ∈ D × Λ є довiльними. Покажемо, що при цих при-
пущеннях система визначальних рiвнянь (56), (57) не має на множинi Ω жодного розв’яз-
ку. Доведемо це вiд супротивного. Припустимо, що пара (z̄, λ̄) є розв’язком системи (56),
(57). Згiдно з теоремою 5.1 розв’язок крайової задачi (11), (17) задається формулою (79).
Використаємо оцiнку (91), поклавши

(

z0, λ0
)

= (z∗, λ∗) ,
(

z1, λ1
)

=
(

z̄, λ̄
)

.
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Тодi з (91) випливає

∣

∣∆
(

z̄, λ̄
)∣

∣ ≤
1

T

∣

∣ρ
(

z∗, λ∗, z̄, λ̄
)∣

∣+

+

{

1

T

∣

∣C−1A+ In
∣

∣+K

[

R+
10T

27
K (In −Q)−1

]}

|z∗ − z̄|+

+K

[

In +
10T

27
K (In −Q)−1

]

ρ
(

z∗, λ∗, z̄, λ̄
)

. (94)

Iз урахуванням нерiвностi (73) маємо

∣

∣∆m

(

z̄, λ̄
)∣

∣ ≤
∣

∣∆
(

z̄, λ̄
)∣

∣+
∣

∣∆m

(

z̄, λ̄
)

−∆
(

z̄, λ̄
)∣

∣ ≤
∣

∣∆
(

z̄, λ̄
)∣

∣+
10T

27
KQm−1h (z, λ) . (95)

Поєднуючи нерiвностi (94) та (95), можемо записати

∣

∣∆
(

z̄, λ̄
)∣

∣ ≤
1

T

∣

∣ρ
(

z∗, λ∗, z̄, λ̄
)∣

∣+

+

{

1

T

∣

∣C−1A+ In
∣

∣+K

[

R+
10T

27
K (In −Q)−1

]}

|z∗ − z̄|+

+K

[

In +
10T

27
K (In −Q)−1

]

ρ
(

z∗, λ∗, z̄, λ̄
)

+

+
10T

27
KQm−1(In −Q)−1h

(

z̄, λ̄
)

або

∣

∣∆m

(

z̄, λ̄
)∣

∣ ≤ sup
(z,λ)∈Ω

1

T

∣

∣ρ
(

z, λ, z̄, λ̄
)∣

∣+

+ sup
z∈D

{

1

T

∣

∣C−1A+ In
∣

∣+K

[

R+
10T

27
K (In −Q)−1R

]}

|z − z̄|+

+ sup
(z,λ)∈Ω

{

K

[

In +
10T

27
K (In −Q)−1

]}

ρ
(

z, λ, z̄, λ̄
)

+

+
10T

27
K (In −Q)−1 h (z, λ) ,

тобто отримали нерiвнiсть, яка збiгається з (93). Але за припущенням теореми для пари
(z̄, λ̄) покомпонентна нерiвнiсть (93) не виконується. Отримали суперечнiсть, яка озна-
чає, що визначальна система (56), (57) не має розв’язкiв на множинi Ω. Тому на основi те-
ореми 5.2 функцiя x∗, що визначена формулою (22), не є розв’язком крайової задачi (11),
(17) при будь-якому виборi пари (z̄, λ̄) з областi Ω. Згiдно з лемою 5.1, це означає, що нелi-
нiйна крайова задача (11), (12) не має жодного розв’язку x(·), для якого пара (x(0), x(T ))
належить областi Ω.

Теорему доведено.
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9. Зауваження щодо практичної реалiзацiї. Згiдно з теоремою 8.1, можна задати ал-
горитм для наближеного вiдшукання пари (z∗, λ∗), яка визначає розв’язок (79) вихiдної
крайової задачi (11), (12). Для цього запишемо множину Ω вигляду (77) як об’єднання
скiнченної кiлькостi пiдмножин:

Ω :=

N
⋃

i=1

Ωi = Di × Λi. (96)

У кожнiй множинi Ωi вибираємо довiльну точку

(

z̄i, λ̄i
)

∈ Ωi,

та для деякого m обчислюємо m-те наближення xm
(

t, z̄i, λ̄i
)

, використовуючи рекурент-
не спiввiдношення (21), а потiм знаходимо значення „визначальної функцiї” ∆m

(

z̄i, λ̄i
)

згiдно з формулою (59). Беручи до уваги нерiвнiсть (93), виключаємо з множини (96) тi
пiдмножини Ωi, для яких нерiвнiсть

∣

∣∆m

(

z̄i, λ̄i
)∣

∣ ≤ sup
(z,λ)∈Ωi

1

T

∣

∣ρ
(

z, λ, z̄i, λ̄i
)∣

∣+

+ sup
z∈Di

{

1

T

∣

∣C−1A+ In
∣

∣+K

[

R+
10T

27
K (In −Q)−1R

]}

∣

∣z − z̄i
∣

∣+

+ sup
(z,λ)∈Ωi

{

K

[

In +
10T

27
K (In −Q)−1

]}

ρ
(

z, λ, z̄i, λ̄i
)

+

+
10T

27
K(In −Q)−1h

(

z̄i, λ̄i
)

не виконується. Це обумовлено тим, що за теоремою 8.1 вони не можуть мiстити пару
(z∗, λ∗), яка визначає розв’язок (79) крайової задачi (11), (12).

Решта пiдмножин
Ωi1 ,Ωi2 , . . . ,Ωis

утворюють деяку множину
Ωm,N = Dm,N × Λm,N

таку, що тiльки (z̃, λ̃) ∈ Ωm,N може визначити розв’язок (79).
Коли N та m прямують до ∞, Ωm,N „прямує” до множини

Ω∗ = D∗ × Λ∗,

яка може мiстити значення (z∗, λ∗), що визначає розв’язок крайової задачi (11), (12) у
виглядi (79).

Кожну пару (z̃, λ̃) ∈ Ωm,N можна розглядати як наближення до пари (z∗, λ∗), яка
визначає розв’язок вихiдної крайової задачi (11), (12). У цьому випадку очевидно, що

|z̃ − z∗| ≤ sup
z∈Dm,N

|z̃ − z| ,
∣

∣

∣λ̃− λ∗

∣

∣

∣ ≤ sup
λ∈Λm,N

∣

∣

∣λ̃− λ
∣

∣

∣ ,
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а значення функцiї xm(t, z̃, λ̃), що визначається рекурсивним спiввiдношенням (21),
можна взяти в якостi наближеного розв’язку крайової задачi (11), (12).

Теорема 9.1. Нехай мають мiсце умови теореми 4.1 i, крiм того, пара (z∗, λ∗) є розв’яз-
ком точної системи визначальних рiвнянь (56), (57), а (z̃, λ̃) — довiльна пара з множи-
ни Ωm,N .

Тодi справджується наступна оцiнка вiдхилення точного розв’язку x∗(t, z∗, λ∗) =
= limm→∞ xm(t, z∗, λ∗) вiд його апроксимацiї xm(t, z̃, λ̃) (21):

|x∗ (t, z∗, λ∗) − xm

(

t, z̃, λ̃
)∣

∣

∣ ≤

≤ sup
z∈Dm,N

[

R+
10

9
Kα1(t) (In −Q)−1R+

10

9
KQm−1α1(t)

]

|z − z̃|+

+ sup
(z,λ)∈Ωm,N

[

In +
10

9
Kα1(t) (In −Q)−1

]

∣

∣

∣
ρ
(

z, λ, z̃, λ̃
)∣

∣

∣
.

Доведення. Використаємо нерiвнiсть
∣

∣

∣x∗ (t, z∗, λ∗)− xm

(

t, z̃, λ̃
)∣

∣

∣ ≤ |x∗ (t, z∗, λ∗)− xm (t, z∗, λ∗)|+

+
∣

∣

∣
xm (t, z∗, λ∗)− xm

(

t, z̃, λ̃
)∣

∣

∣
. (97)

Оцiнимо перший доданок у правiй частинi (97) нерiвнiстю (27):

|x∗ (t, z∗, λ∗)− xm (t, z∗, λ∗)| ≤
10

9
α1(t)Q

m−1 (In −Q)−1 h (z∗, λ∗) ≤

≤
10

9
α1(t)Q

m−1 (In −Q)−1 sup
(z,λ)∈Ωm,N

h(z, λ).

З використанням (90) другий доданок нерiвностi (97) будемо оцiнювати таким чином:

|xm (t, z∗, λ∗) − xm

(

t, z̃, λ̃
)∣

∣

∣
≤

[

R+
10

9
K

m−2
∑

i=1

QiRα1(t)

]

|z∗ − z̃|+

+

[

In +
10

9
Kα1(t)

m−2
∑

i=0

Qi

]

∣

∣

∣ρ
(

z∗, λ∗, z̃, λ̃
)∣

∣

∣ ≤

≤ sup
z∈Dm,N

[

R+
10

9
K (In −Q)−1Rα1(t) +

10

9
KQm−1α1(t)

]

|z − z̃|+

+ sup
(z,λ)∈Ωm,N

[

In +
10

9
Kα1(t) (In −Q)−1

]

∣

∣

∣
ρ
(

z, λ, z̃, λ̃
)∣

∣

∣
,

що й доводить теорему.
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