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СТIЙКОСТI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ
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We use the second approximation in the averaging method to study stability of a system of weakly coupled
oscillators with time delay. A sufficient stability (instability) condition is obtained for a linear system of
differential-difference equations.

Второе приближение в методе усреднения применено к исследованию устойчивости системы
слабосвязанных осцилляторов с запаздыванием. Получено достаточное условие устойчивости
(неустойчивости) линейной системы дифференциально-разностных уравнений.

Розглянемо систему

dx

dt
= εX(t, x, x(t−∆)), (1)

де ε — малий додатний параметр, x ∈ Rn, функцiя X(t, x, y) тричi неперервно диференцi-
йовна за всiма змiнними.

Нехай

X(t, x, x) =
∑
ν

eiνtXν(x).

Тодi усереднена система для (1) набере вигляду

dx

dt
= εX0(x),

де X0(x) — середнє значення функцiї X(t, x, x) за змiнною t, X0(x) = M{X(t, x, x)}. У
статтi Хейла [1] доведено узагальнення другої теореми Боголюбова про усереднення для
системи вигляду (1). У цiй статтi ми побудуємо друге наближення в методi усереднення i
застосуємо його до дослiдження стiйкостi розв’язкiв лiнiйної системи.

У системi (1) виконаємо замiну x = ξ + εX̃(t, ξ), де

X̃(t, ξ) =
∑
ν 6=0

eiνt

iν
Xν(ξ).

Врахувавши, що

∂X̃(t, x)

∂t
= X(t, x, x)−X0(x),
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одержимо систему

dξ

dt
+ εX(t, ξ, ξ)− εX0(ξ) + ε

∂X̃(t, ξ)

∂ξ

dξ

dt
=

= εX(t, ξ + εX̃(t, ξ), ξ(t−∆) + εX̃(t−∆, ξ(t−∆))). (2)

Оскiльки, згiдно з [1],
dξ

dt
= εX0(ξ) +O(ε2),

то

ξ(t−∆) = ξ(t)−∆
dξ

dt
+O(ε2) = ξ(t)− ε∆X0(ξ) +O(ε2).

Тому

X(t, ξ + εX̃(t, ξ), ξ(t−∆) + εX̃(t−∆, ξ(t−∆))) =

= X(t, ξ, ξ) + εY (t, ξ)X̃(t, ξ) + εZ(t, ξ)[X̃(t−∆, ξ)−∆X0(ξ)] +O(ε2),

де

Y (t, ξ) =
∂X(t, x, ξ)

∂x

∣∣∣∣
x=ξ

, Z(t, ξ) =
∂X(t, ξ, y)

∂y

∣∣∣∣
y=ξ

.

Отже, система (2) набере вигляду

dξ

dt
= εX0(ξ)− ε2

∂X̃(t, ξ)

∂ξ
X0(ξ) + ε2Y (t, ξ)X̃(t, ξ)+

+ ε2Z(t, ξ)[X̃(t−∆, ξ)−∆X0(ξ)] +O(ε3). (3)

Система (3) — це система звичайних диференцiальних рiвнянь, права частина якої за-
писана з точнiстю до O(ε3). Тому, згiдно з [2, 3], рiвняння другого наближення в методi
усереднення для системи (3) наберуть вигляду

dξ

dt
= εX0(ξ) + ε2M{Y (t, ξ)X̃(t, ξ) + Z(t, ξ)[X̃(t−∆, ξ)−∆X0(ξ)]}.

Розглянемо систему слабкозв’язаних осциляторiв iз запiзненням

y′′ + L2y + εP (t)y(t− h) = 0, (4)

де ε — малий додатний паpаметp, y = (y1, . . . , yq)
T , L — дiагональна матриця з додатними

рiзними дiагональними елементами, L = diag {λ1, . . . , λq}, λs > 0, λk 6= λs при k 6= s,
h > 0, P (t) — матриця з елементами

Pjs(t) =

n∑
m=1

(
bjsme

iamt + b̄jsme
−iamt) , bjsm ∈ C, am ≥ 0. (5)
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Стiйкiсть розв’язкiв диференцiально-функцiональних рiвнянь у критичному випадку
вивчалась у багатьох роботах (див., наприклад, [4 – 6]). Далi використаємо методику з цих
робiт i знайдемо умови стiйкостi системи (4) в термiнах її коефiцiєнтiв.

Систему (4) перепишемо у виглядi

y′′j = −λ2jyj − ε
q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h), j ∈ {1, . . . , q}.

Позначимо zj = y′j/λj , тодi одержимо систему

y′j = λjzj , z′j = −λjyj −
ε

λj

q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h).

Перейдемо до комплексних змiнних uj = yj + izj , тодi

u′j = −iλjuj −
εi

2λj

q∑
s=1

Pjs(t)(us(t− h) + ūs(t− h)).

Виконавши замiну uj = xj exp(−iλjt), одержимо систему в стандартнiй формi

x′ = εF (t)x(t− h) + εG(t)x̄(t− h), (6)

де x = (x1, . . . , xq)
T , F (t) та G(t) — матрицi з елементами

Fjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj−λs)teiλsh, Gjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj+λs)te−iλsh (7)

вiдповiдно.
Пiдставляючи (5) у (7), одержуємо

Fjs(t) = − i

2λj
eiλsh

n∑
m=1

(bjsme
i(λj−λs+am)t + b̄jsme

i(λj−λs−am)t),

Gjs(t) = − i

2λj
e−iλsh

n∑
m=1

(bjsme
i(λj+λs+am)t + b̄jsme

i(λj+λs−am)t).

Позначимо cj = bjj1 + b̄jj1.

Теорема 1. Нехай a1 = 0, am > 0 приm ≥ 2 i вiдсутнiй резонанс, тобто λj−λs+am 6=
6= 0 при |j − s| + |m − 1| > 0, λj + λs − am 6= 0 для всiх j, s, m. Тодi нульовий розв’язок
системи (4) асимптотично стiйкий, якщо cj sin(λjh) < 0 при j ∈ {1, . . . , q}, i нестiйкий,
якщо cj sin(λjh) 6= 0 для всiх j та iснує k, для якого ck sin(λkh) > 0.

Доведення. Стiйкiсть розв’язкiв системи (4) рiвносильна стiйкостi розв’язкiв систе-
ми (6). Оскiльки середнє значення функцiї eiαt дорiвнює нулю при α 6= 0, то при ви-
конаннi умов теореми середнi значення всiх елементiв матрицi G(t) та всiх позадiаго-
нальних елементiв матрицi F (t) дорiвнюють нулевi. Тому усереднена система для систе-
ми (6) матиме вигляд x′ = εAx, де A = diag {γ1, . . . , γq}, γj = −i exp(iλjh)cj/(2λj) =
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= (cj sin(λjh)− icj cos(λjh))/(2λj), j ∈ {1, . . . , q}. Iз теореми Хейла [1] випливає, що якщо
нульовий розв’язок усередненої системи асимптотично стiйкий (нестiйкий), то i нульовий
розв’язок системи (6) буде вiдповiдно асимптотично стiйким (нестiйким).

Теорему доведено.
Нехай тепер am > 0 для всiх m. Тодi перше наближення в методi усереднення не дає

вiдповiдi на питання про стiйкiсть.
Позначимо ds = Re {δs},

δs =

q∑
k=1

n∑
m=1

(
bskmb̄ksm exp(i(2λs + am)h)

i(λk − λs − am)(λs + λk + am)
+

b̄skmbksm exp(i(2λs − am)h)

i(λk − λs + am)(λs + λk − am)
).

У випадку симетричної матрицi P (t) маємо bksm = bskm, отже,

ds =

q∑
k=1

n∑
m=1

|bskm|2
(

sin((2λs + am)h)

(λk − λs − am)(λs + λk + am)
+

sin((2λs − am)h)

(λk − λs + am)(λs + λk − am)

)
.

Теорема 2. Нехай am > 0 для всiх m i вiдсутнiй резонанс, тобто λj−λs+am−ak 6= 0
при |j − s| + |m − k| > 0, λj + λs − am 6= 0, λj − λs + am 6= 0, λj + λs + am − ak 6= 0,
λj + λs − am − ak 6= 0, λj − λs + am + ak 6= 0 для всiх j, s, m, k. Тодi нульовий розв’язок
системи (4) асимптотично стiйкий, якщо ds > 0 при s ∈ {1, . . . , q}, i нестiйкий, якщо
ds 6= 0 для всiх s та iснує k, для якого dk < 0.

Доведення. У системi (6) виконаємо замiну x(t) = ξ(t) + εF̃ (t)ξ(t) + εG̃(t)ξ̄(t), де F̃ (t)
та G̃(t) — матрицi з елементами

F̃js(t) = − i

2λj
eiλsh

n∑
m=1

(
bjsm

i(λj − λs + am)
ei(λj−λs+am)t b̄jsm

i(λj − λs − am)
ei(λj−λs−am)t

)
,

G̃js(t) = − i

2λj
e−iλsh

n∑
m=1

(
bjsm

i(λj + λs + am)
ei(λj+λs+am)t b̄jsm

i(λj + λs − am)
ei(λj+λs−am)t

)
.

Тодi x(t− h) = ξ − hξ′ + εF̃ (t− h)ξ(t) + εG̃(t− h)ξ̄(t) +O(ε2) = ξ + εF̃ (t− h)ξ(t) + εG̃(t−
−h)ξ̄(t) +O(ε2), оскiльки ξ′ = O(ε2).

Пiдставляючи в систему (6), одержуємо

ξ′ + εF (t)ξ + εF̃ (t)ξ′ + εG(t)ξ̄ + εG̃(t)ξ̄′ = εF (t)ξ + ε2F (t)F̃ (t− h)ξ+

+ ε2F (t)G̃(t− h)ξ̄ + εG(t)ξ̄ + ε2G(t) ¯̃F (t− h)ξ̄ + ε2G(t) ¯̃G(t− h)ξ +O(ε3),

або

ξ′ = ε2F (t)F̃ (t− h)ξ + ε2F (t)G̃(t− h)ξ̄ + ε2G(t) ¯̃F (t− h)ξ̄ + ε2G(t) ¯̃G(t− h)ξ +O(ε3). (8)

У системi (8) можна ще раз застосувати метод усереднення [1, 2] i одержати усереднену
систему

ξ′ = ε2M{F (t)F̃ (t−h)}ξ+ε2M{F (t)G̃(t−h)}ξ̄+ε2M{G(t) ¯̃F (t−h)}ξ̄+ε2M{G(t) ¯̃G(t−h)}ξ.
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Позначимо через fss(t) та gss(t) дiагональнi елементи матрицьF (t)F̃ (t−h) таG(t) ¯̃G(t−
−h) вiдповiдно i знайдемо їх середнi значення:

M{fss(t)} = M

{
q∑

k=1

Fsk(t)F̃ks(t− h)

}
=

= M

{
i

2λs

q∑
k=1

eiλkh
n∑

m=1

(
bskme

i(λs−λk+am)t + b̄skme
i(λs−λk−am)t

) i

2λk
eiλsh ×

×
n∑

m=1

(
bksm

i(λk − λs + am)
ei(λk−λs+am)(t−h) +

b̄ksm
i(λk − λs − am)

ei(λk−λs−am)(t−h)
)}

=

= M

{
− 1

2λs
eiλsh

q∑
k=1

1

2λk
eiλkh

n∑
m=1

(
bskme

iamt + b̄skme
−iamt) ×

×
n∑

m=1

(
bksm

i(λk − λs + am)
eiamt ei(λs−λk−am)h +

b̄ksm
i(λk − λs − am)

e−iamt ei(λs−λk+am)h

)}
=

= − 1

2λs

q∑
k=1

1

2λk

n∑
m=1

(
bskmb̄ksm

i(λk − λs − am)
ei(2λs+am)h +

b̄skmbksm
i(λk − λs + am)

ei(2λs−am)h

)
,

M{gss(t)} = M

{
q∑

k=1

Gsk(t)
¯̃Gks(t− h)

}
=

= M { i

2λs

q∑
k=1

e−iλkh
n∑

m=1

(
bskme

i(λs+λk+am)t + b̄skme
i(λs+λk−am)t

)
×

× i

2λk
eiλsh

n∑
m=1

(
b̄ksm

i(λs + λk + am)
e−i(λs+λk+am)(t−h) +

+
bksm

i(λs + λk − am)
e−i(λs+λk−am)(t−h)

)}
=

= M

{
− 1

2λs
eiλsh

q∑
k=1

1

2λk
e−iλkh

n∑
m=1

(bskme
iamt + b̄skme

−iamt) ×

×
n∑

m=1

(
b̄ksm

i(λs + λk + am)
e−iamtei(λs+λk+am)h +

bksm
i(λs + λk − am)

eiamtei(λs+λk−am)h

)}
=

= − 1

2λs

q∑
k=1

1

2λk

n∑
m=1

(
bskmb̄ksm

i(λs + λk + am)
ei(2λs+am)h +

b̄skmbksm
i(λs + λk − am)

ei(2λs−am)h

)
.
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Отже,

M{fss(t)}+M{gss(t)} = − δs
2λs

.

Якщо вiдсутнiй резонанс, то середнi значення всiх елементiв матриць F (t)G̃(t − h),

G(t) ¯̃F (t− h), а також всiх позадiагональних елементiв матриць F (t)F̃ (t− h) та G(t) ¯̃G(t−
−h) дорiвнюють нулю, отже, за допомогою лiнiйної замiни систему (8) можна звести до
системи ξ′ = ε2Dξ+O(ε3), деD = diag {−δ1/(2λ1), . . . ,−δq/(2λq)}.Якщо ds = Re {δs} > 0
при s ∈ {1, . . . , q}, то, згiдно з [1], нульовий розв’язок системи (4) асимптотично стiйкий,
а якщо ds 6= 0 при s ∈ {1, . . . , q}, але iснує k, для якого dk < 0, то нульовий розв’язок
системи (4) нестiйкий.

Теорему доведено.

Зауваження. Теореми 1 i 2 про нестiйкiсть правильнi й без припущення про вiдмiннiсть
вiд нуля величин cj sin(λjh) та ds. Це можна показати, виконавши в системi (8) лiнiйну за-
мiну i використавши схему доведення теореми про стiйкiсть за першим наближенням [7].

Розглянемо систему

x′ = εF (t)x(t− h), (9)

де ε — малий додатний параметр, h > 0, x ∈ Rp, F (t) =
∑n

m=1(Ame
ibmt + Ame

−ibmt),
bm — дiйснi додатнi рiзнi числа, Am — матрицi з комплексними елементами.

У системi (9) виконаємо замiну x(t) = ξ(t) + εF̃ (t)ξ(t), де

F̃ (t) =
n∑

m=1

(
1

ibm
Ame

ibmt −− 1

ibm
Ame

−ibmt
)
.

Тодi x(t− h) = ξ − hξ′ + εF̃ (t− h)ξ +O(ε2) = ξ + εF̃ (t− h)ξ +O(ε2, ) оскiльки ξ′ = O(ε2).
Пiдставляючи в систему (9), одержуємо

ξ′ + εF (t)ξ + εF̃ (t)ξ′ = εF (t)ξ + ε2F (t)F̃ (t− h)ξ +O(ε3),

або

ξ′ = ε2F (t)F̃ (t− h)ξ +O(ε3). (10)

У системi (10) можна ще раз застосувати метод усереднення [3] i одержати усереднену

систему ξ′ = ε2Bξ, де B = −
∑n

m=1

1

bm
sin(bmh)(AmAm +AmAm).

Теорема 3. Якщо всi власнi значення матрицi B мають вiд’ємнi дiйснi частини, то
система (9) асимптотично стiйка, а якщо iснує власне значення матрицiB з додатною
дiйсною частиною, то система (9) нестiйка.

Доведення теореми випливає з теореми Хейла про усереднення [1]. Якщо iснують
власнi значення матрицi B з нульовою та додатною дiйсними частинами, то треба ви-
користати схему доведення теореми про стiйкiсть за першим наближенням.
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Як приклад розглянемо рiвняння

x′ = 2ε cos t x(t− h). (11)

Застосувавши схему доведення теореми 3, одержимо усереднене рiвняння ξ′ = ε2Bξ, де
B = −2 sinh. Отже, рiвняння (11) буде асимптотично стiйким при sinh > 0 i нестiйким
при sinh < 0.
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