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We consider a 2-D autonomous Hamiltonian system with heteroclinic contour under the impact of a time
periodic perturbation. It is shown that the number of ultrasubharmonics in the perturbed system is esti-
mated from below by a function proportional to a square of logarithm of the perturbation parameter when
this parameter tends to zero.

Рассматривается двумерная автономная гамильтонова система з гетероклиническим конту-
ром, подвергающаяся воздействию периодического по времени возмущения. Показано, что ко-
личество ультрасубгармоник в возмущенной системе при стремлении параметра возмущения
к нулю оценивается снизу функцией, пропорциональной квадрату логарифма этого параметра.

1. Вступ. Розглянемо двовимiрну автономну гамiльтонову систему в типовому випадку,
коли деяка область фазової площини розшаровується замкненими лiнiями рiвня гамiль-
тонiана, причому межею зазначеної областi є гомоклiнiчний або гетероклiнiчний контур.
Як вiдомо [1], у такiй областi можна ввести змiннi дiя-кут (I, ϕ |mod2π ), у яких гамiльто-
нiан системи залежатиме лише вiд змiнної дiї: H = H(I). Якщо p/q — рацiональне число
з областi значень функцiї H ′(I), а Ip/q — таке значення дiї, що H ′(Ip/q) = p/q, то лiнiя
рiвня I = Ip/q складається з початкових значень 2πq-перiодичних розв’язкiв системи, якi
в координатах дiя-кут мають вигляд I = Ip/q, ϕ = tp/q + ϕ0 (ϕ0 — довiльна стала). Цi
розв’язки називають (q/p)-ультрасубгармонiками (q-субгармонiками, якщо p = 1).

Нехай тепер система зазнає малого неавтономного 2π-перiодичного за часом збурен-
ня. Запишемо збурену систему в змiнних дiя-кут:

İ = µ2Y (t, I, ϕ), ϕ̇ = H ′(I) + µ2Ψ(t, I, ϕ). (1)

Тут Y та Ψ — 2π-перiодичнi функцiї по кожнiй зi змiнних t та ϕ (iншi умови, якi мають за-
довольняти цi функцiї, будуть описанi пiзнiше), µ — малий додатний параметр. Розв’язки
збуреної системи, якi мають вигляд

I = Ip/q + µy(t;µ), ϕ =
p

q
t+ ψ(t;µ),

де y(t;µ), ψ(t;µ) — 2πq-перiодичнi щодо часу функцiї, називатимемо збуреними (q/p)-
ультрасубгармонiками (q-субгармонiками, якщо p = 1). У типовому випадку збуренi уль-
трасубгармонiки вже не утворюють однопараметричної сiм’ї. Класичним методом Пуан-
каре неважко довести iснування збурених (q/p)-ультрасубгармонiк для всiх значень па-
раметра µ з деякого малого промiжку (0, µp/q) (залежного вiд p/q), якщо виконано двi
умови: 1) H ′′(Ip/q) 6= 0 — умова невиродженостi незбуреного гамiльтонiана в точцi Ip/q;
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2) наявнiсть хоча б одного простого нуля ψp/q так званої ультрасубгармонiчної функцiї
Пуанкаре

Pq/p(ψ) :=
1

2πq

2πq∫
0

Y

(
t, Ip/q,

p

q
t+ ψ

)
dt,

або, що те саме, ультрасубгармонiчної функцiї МельниковаMq/p(θ) = 2πpPq/p(θp/q).Ви-
конання зазначених умов дає змогу в околi точки (Ip/q, ψp/q) за допомогою теореми про
неявну функцiю встановити iснування нерухомої точки q-ї iтерацiї вiдображення Пуанка-
ре збуреної системи. При такому пiдходi, як правило, лише констатується факт iснування
числа µp/q, однак залишається поза увагою характер його залежностi вiд частоти p/q.
Зокрема, залишається вiдкритим питання: скiльки збурених ультрасубгармонiк одночас-
но iснують при заданому достатньо малому значеннi параметра µ? Технiчна складнiсть
цього питання обумовлена тим, що коли при фiксованому p спрямувати q до нескiнчен-
ностi, то Ip/q ↗ I∗, де I∗ — граничне значення змiнної дiї, яке вiдповiдає гетероклiнiчно-
му контуру, а при наближеннi I до I∗ модулi функцiй Y (t, I, ϕ), Ψ(t, I, ϕ) та їхнiх похiдних
стають необмеженими. Мета даної роботи якраз i полягає у встановленнi нижнiх оцiнок
для кiлькостi збурених ультрасубгармонiк.

Слiд зауважити, що коли незбурена система має гомоклiнiчний (а не гетероклiнiчний)
контур, у який в границi при c → I∗ = lim

q→∞
I1/q перетворюються замкненi лiнiї рiвня

{I = c}, то при всiх досить великих q перша умова виконується автоматично, а для пе-
ревiрки другої умови у випадку p = 1 достатньо переконатися в наявностi простих нулiв
так званої гомоклiнiчної функцiї МельниковаM(θ), яка, як виявляється, є рiвномiрною
щодо θ границею субгармонiчних функцiй Мельникова:M(θ) = lim

q→∞
Mq(θ) [2, 3]. Бiльш

складний випадок, коли в границi при c → I∗ лiнiї рiвня перетворюються в гетероклi-
нiчний контур, розглянуто в [4 – 6]. У цих роботах з метою вивчення явища буферностi
у системi (1) (воно полягає в необмеженому наростаннi кiлькостi стiйких перiодичних
розв’язкiв при µ → 0) було описано структуру часткових границь послiдовностей функ-
цiй

{
Mq/p(θ)

}
q∈N , зокрема показано, яким чином цi границi пов’язанi з гетероклiнiчними

функцiями Мельникова.
У данiй роботi з метою встановлення нижнiх оцiнок для кiлькостi збурених ультра-

субгармонiк також використовуються гетероклiнiчнi функцiї Мельникова, точнiше їх p-
фiльтрацiї (p-фiльтрацiєю функцiї Мельникова називаємо функцiю, яку отримано з ря-
ду Фур’є функцiї Мельникова вилученням гармонiк з номерами, що не є кратними p).
Обмежившись випадком незбуреного гамiльтонiана механiчного типу, який зображуєть-
ся сумою кiнетичної i потенцiальної енергiй, ми за допомогою p-фiльтрацiй гетероклiнiч-
них функцiй Мельникова утворюємо деяку незалежну вiд q подвiйно перiодичну функ-
цiю Gp(θ, ϑ) i показуємо, що кожному рацiональному p/q можна поставити у вiдповiд-
нiсть таке ϑp/q (час руху незбуреної системи по чвертi дуги циклу I = Ip/q), щоб функцiя
Gp(qψ

/
p, ϑp/q)/(2πp) наближала функцiю Пуанкаре Pq/p(ψ) з точнiстю порядку√

E∗ − Ep/q, деE∗— рiвень енергiї гетероклiнiчного контура,Ep/q — рiвень енергiї (q/p)-
ультрасубгармонiки (теорема 3). На основi цього факту ми доводимо основну теорему
(теорема 4), суть якої полягає в тому, що при досить природних додаткових обмежен-
нях на незбурений гамiльтонiан у випадку, коли p = 1 або p — просте число i хоча б
при одному ϑ = ϑp функцiя Gp(·, ϑp) змiнює знак, кiлькiсть (q/p)-ультрасубгармонiк при
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µ → 0 зростає не повiльнiше, нiж ς ln2 µ, де ς — додатний коефiцiєнт, який виражається
через певнi характеристики функцiї Gp. Зауважимо, що допомiжна теорема 1 та її засто-
сування до системи (1) — теорема 2 — дають змогу уникнути перевiрки простоти нулiв
функцiї Gp(·, ϑp). Використавши цi теореми, можна вiдмовитися також вiд умови просто-
ти нулiв часткових границь послiдовностей функцiй

{
Mq/p(θ)

}
q∈N , яка вимагалася в [4 –

6], замiнивши її умовою знакозмiнностi цих часткових границь. Зазначимо також, що ми
оцiнюємо кiлькiсть не всiх довгоперiодичних розв’язкiв збуреної системи, а лише ультра-
субгармонiк в сенсi наведеного вище означення. При кожному досить малому значеннi µ
унаслiдок розщеплення сепаратрис в цiй системi може з’являтися пiдкова Смейла, а от-
же, безлiч розв’язкiв як завгодно великого перiоду, але iншої природи — жоден iз них при
µ → 0 не перетворюється в одну iз незбурених ультрасубгармонiк.

2. Допомiжна теорема iснування T -перiодичного розв’язку T -перiодичної системи.
Для вектора x = (x1, . . . , x2n) та матрицi A = {aij}2ni,j=1 покладемо |x| = (|x1| , . . . , |x2n|) ,
|A| = {|aij |}2ni,j=1 i визначимо їхнi норми рiвностями

‖x‖ := max
i
|xi| , ‖A‖ := max

‖x‖=1
‖Ax‖ .

Для пари 2n-вимiрних векторiв x, y нерiвнiсть x ≥ y (вiдповiдно x > y) означає, що
xi ≥ yi (вiдповiдно xi > yi) для всiх i = 1, . . . , 2n. Вектор з додатними (невiд’ємними)
компонентами називатимемо додатним. Для кожного додатного вектора r = (r1, . . . , r2n)
уведемо позначення

Br :=
{
x ∈ R2n : |x| ≤ r

}
, Sr := ∂Br.

Якщо F (z) — деяке векторнозначне неперервне вiдображення, визначене на деякому
компактi K, то через maxz∈K F (z) позначатимемо вектор, компонентами якого є макси-
муми по множинi K компонент цього вiдображення.

Теорему, яка наводиться нижче, слiд розглядати як деяку модифiкацiю вiдомих резуль-
татiв про перiодичнi розв’язки неавтономних систем, встановлених на основi геометрич-
них принципiв [7 – 12]. Оскiльки нас насамперед цiкавлять оцiнки на малий параметр, то
наведемо цю теорему з повним доведенням.

Теорема 1. Нехай система

ẋ = f(t,x) + g(t,x) (2)

задовольняє такi умови:
(H1) система ẋ = f(t,x) гамiльтонова з гамiльтонiаном F (t,x) ∈ C1(R×Br), тоб-

то f(t, x) = J∇xF (t,x), де J =

(
0 −En
En 0

)
(En — n-вимiрна одинична матриця), i

T -перiодична за змiнною t, тобто f(t+ T,x) ≡ f(t,x), причому iснує (2n× 2n)-вимiрна
матриця L з невiд’ємними елементами така, що

1

T

T∫
0

|∇xF (s,x1)−∇xF (s,x2)| ds ≤ L |x1 − x2| ∀x1,x2 ∈ Br;
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(H2) функцiя g(·, ·) ∈ C(R×Br 7→ R2n) локально лiпшицева за змiнноюx i T -перiодич-
на за змiнною t;

(H3) додатнi вектори r таM := max
(t,x)∈[0,T ]×Br

{|f(t,x) + g(t,x)|} задовольняють не-

рiвнiсть TM < r;

(H4) для усередненого гамiльтонiана F̄ (x) :=
1

T

∫ T

0
F (t,x) dt можна вказати додат-

ний вектор ρ ≤ r − TM такий, що min
x∈Sρ

∥∥∇F̄ (x)
∥∥ > 0, обертання векторного поля

∇F̄ (x) на гiперповерхнi Sρ (степiнь вiдображення
∇F̄∥∥∇F̄∥∥ : Sρ 7→ S2n−1) не дорiвнює

нулю i вектор
∣∣∇F̄ (x)

∣∣−TLM−N , деN := max
(t,x)∈[0,T ]×Br

|J| |g(t,x)| , при кожному x ∈ Sρ
має хоча б одну додатну компоненту.

Тодi система (2) має T -перiодичний розв’язок x(t,x∗) iз значеннями в Br, причому
його початкове значення x∗ є внутрiшньою точкою множини Bρ.

Доведення. Нехай x(t,x0) — розв’язок системи (2), що задовольняє початкову умову
x(0,x0) = x0. Має мiсце зображення x(t,x0) = x0 +y(t,x0), де функцiя y(t,x) задоволь-
няє iнтегральне рiвняння

y(t,x) =

t∫
0

[f(s,x+ y(s,x)) + g(s,x+ y(s,x))] ds.

Визначимо множину Ωr := {(t,x) : t ∈ [0, T ], |x| ≤ r − TM} . Застосувавши метод
послiдовних наближень, неважко показати, що на цiй множинi функцiя y(·, ·) коректно
визначена, неперервна, задовольняє рiвнiсть y(0,x) = 0 i нерiвнiсть

|y(t,x)| ≤ TM . (3)

Очевидно, що перiодичнi розв’язки системи (2) вiдповiдають тим x, якi задовольняють
рiвняння y(T,x) = 0 або, що те саме, рiвняння

T∫
0

[f(s,x+ y(s,x)) + g(s,x+ y(s,x))] ds = 0,

яке з урахуванням умови (H1) можна переписати у виглядi

1

T

T∫
0

∇xF (s,x)ds+
1

T

∫ T

0

[
∇zF (s, z)

∣∣
z=x+y(s,x) −∇xF (s,x)

]
ds+

+
1

T

T∫
0

J−1g(s,x+ y(s,x)) ds = 0,
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тобто

X(x) +X1(x) = 0, (4)

де X(x) = ∇F̄ (x), а векторне поле X1(x) з урахуванням (3), умов теореми 1 та вигляду
матрицi J задовольняє нерiвнiсть |X1(x)| ≤ TLM +N при |x| ≤ r − TM .

Оскiльки при довiльному θ ∈ [0, 1] маємо

|X(x) + θX1(x)||x|=ρ ≥ |X(x)||x|=ρ − TLM −N ,

а поле |X(x)| − TLM − N при кожному x ∈ Sρ має хоча б одну додатну компонен-
ту, то поле X(x) + θX1(x) на Sρ не має особливих точок, а тому поля X(x) + X1(x) i
X(x) гомотопнi. Звiдси випливає, що обертання поля X(x) +X1(x) на гiперповерхнi Sρ
не дорiвнює 0, а отже, рiвняння (4) має принаймнi один розв’язок x∗ усерединi Bρ. Тодi
x(t,x∗) := x∗ + y(t,x∗) — шуканий перiодичний розв’язок.

Теорему 1 доведено.

3. Ультрасубгармонiки близької до iнтегровної системи з пiвтора ступенями вiльностi
та 2π-перiодичним за часом гамiльтонiаном. Нехай маємо двовимiрну автономну гамiль-
тонову систему, для якої можна вказати область фазової площини, розшаровану замк-
неними фазовими кривими. Як вiдомо [1], у цiй областi можна ввести змiннi дiя-кут (I, ϕ
|mod2π ), у яких гамiльтонiан системи залежатиме лише вiд змiнної дiї: H = H(I).

Розглянемо тепер збурену систему (1) i припустимо, що функцiї H(I), Y (t, I, ϕ) та
Ψ(t, Iϕ) задовольняють такi умови:

(H5) H(·) ∈ C2 ((I∗, I
∗) 7→ R) , Y (·, ·, ·), Ψ(·, ·, ·) ∈ C1 (R× (I∗, I

∗)× R 7→ R) , причому
функцiї Y (t, I, ϕ), Ψ(t, I, ϕ) 2π-перiодичнi щодо змiнних t, ϕ, а незбурений гамiльтонiан
невироджений у тому сенсi, що H ′′(I) 6= 0 для всiх I ∈ (I∗, I

∗) ;
(H6) функцiя Pq/p(ψ) знакозмiнна, а отже, виконується нерiвнiсть

ηp/q := min

{
max

ψ∈[0,2π]
Pq/p(ψ),− min

ψ∈[0,2π]
Pq/p(ψ)

}
> 0. (5)

Застосуємо теорему 1 для оцiнювання iнтервалу значень параметра µ, при яких iсну-
ють збуренi (q/p)-ультрасубгармонiки системи (1).

Замiна I = Ip/q + µy, ϕ = ψ +
p

q
t зводить цю систему до вигляду

ẏ = µY

(
t, Ip/q + µy,

p

q
t+ ψ

)
,

(6)

ψ̇ = H ′(Ip/q + µy)−H ′(Ip/q) + µ2Ψ

(
t, Ip/q + µy,

p

q
t+ ψ

)
.

Покладемо

F (t, y, ψ;µ) :=
H(Ip/q + µy)− µH ′(Ip/q)y

µ
− µ

ψ∫
0

Y

(
t, Ip/q,

p

q
t+ s

)
ds,
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f(t, y, ψ;µ) :=

 µY

(
t, Ip/q,

p

q
t+ ψ

)
H ′(Ip/q + µy)−H ′(Ip/q)

 ,

g(t, y, ψ;µ) :=


µ

[
Y

(
t, Ip/q + µy,

p

q
t+ ψ

)
− Y

(
t, Ip/q,

p

q
t+ ψ

)]

µ2Ψ

(
t, Ip/q + µy,

p

q
t+ ψ

)
 .

Нехай ψ−, ψ+ — будь-яка пара точок вiдрiзка [−π, π], в яких Pq/p(ψ) досягає вiдпо-
вiдно мiнiмуму та максимуму, причому без обмеження загальностi мiркувань вважатиме-
мо, що ψ− < ψ+ i центр вiдрiзка мiж точками ψ+, ψ− знаходиться в нулi. Покладемо
ρψ := |ψ+ − ψ−| /2.

Далi, припустимо, що для деякого δ = δp/q > 0 точка Ip/q належить (I∗, I
∗) разом зi

своїм замкненим δ-околом. При застосуваннi теореми 1 до розглядуваного випадку вве-
демо позначення

Dp/q := [0, 2π]×
{
I ∈ R :

∣∣I − Ip/q∣∣ ≤ δ
}
× [0, 2π],

mp/q := min
|I−Ip/q|≤δ

∣∣H ′′(I)
∣∣ , Mp/q := max

|I−Ip/q|≤δ
∣∣H ′′(I)

∣∣ ,
(7)

|Y |p/q := max
Dp/q
|Y (t, I, ϕ)| , |Ψ|p/q := max

Dp/q
|Ψ(t, Iϕ)| ,

∣∣Y ′I ∣∣p/q := max
Dp/q

∣∣Y ′I (t, I, ϕ)
∣∣ , ∣∣Y ′ϕ∣∣p/q := max

Dp/q

∣∣Y ′ϕ(t, Ip/q, ϕ)
∣∣

i покладемо

F̄ (y, ψ;µ) =
H(Ip/q + µy)− µH ′(Ip/q)y

µ
− µ

ψ∫
0

Pq/p(s)ds,

T = 2πq, r =

(
ry
rψ

)
:=

 ρy + µT |Y |p/q

ρψ + µT
[
Mp/qry + µ |Ψ|p/q

]
 ,

де ρy — додатне число, вибiр якого буде зроблено пiзнiше. Тодi матриця L i вектори M ,
N з теореми 1 у розглядуваному тут випадку задовольнятимуть нерiвностi

L ≤ µ

(
Mp/q 0

0
∣∣Y ′ϕ∣∣p/q

)
, M ≤ µ

(
|Y |p/q

Mp/qry + µ |Ψ|p/q

)
, N ≤ µ2

(
|Ψ|p/q
|Y ′I |p/q ry

)
,

якщо вимагати, щоб

µry = µρy + µ2T |Y |p/q ≤ δ. (8)
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Водночас виконуватиметься також й умова (Н3).
Далi, в розглянутому випадку

Sρ := {(y, ψ) : |y| = ρy,, |ψ| ≤ ρψ} ∪ {(y, ψ) : |y| ≤ ρy,, |ψ| = ρψ}

— прямокутник. На його правiй i лiвiй сторонах y-компонента вектора ∇F̄ набуває зна-
чень рiзного знаку i задовольняє умову∣∣H ′ (Ip/q ± µρy)−H ′ (Ip/q)∣∣ ≥ µ min

|I−Ip/q|≤µρy

∣∣H ′′(I)
∣∣ ρy ≥ µmp/qρy,

а на верхнiй i нижнiй сторонах значень рiзного знаку набуває ψ-компонента цього векто-
ра, до того ж

∣∣Pq/p(ψ±)
∣∣ ≥ ηp/q. Вiдтак обертання поля ∇F̄ на Sρ дорiвнює 1 або −1, а

виконання умови (H4) з урахуванням вигляду L,M ,N i (8) гарантуватимуть нерiвностi

mp/qρy > µ
(
TMp/q |Y |p/q + |Ψ|p/q

)
, (9)

ηp/q > µ
(
T
∣∣Y ′ϕ∣∣p/q [Mp/qry + µ |Ψ|p/q

]
+
∣∣Y ′I ∣∣p/q ry) . (10)

Визначивши

νp/q :=
2πq

[
Mp/q +mp/q

]
|Y |p/q + |Ψ|p/q

mp/q
, (11)

κp/q :=
[
2πqMp/q

∣∣Y ′ϕ∣∣p/q +
∣∣Y ′I ∣∣p/q] νp/q + 2πq

∣∣Y ′ϕ∣∣p/q |Ψ|p/q , (12)

зауважимо, що вибором ρy можна розпорядитися так, щоб виконувалася нерiвнiсть (9) i
за рахунок мализни рiзницi ry − µνp/q з нерiвностей

µ2νp/q < δ, ηp/q > µ2κp/q

випливали вiдповiдно нерiвностi (8) i (10).
Застосовуючи теорему 1, встановлюємо iснування 2πq-перiодичного розв’язку систе-

ми (6) у прямокутнику Br = {|y| ≤ ry} × {|ψ| ≤ rψ} з початковим значенням усереди-
нi прямокутника Bρ = {|y| ≤ ρy} × {|ψ| ≤ ρψ} . Зауважимо, що тi самi умови гаранту-
ють iснування ще одного 2πq-перiодичного розв’язку системи (6), якщо замiсть вiдрiзка
[ψ−, ψ+] розглянути вiдрiзок мiж ψ+ i найближчою справа вiд ψ+ точкою мiнiмуму функ-
цiї Pq/p(ψ).Отже, кожнiй послiдовнiй парi точок, в яких функцiя Pq/p(ψ) досягає мiнiмуму
i максимуму, вiдповiдає пара збурених (q/p)-ультрасубгармонiк системи (6).

Тепер зауважимо, що, як вiдомо, функцiя Pp/q(ψ) має перiод 2π/q. Справдi, вибравши
цiлi числа k, l так, щоб pk + ql + 1 = 0, дiстанемо

Pq/p

(
ψ +

2π

q

)
=

1

2πq

2πq∫
0

Y

(
t+ 2πk, Ip/q,

p

q
(t+ 2πk) + ψ + 2πl +

2π

q

)
dt =

= Pq/p

(
ψ + 2π

pk + ql + 1

q

)
= Pq/p(ψ).
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Звiдси випливає, що на [0, 2π] iснують принаймнi q рiзних точок мiнiмумiв i q рiзних точок
максимумiв функцiї Pq/p(ψ).

З урахуванням викладеного можемо сформулювати таку теорему.

Теорема 2. Припустимо, що система (1) задовольняє умови (H5), (H6). Тодi якщо
справджуються нерiвностi 0 < δp/q < min

{
Ip/q − I∗, I∗ − Ip/q

}
та

min

{
δp/q

νp/q
,
ηp/q

κp/q

}
> µ2, (13)

де νp/q, κp/q визначенi формулами (11), (12), то iснує принаймнi 2q збурених (q/p)-ульт-
расубгармонiк системи (1).

Теорема 2 встановлює умови iснування перiодичних розв’язкiв, що зберiгаються при
руйнуваннi iндивiдуального резонансного циклу незбуреної системи. Її вiдмiннiсть вiд кла-
сичних результатiв Пуанкаре полягає насамперед у тому, що вона не мiстить умови прос-
тоти коренiв функцiї Pq/p(ψ). Замiсть цього вимагається лише, щоб зазначена функцiя
не була тотожно рiвною нулю. Як наслiдок, замiсть застосування теореми про неявну
функцiю для встановлення iснування нерухомих точок вiдображення Пуанкаре викорис-
товується елементарна теорiя степеня вiдображення. Аналогiчний пiдхiд з дещо iншою
метою був застосований нещодавно у роботi [12].

Водночас зауважимо, що зазначена теорема не дає безпосередньої вiдповiдi на питан-
ня про те, скiльки ультрасубгармонiк для рiзних рацiональних частот p/q продовжує iсну-
вати в збуренiй системi при заданому малому додатному значеннi параметра µ. Основна
проблема тут полягає в нез’ясованостi характеру залежностi ηp/q вiд p/q. Часткове по-
долання цiєї проблеми полягає в тому, щоб оцiнити знизу ηp/q через δp/q за допомогою
гетероклiнiчних функцiй Мельникова.

4. Збуренi ультрасубгармонiки i функцiя Мельникова. Розглянемо випадок, коли не-

збурений гамiльтонiан у канонiчних координатах (u, v) має виглядH(u, v) =
v2

2
+Π(u) (су-

ма кiнетичної i потенцiальної енергiй), причому для деякого критичного значення енергiї
E∗ множина H−1 (E∗) мiстить гетероклiнiчний контур. Точнiше, припускаємо, що iсну-
ють двi послiдовнi точки u∗−, u

∗
+ строгого локального максимуму потенцiальної енергiї

(без обмеження загальностi мiркувань вважаємо, що u∗− < 0, u∗+ > 0), для яких викону-
ються умови:

(H7) на вiдрiзку
[
u∗−, u

∗
+

]
потенцiальна енергiя тричi неперервно диференцiйовна, до-

сягає мiнiмального рiвного нулю значення в точцi u = 0, Π(u∗±) = E∗, Π′(u∗±) = 0,

Π′′(u∗±) = −λ2
± < 0, де λ± :=

√∣∣Π′′(u∗±)
∣∣, i Π(u) < E∗ = Π(u∗±) для всiх u ∈ (u∗−, u

∗
+).

Згiдно з припущенням (H7), можна вибрати досить близьке до E∗ значення E◦ < E∗ i
точки u◦− ∈ (u∗−, 0), u◦+ ∈ (0, u∗+) так, щоб Π(u◦±) = E◦ i справджувалися нерiвностi

λ◦± := min
{√
|Π′′(u)| : ±u◦± ≤ ±u ≤ ±u∗±

}
> 0, Π(u) < E◦ ∀u ∈ (u◦−, u

◦
+).

Бiльш того, поклавши Λ◦± := max
{√
|Π′′(u)| : ±u◦± ≤ ±u ≤ ±u∗±

}
, будемо далi вва-

жати, що виконується таке технiчне припущення (яке, проте, ми приймаємо лише для
спрощення подальших викладок):
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(H8)
1√
2

(λ±)k ≤
(
λ◦±
)k ≤ √2 (λ±)k ,

1√
2

(λ±)k ≤
(
Λ◦±
)k ≤ √2 (λ±)k , k = 1, . . . , 6.

Зрозумiло, що Π′(u)u > 0 на множинi u ∈ (u∗−, u
◦
−] ∪ [u◦+, u

∗
+], а тому при всiх E ∈

∈ [E◦, E∗] рiвняння Π(u) = E має пару коренiв — додатний u+
0 (E) та вiд’ємний u−0 (E).

При цьому, очевидно, u±0 (E◦) = u◦±, u
±
0 (E∗) = u∗±.

Нехай збурена система в координатах (u, v) має вигляд

u̇ = v + µ2U(t, u, v), v̇ = −Π′(u) + µ2V (t, u, v). (14)

Щодо збурення припускатимемо виконання такої умови:

(H9) iснує опукла область Ω ⊂ R2, яка мiстить гетероклiнiчний контур, i на множинi
D := R × Ω функцiї U(·, ·, ·), V (·, ·, ·) неперервнi i 2π-перiодичнi щодо t разом зi своїми
частинними похiдними першого порядку, причому модулi цих функцiй i їхнiх похiдних не
перевищують одиницi.

Зрозумiло, що умова щодо модулiв функцiй та їхнiх похiдних не є суттєвою — її вико-
нання завжди можна досягти перенормуванням малого параметра.

Позначимо через (u±(t, E), v±(t, E)) розв’язки задач Кошi

u|t=0 = 0, v|t=0 = ±
√

2 (E −Π(0)).

ЯкщоE◦ ≤ E < E∗, то кожен iз цих розв’язкiв перiодичний з перiодом T (E) = 2(T−(E)+
+T+(E)), де

T−(E) :=

0∫
u−0 (E)

du√
2(E −Π(u))

, T+(E) :=

u+0 (E)∫
0

du√
2(E −Π(u))

.

При цьому, як вiдомо, T±(E) → ∞, E ↗ E∗. Неважко показати, що(
u−(t, E), v−(t, E)

)
=
(
u+(t+ 2T+(E), E), v+(t+ 2T+(E), E)

)
. (15)

Зауважимо, що рiвняння u = u±(t, E∗), v = v±(t, E∗), t ∈ R, описують рухи вiдповiдно
по верхнiй i нижнiй сепаратрисах сiдлових положень рiвноваги (u∗−, 0), (u∗+, 0) незбуреної
системи. При цьому

u−(t, E∗) = u+(−t, E∗), v−(t, E∗) = −v+(−t, E∗). (16)

Нехай (I, ϕ |mod2π ) — змiннi дiя-кут для системи з гамiльтонiаном H поблизу сепа-
ратрисного контура в областi E◦ < v2

/
2 + Π(u) < E∗. У даному випадку [1] I(E) :=

:=
1

2π

∮
H=E

vdu, обернена функцiя до I(E) визначає гамiльтонiан H(I) як функцiю змiн-

ної дiї, ϕ := S′I(I, u), S(I, u) :=

[ ∫ u

0
vdu|H(u,v)=E

]
E=H(I)

. Легко бачити, що

H ′(I) =
2π

T (E)

∣∣∣∣
E=H(I)

, H ′′(I) = −H ′(I)
2πT ′(E)

T 2(E)

∣∣∣∣
E=H(I)

= − 4π2T ′(E)

T 3(E)

∣∣∣∣
E=H(I)

.
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З наведеної нижче леми 6 випливає, що iснує E∗ ∈ [0, E∗) таке, що

T ′(E) > 0 ∀E ∈ (E∗, E
∗).

Покладемо I∗ := I(E∗), I
∗ := I(E∗), ω∗ := H ′(I∗). Тодi в розглядуваному випадку

справджується припущення (H6) i функцiя H ′(I) на промiжку [I∗, I
∗] монотонно спадає

вiд значення ω∗ до ω∗ := 0. Отже, для кожного ω ∈ [ω∗, ω∗] рiвняння H ′(I) = ω має
єдиний розв’язок I = Iω. Покладемо Eω := H(Iω). Зокрема, для кожного рацiонального
p/q ∈ (ω∗, ω∗) коректно визначено резонанснi значення дiї Ip/q та енергiї Ep/q.

Далi будемо використовувати позначення

∆ := E∗ − E◦, Eα := αE◦ + (1− α)E∗, α ∈ (0, 1),

Iα := I(Eα), ωα := H ′(Iα) ≡ 2π/T (Eα), I◦ := I(E◦), ω◦ := H ′(I◦), (17)

Mk := max
{∣∣∣Π(k)(u)

∣∣∣ : u∗− ≤ u ≤ u∗+

}
.

Легко бачити, що з означення Iω випливає рiвнiсть Iωα = Iα. Без обмеження загальностi
вважатимемо, що ω∗ ≤ ω◦ i ∆ < 1.

Оскiльки

İ =
µ2

H ′(I)
f(t, u, v),

де f(t, u, v) := Π′(u)U(t, u, v)+vV (t, u, v), i в змiнних дiя-кут права частина перетворюєть-
ся в µ2Y (t, I, ϕ), то за рахунок зсуву кутової змiнної ψ (q/p)-ультрасубгармонiчну функ-
цiю Пуанкаре можна виразити через так звану ультрасубгармонiчну функцiю Мельни-
кова

Mq/p(θ) :=

2πq∫
0

f
(
t, u+

(
t+ θ,Ep/q

)
, v+

(
t+ θ,Ep/q

))
dt,

а саме,

Pq/p(ψ) =
1

2πp
Mq/p

(
q

p
ψ

)
.

За час 2πq зображувальна точка, рухаючись пiд дiєю потоку незбуреної системи по
лiнiї рiвня H(u, v) = Ep/q, здiйснює p повних обходiв цiєї замкненої кривої, послiдовно
перетинаючи вiсь абсцис у точках u−0 (Ep/q), u

+
0 (Ep/q). Зрозумiло, що pT (Ep/q) = 2πq.
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Вiдтак нескладно перевiрити, що справджується рiвнiсть [5, 6]

Mq/p(θ) :=

2πq∫
0

f
(
t, u+

(
t+ θ, Ep/q

)
, v+

(
t+ θ, Ep/q

))
dt =

=

p−1∑
k=0

T+(Ep/q)∫
−T−(Ep/q)

f(t− θ + kT (Ep/q), u
+(t, Ep/q), v

+(t, Ep/q))dt+

+

p−1∑
k=0

T (Ep/q)−T−(Ep/q)∫
T+(Ep/q)

f(t− θ + kT (Ep/q), u
+(t, Ep/q), v

+(t, Ep/q))dt.

З урахуванням рiвностi (15), виконавши замiну t → t + 2T+(Ep/q) в iнтегралах другої
суми, матимемо

Mq/p(θ) =

p−1∑
k=0

T+(Ep/q)∫
−T−(Ep/q)

f

(
t− θ +

2πkq

p
, u+(t, Ep/q), v

+(t, Ep/q)

)
dt+

+

p−1∑
k=0

T−(Ep/q)∫
−T+(Ep/q)

f

(
t+ 2T+(Ep/q)− θ +

2πkq

p
, u−(t, Ep/q), v

−(t, Ep/q)

)
dt. (18)

Iз зрозумiлих причин тепер нас цiкавитиме питання про близькiсть iнтегралiв

±

±T+(Ep/q)∫
∓T−(Ep/q)

f(t− θ, u±(t, Ep/q), v
±(t, Ep/q)) dt

до вiдповiдних гетероклiнiчних функцiй Мельникова

M±(θ) :=

∞∫
−∞

f(t− θ, u±(t, E∗), v±(t, E∗)) dt

при великих T
(
Ep/q

)
.

Твердження 1. Нехай виконано умови (H7) – (H9). Покладемо

I±(E, θ) := ±
±T+(E)∫
∓T−(E)

f(t− θ, u±(t, E), v±(t, E)) dt.
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Тодi рiвномiрно щодо θ ∈ R iснують границi

lim
E↗E∗

I±(E, θ) = M±(θ),

причому для довiльного α ∈ (0, 1) справджуються нерiвностi∣∣M±(θ)− I±(E, θ)
∣∣ ≤ C±(α)

√
E∗ − E ∀E ∈ [Eα, E∗) ,

де C±(α) := C+
J (α) + C+

K(α) + C−J (α) + C−K(α) + C0(α), функцiї C+
J (α), C+

K(α), C0(α) ви-
значаються наведеними нижче формулами (25) – (27), а C−J (α), C−K(α) одержуються з
формул (25), (26) замiною знака + на−. При цьому C±(α) монотонно зростає, має скiн-
ченну границю C±(+0) i C±(α) ↗ ∞, α ↗ 1.

Доведення. Доведемо твердження для I+(E∗, θ). Пiсля замiни змiнної iнтегрування за

формулою
∫ u

0

ds√
2(E −Π(s))

= t при E ∈ (0, E∗) та u ∈ (u−0 (E), u+
0 (E)) матимемо

I+(E, θ) =

u+0 (E)∫
u−0 (E)

1√
2 (E −Π(u))

f

 u∫
0

ds√
2 (E −Π(s))

− θ, u,
√

2(E −Π(u))

 du.

Подамо I+(E, θ) у виглядi суми I+
0 (E, θ) + I+

+ (E, θ) + I+
− (E, θ), де

I+
0 (E, θ) =

u◦+∫
u◦−

1√
2 (E −Π(u))

f

 u∫
0

ds√
2 (E −Π(s))

− θ, u,
√

2(E −Π(u))

 du,

I+
+ (E, θ) :=

u+0 (E)∫
u◦+

1√
2 (E −Π(u))

f

 u∫
0

ds√
2 (E −Π(s))

− θ, u,
√

2(E −Π(u))

 du, (19)

I+
− (E, θ) :=

u◦−∫
u−0 (E)

1√
2 (E −Π(u))

f

 u∫
0

ds√
2 (E −Π(s))

− θ, u,
√

2(E −Π(u))

 du,

i насамперед оцiнимо рiзницю
∣∣I+
± (E1, θ)− I+

± (E2, θ)
∣∣ . Очевидно, з цiєю метою достат-

ньо розглянути iнтеграл (19), який запишемо у виглядi суми J+(E, θ) + K+(E, θ) (зара-
ди спрощення позначень верхнiм iндексом + нехтуємо), де з урахуванням вигляду функ-
цiї f(t, u, v)

J+ (E, θ) :=

u+0 (E)∫
u◦+

U

 u∫
0

ds√
2 (E −Π (s))

− θ, u,
√

2 (E −Π (u))

 Π′ (u)√
2 (E −Π (u))

du,
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K+(E, θ) :=

u+0 (E)∫
u◦+

V

 u∫
0

ds√
2 (E −Π (s))

− θ, u,
√

2 (E −Π (u))

 du.

При E◦ < E2 < E1 < E∗ з урахуванням припущення (H9) маємо

|J+(E1, θ)− J+(E2, θ)| ≤
√

2(E1 − E2) +

E2−E◦∫
0

u+0 (E1−x)∫
u+0 (E2−x)

ds√
2(E1 −Π(s))

dx√
2x

+

+

E2−E◦∫
0

u+0 (E2−x)∫
0

(
1√

2 (E2 −Π(s))
− 1√

2 (E1 −Π(s))

)
ds

dx√
2x

+

+

E2−E◦∫
0

(
u+

0 (E1 − x)− u+
0 (E2 − x)

) dx√
2x
.

У подальшому нам знадобиться оцiнка знизу для Π′(u+
0 (E)) при E ∈ [E◦, E∗). Оскiль-

ки Π′(u∗+) = 0, то

Π′
(
u+

0 (E)
)
≥ min

u+0 (E)≤u≤u∗+

∣∣Π′′(u)
∣∣ (u∗+ − u+

0 (E)
)
≥
(
λ◦+
)2 (

u∗+ − u+
0 (E)

)
.

ВодночасE∗−E = Π(u∗+)−Π(u+
0 (E)) = −1

2
Π′′(θ̃)

(
(u∗+ − u+

0 (E)
)2 при вiдповiдному виборi

θ̃ ∈ (u+
0 (E), u∗+), звiдки max

u+0 (E)≤u≤u∗+
|Π′′(u)|

(
(u∗+ − u+

0 (E)
)2 ≥ 2(E∗ − E) i

u∗+ − u+
0 (E) ≥

√
2 (E∗ − E)

Λ◦+
.

Таким чином,

Π′
(
u+

0 (E)
)
≥
(
λ◦+
)2√

2 (E∗ − E)

Λ◦+
. (20)

Звiдси

Π′
(
u+

0 (E1 − y)
)
≥
√

2y
(
λ◦+
)2

Λ◦+

i, виконавши замiну змiнної iнтегрування y = E1 −Π(s), отримаємо

u+0 (E1−x)∫
u+0 (E2−x)

ds√
2(E1 −Π(s))

=

E1−E2+x∫
x

dy

Π′(u+
0 (E1 − y))

√
2y
≤

Λ◦+

2
(
λ◦+
)2 [ln(1 +

E1 − E2

x

)]
.
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Тодi для E1 > E2 ≥ Eα матимемо

E2−E◦∫
0

u+0 (E1−x)∫
u+0 (E2−x)

ds√
2(E1 −Π(s))

dx√
2x
≤

Λ◦+√
2
(
λ◦+
)2
√
E2−E◦∫
0

[
ln

(
1 +

E1 − E2

z2

)]
dz =

=
Λ◦+√

2
(
λ◦+
)2 [ln(1 +

E1 − E2

E2 − E◦

)√
E2 − E◦ + 2

√
(E1 − E2)arctg

(√
E2 − E◦√
E1 − E2

)]
≤

≤
Λ◦+√

2
(
λ◦+
)2 (√ α

1− α
+ π

)√
E1 − E2. (21)

Тепер, виконавши замiну змiнної iнтегрування y = E2 −Π(s), оцiнимо

u+0 (E2−x)∫
u◦+

(
1√

2 (E2 −Π(s))
− 1√

2 (E1 −Π(s))

)
ds =

=

E2−E◦∫
x

(
1√
2y
− 1√

2(E1 − E2 + y)

)
dy

Π′
(
u+

0 (E2 − y)
) ≤

≤
Λ◦+(
λ◦+
)2
√
E2−E◦∫
√
x

(
1

z
− 1√

E1 − E2 + z2

)
dz =

=
Λ◦+(
λ◦+
)2 [ln(1 +

√
1 + E1−E2

x

)
− ln

(
1 +

√
1 + E1−E2

E2−E◦

)]
≤

≤
Λ◦+(
λ◦+
)2 ln

(
1 +

E1 − E2

2x

)
. (22)

Оскiльки

E2−E◦∫
0

1√
2x

u◦+∫
0

(
1√

2 (E2 −Π(s))
− 1√

2 (E1 −Π(s))

)
ds dx ≤

≤
√

2(E2 − E◦)

u◦+∫
0

√
E1 − E2√

2 (E1 −Π(s)) (E2 −Π(s))
ds ≤

√
2T+(E◦)

√
E1 − E2,
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то з огляду на (21), (22) при E1 > E2 ≥ Eα будемо мати

E2−E◦∫
0

1√
2x

u+0 (E2−x)∫
0

(
1√

2 (E2 −Π(s))
− 1√

2 (E1 −Π(s))

)
ds dx ≤

≤
√

2T+(E◦)
√
E1 − E2 +

Λ◦+(
λ◦+
)2

E2−E◦∫
0

1√
2x

[
ln

(
1 +

E1 − E2

2x

)]
dx ≤

≤

[
√

2T+(E◦) +
Λ◦+√

2
(
λ◦+
)2 (√ α

1− α
+ π

)]√
E1 − E2. (23)

Нарештi, оцiнимо зверху u+
0 (E1)− u+

0 (E2) за умови, що E◦ ≤ E2 ≤ E1 ≤ E∗ :

E1 − E2 = Π
(
u+

0 (E1)
)
−Π

(
u+

0 (E2)
)
≥
(
λ◦+
)2

2

(
u+

0 (E1)− u+
0 (E2)

)2
,

звiдки

u+
0 (E1)− u+

0 (E2) ≤
√

2

λ◦+

√
E1 − E2. (24)

Тепер з урахуванням (21), (23), (24) остаточно при Eα < E2 < E1 < E∗ дiстаємо

|J+(E1, θ)− J+(E2, θ)| ≤ C+
J (α)

√
E1 − E2,

де з огляду на припущення (H8)

C+
J (α) :=

√
2

[
1 +

2

λ+

(√
α

1− α
+ π

)
+ T+(E◦) +

2

λ+

]
. (25)

Далi, при тих самих умовах на E1, E2, що й вище, маємо

|K+(E1, θ)−K+(E2, θ)| ≤
(
u+

0 (E1)− u+
0 (E2)

)
+

+

u+0 (E2)∫
u◦+

u∫
0

(
1√

2 (E2 −Π(s))
− 1√

2 (E1 −Π(s))

)
ds du+

+

u+0 (E2)∫
u◦+

(√
2 (E1 −Π(u))−

√
2 (E2 −Π(u))

)
du.
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Пiсля замiни змiнної iнтегрування x = E2−Π(u) в другому доданку, з урахуванням нерiв-

ностi Π′
(
u+

0 (E2 − x)
)
≥
√

2x
(
λ◦+
)2/

Λ◦+, яка випливає з (20), а також (23) та (24) отриму-
ємо

|K+(E1, θ)−K+(E2, θ)| ≤ C+
K(α)

√
E1 − E2,

де

C+
K(α) :=

2

λ+
+
√

2(u∗+ − u◦+) +
2
√

2

λ+

[
T+(E◦) +

1

λ+

(√
α

1− α
+ π

)]
. (26)

Нарештi, легко бачити, що при тих самих умовах на E1, E2, що й вище,

∣∣I+
0 (E1, θ)− I+

0 (E2, θ)
∣∣ ≤ M1

u◦+∫
u◦−

√
E1 − E2du√

2 (E◦ −Π(u))
√
Eα − E◦

+

+M1

u◦+∫
u◦−

max


∣∣∣∣∣∣∣
u◦±∫
0

( √
E1 − E2√

2 (E◦ −Π(s))
√
Eα − E◦

)
ds

∣∣∣∣∣∣∣
+

√
2(E1 − E2)

 du√
2(E◦ −Π(u))

+

+

u◦+∫
u◦−

max


∣∣∣∣∣∣∣
u◦±∫
0

√
2(E1 − E2)ds√
2(E◦ −Π(s))

∣∣∣∣∣∣∣
 du√

2 (E◦ −Π(u))
+
[
u◦+ − u◦−

]√
2(E1 − E2) ≤

≤ C0(α)
√
E1 − E2,

де

C0(α) :=
T (E◦)

2

[
M1(1 + max {T±(E◦)})√

(1− α) ∆
+
√

2 (M1 + max {T±(E◦)})

]
+

+
√

2
[
u+

0 (E◦)− u−0 (E◦)
]
. (27)

Остаточно для довiльного α ∈ (0, 1) маємо нерiвнiсть∣∣I+(E1, θ)− I+(E2, θ)
∣∣ ≤ C±(α)

√
E1 − E2 ∀E1, E2 ∈ [Eα, E∗) ,

з якої випливає, що iснує рiвномiрна щодо θ ∈ R границяM+(θ) = lim
E↗E∗

I+(E, θ). Спря-

мувавши E1 до E∗ i поклавши E2 = E, дiстанемо шукану оцiнку для |M+(θ)− I+(E, θ)|.
Властивостi функцiї C±(α) безпосередньо випливають з її явного вигляду.
Твердження 1 доведено.
З урахуванням (18) уведемо до розгляду функцiї

F±p/q(θ) :=

p−1∑
k=0

M±
(
θ − 2πqk

p

)
, Gp/q(θ, ϑ) := F+

p/q(θ) + F−p/q (θ − 2ϑ) .

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2011, т . 14, N◦ 2



ОЦIНКА КIЛЬКОСТI ЗБУРЕНИХ УЛЬТРАСУБГАРМОНIК СИСТЕМИ З ПIВТОРА СТУПЕНЯМИ . . . 163

Зауважимо, що функцiї Gp/q(θ, T+(Ep/q)) утворюються з Mq/p(θ) шляхом гранично-
го переходу при Ep/q → ∞ лише пiд знаком функцiй u±(t, Ep/q), v

±(t, Ep/q) та в межах
T±(Ep/q) iнтегралiв, якi фiгурують у (18).

Твердження 2. Функцiя F±p/q(θ) має перiод
2π

p
i її ряд Фур’є має вигляд

F±p/q(θ) = p
∑
l∈Z

f̂±ple
−iplθ, (28)

де fn(u, v) :=
1

2π

∫ 2π

0
f(t, u, v)e−intdt, f̂±n :=

∫ ∞
−∞

eintfn
(
u±(t, E∗), v±(t, E∗)

)
dt. При цьо-

му справджується рiвнiсть f̂+
0 + f̂−0 = 0, якщо компоненти усередненого за часом збу-

рення

U0(u, v) =
1

2π

2π∫
0

U(t, u, v) dt, V0(u, v) =
1

2π

2π∫
0

V (t, u, v) dt

задовольняють хоча б одну з двох умов:
1) U0(u,−v) = −U0(u, v), V0(u,−v) = V0(u, v) (умова оборотностi);
2) iснує функцiя h0(u, v) така, що U0(u, v) = h′0v(u, v), V0(u, v) = −h′0u(u, v) (умова

гамiльтоновостi).

Доведення. З одного боку, оскiльки функцiї Мельникова 2π-перiодичнi, то таку ж

властивiсть мають i функцiї F±p/q(θ). З iншого боку, цi функцiї
2πq

p
-перiодичнi. Справдi,

F±p/q

(
θ − 2πq

p

)
:=

p−1∑
k=0

M±
(
θ − 2πq(k + 1)

p

)
=

=

p−1∑
k=1

M±
(
θ − 2πqk

p

)
+M±(θ − 2πq) = F±p/q(θ).

Але якщо (l,m) — розв’язок дiофантового рiвняння ql + pm = 1, то

F±p/q

(
θ +

2π

p

)
= F±p/q

(
θ +

2π(ql + pm)

p

)
= F±p/q

(
θ +

2πql

p
+ 2πm

)
= F±p/q(θ)

i, отже, функцiї F±p/q(θ) мають перiод
2π

p
. Вiдтак ряди Фур’є функцiй F±p/q(θ) розклада-

ються за гармонiками вигляду eiplθ, l ∈ Z. А саме, оскiлькиM±(θ) =
∑
n∈Z

f̂±n e
−inθ, то

F±p/q(θ) =
∑
n∈Z

f̂±n e
−inθ

p−1∑
k=0

e2πinqk/p,
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i формула (28) випливає з рiвностi

p−1∑
k=0

e2πinqk/p =

{
p, якщо n/p ∈ Z,
0, якщо n/p /∈ Z.

Рiвнiсть f̂+
0 + f̂−0 = 0 при виконаннi оборотностi перевiряється безпосереднiми обчис-

леннями з використанням рiвностей (16). Якщо ж виконується умова гамiльтоновостi, то

f̂+
0 = −

∞∫
−∞

d

dt
h0(u+(t, E∗), v+(t, E∗))dt = h0(u∗−, 0)− h0(u∗+, 0),

f̂−0 = −
∞∫
−∞

d

dt
h0(u−(t, E∗), v−(t, E∗))dt = h0(u∗+, 0)− h0(u∗−, 0).

Твердження 2 доведено.

Наслiдок 1. Функцiї F±p/q(θ), Gp/q(θ) визначаються лише числом p i не залежать вiд q,
тобто

F±p (θ) := F±p/1(θ), Gp(θ, ϑ) := F+
p (θ) + F−p (θ − 2ϑ)

для всiх взаємно простих p, q, причому
∫ 2π

0
Gp(θ, ϑ)dθ = 0, якщо компоненти усередне-

ного за часом збурення задовольняють хоча б одну з умов — оборотностi або гамiль-
тоновостi.

Функцiю F±p (θ) назвемо p-фiльтрацiєю функцiї МельниковаM±(θ).
Пiдсумком проведеного аналiзу є такий результат про апроксимацiю ультрасубгар-

монiчної функцiї Пуанкаре.

Теорема 3. Нехай α ∈ (0, 1) є довiльним. Тодi якщо для рацiонального p/q вiдповiдне
резонансне значення енергiї Ep/q належить промiжку [Eα, E∗) , тобто p/q ≤ ωα, то∣∣∣∣ 1

2πp
Gp

(
q
pψ, T+(Ep/q)

)
− Pq/p(ψ)

∣∣∣∣ ≤ C±(α)

π

√
E∗ − Ep/q

для всiх ψ ∈ R, де C±(α) визначено у твердженнi 1.

Використаємо тепер теорему 3 для оцiнювання знизу чисел ηp/q в (5) за допомогою
p-фiльтрацiй функцiй Мельникова у випадку, коли хоча б при одному ϑ = ϑp функцiя
Gp(θ, ϑp) є знакозмiнною на [0, 2π], а отже, справджується припущення

(H10) знайдуться числа γp > 0 та ϑp ∈ [0, 2π) такi, що

min

{
max
θ∈[0,2π]

Gp(θ, ϑp),− min
θ∈[0,2π]

Gp(θ, ϑp)

}
≥ γp.

Зауважимо, що при виконаннi хоча б однiєї з умов твердження 2 — оборотностi або
гамiльтоновостi — згiдно з наслiдком 1 для кожного фiксованого ϑ ∈ [0, 2π] функцiя
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Gp(·, ϑ) має нульове середнє. А отже, у випадку, коли Gp(θ, ϑ) не є тотожним нулем, її
максимальне значення є додатним, а мiнiмальне — вiд’ємним, тобто справджується при-
пущення (H10).

Покладемо

Γp := max
θ∈[0,2π]

∣∣∣[F+
p (θ)

]′∣∣∣+ max
θ∈[0,2π]

∣∣∣[F−p (θ)
]′∣∣∣

i далi вважатимемо виконаною додаткову умову

γp < min

{
3p(λ+ + λ−)

λ+λ−
,

πΓpλ−
p(λ+ + λ−)

}
, (29)

яка має суто технiчний характер, не обмежує загальностi мiркувань та спрощує подальшi
викладки.

5. Оцiнка кiлькостi збурених ультрасубгармонiк. У цьому пунктi ми маємо намiр з’я-
сувати, наскiльки швидко для заданого p може зростати кiлькiсть збурених (q/p)-ультра-
субгармонiк системи (14) при µ → +0. З цiєю метою достатньо оцiнити кiлькiсть рацiо-
нальних чисел вигляду p/q, якi при фiксованому достатньо малому значеннi µ одночасно
задовольняють умови теореми 2 для системи вигляду (1), утвореної з системи (14) внаслi-
док переходу до змiнних дiя-кут. Якщо координати (u, v) пов’язанi з координатами дiя-кут
спiввiдношеннями u = u(I, ϕ), v = v(I, ϕ), то неважко знайти зв’язок мiж функцiями у
правих частинах цих систем:

Y (t, I, ϕ) = u′ϕ(I, ϕ)V (t, u(I, ϕ), v(I, ϕ))− v′ϕ(I, ϕ)U(t, u(I, ϕ), v(I, ϕ)),
(30)

Ψ(t, I, ϕ) = v′I(I, ϕ)U(t, u(I, ϕ), v(I, ϕ))− u′I(I, ϕ)V (t, u(I, ϕ), v(I, ϕ)).

(Тут використано той факт, що оскiльки координати дiя-кут теж канонiчнi, то dv ∧ du =
= dI ∧ dϕ, а отже, якобiан перетворення дорiвнює одиницi: v′Iu

′
ϕ − u′Iv′ϕ = 1.)

Перш нiж переходити до формулювання основної теореми даної роботи, нагадаємо
один факт iз теорiї дiофантових наближень. Для довiльного невiд’ємного числа t через
〈t〉 , btc , dte позначимо вiдповiдно вiдстань вiд t до множини Z, найбiльше цiле, що не пере-
вищує t (цiлу частину t) та найменше цiле, не менше за t. Вiдомо [13, c. 87], що для майже
кожного iррацiонального числа a знайдеться стала A > 0 така, що q 〈qa〉 ≥ 1

/
(A ln2 q). В

цьому випадку кажуть, що a має тип < A ln2(·).

Теорема 4. Нехай виконуються припущення (H7) – (H10), число a :=
λ−

2(λ+ + λ−)
має

тип < A ln2(·) (тут λ+, λ− — числа, визначенi в припущеннi (H7)), а p — просте число
або одиниця. Тодi кiлькiсть збурених (q/p)-ультрасубгармонiк системи (14) при µ → 0
зростає не повiльнiше, нiж ς ln2 µ, де ς — довiльне додатне число, менше за

ςp :=

(
pγp max {p− 1, 1}

2π2λΓp

)2

.

Одразу зазначимо, що наведена вище оцiнка не є рiвномiрною щодо ς в тому сенсi,
що функцiя ς ln2 µ оцiнює кiлькiсть (q/p)-ультрасубгармонiк знизу при µ ∈ (0, µp(ς)), де
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функцiя µp(ς) в загальному випадку прямує до нуля, якщо ς ↗ ςp. Насправдi, в процесi до-
ведення буде встановлено конкретнiшу оцiнку, яка, проте, має досить громiздкий вигляд.
А саме, буде вказано сталу Bp > 0 i такi двi функцiї Qp(·, ·) : (0,∞)× (0, 1) 7→ Z+ з асимп-

тотикою Qp(z;β) ∼ p

πλ
ln

1

z
при z ↘ 0, рiвномiрною щодо β ∈ (0, β0] при довiльному

β0 ∈ (0, 1), та qp(·) : (0, 1) 7→ N з асимптотикою qp(β) ∼ p ln 2

2πλβ
при β ↘ 0, за допомогою

яких кiлькiсть збурених (q/p)-ультрасубгармонiк при µ ↘ 0 оцiнюється знизу числом[
(1− β)γp max {p− 1, 1}

2πΓp
(Qp(µ/β;β)− qp(β)− 1)−Bp ln3 (Qp(µ/β;β)− qp(β))

]2

, (31)

звiдки й випливає потрiбний результат. Зрозумiло, що ця оцiнка стає змiстовною при
µ ∈ (0, βz̄p(β)), де z̄p(β) визначається з рiвняння Qp(z;β) = qp(β) + 1.

Перейдемо до обґрунтування теореми 4, яке включає в себе низку окремих твер-
джень.

Твердження 3. Нехай виконується припущення (H10). Тодi для довiльного β ∈ (0, 1)

iснує вiдрiзок Jp довжини (1 − β)σp < 1, де σp :=
pγp

2πΓp
, такий, що при кожному τ ∈ Jp

справджується нерiвнiсть

min

{
max
θ∈[0,2π]

Gp

(
θ,

2π

p
τ

)
,− min

θ∈[0,2π]
Gp

(
θ,

2π

p
τ

)}
≥ βγp. (32)

Доведення. Введемо функцiю

Fp(t, τ) := F+
p

(
2π

p
(t+ τ)

)
+ F−p

(
2π

p
(t− τ)

)
≡ Gp

(
2π

p
(t+ τ),

2π

p
τ

)
.

Нехай τ∗ = arg max
τ∈[0,1]

(
min

{
max
t∈[0,1]

Fp(t, τ),− min
t∈[0,1]

Fp(t, τ)

})
. Тодi за визначенням γp iсну-

ють точки t∗ ∈ [0, 1], t∗ ∈ [0, 1] такi, що Fp (t∗, τ∗) ≥ γp, Fp (t∗, τ
∗) ≤ −γp. Вiдтак

Fp (t∗, τ) ≥ γp −
2πΓp
p
|τ − τ∗| ≥ βγp, Fp (t∗, τ) ≤ −γp +

2πΓp
p
|τ − τ∗| ≤ −βγp,

якщо |τ − τ∗| ≤ (1− β)σp. Отже, зауваживши, що

max(min)
θ∈[0,2π]

Gp(θ + c, ϑ) = max(min)
θ∈[0,2π]

Gp(θ, ϑ)

для довiльного c, можемо покласти Jp := {τ : |τ − τ∗| ≤ (1− β)σp} .
Твердження 3 доведено.
Нехай a є числом типу < A ln2(·), а число p — простим або дорiвнює 1. Позначи-

мо через Np пiдмножину натуральних чисел, взаємно простих з p, якщо p є простим, i
N1 := N. Очевидно, що Np = N\ {lp}l∈N , якщо p —просте число. Розглянемо послiдов-
нiсть {τq := aq + τ0}q∈Np , де τ0 — фiксоване дiйсне число. Для довiльних 0 ≤ x1 < x2 ≤ 1 i
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натуральних Q1 < Q2 позначимо через #([x1, x2);Q1, Q2)p кiлькiсть членiв послiдовностi
{τq |mod1}q∈Np⋂(Q1,Q2] , якi лежать в [x1, x2). Число

Dp(Q1, Q2) = sup
0≤x1<x2≤1

∣∣∣∣#([x1, x2);Q1, Q2)p
#([0, 1);Q1, Q2)p

− (x2 − x1)

∣∣∣∣
є мiрою рiвномiрностi розподiлу послiдовностi {τq |mod1}q∈Np⋂(Q1,Q2] на вiдрiзку [0, 1]

(див. [14]). Очевидно, що

#([x1, x2);Q1, Q2)p ≥ #([0, 1);Q1, Q2)p [(x2 − x1)−Dp(Q1, Q2)] . (33)

При цьому #([0, 1);Q1, Q2)1 = Q2 −Q1, а якщо p — просте число, то

#([0, 1);Q1, Q2)p = Q2 −Q1 − bQ2/pc+ bQ1/pc . (34)

Наслiдком теореми Ердьоша – Турана є нерiвнiсть (див. [14, с. 127])

Dp(Q1, Q2) ≤ C̄

 1

m
+

m∑
j=1

1

j

∣∣∣∣∣∣ 1

#([0, 1);Q1, Q2)p

∑
q∈Np

⋂
(Q1,Q2]

e2πijτq

∣∣∣∣∣∣


з довiльним натуральним m, де C̄ — абсолютна стала. Якщо p = 1, то за лемою 3.2 з [14]
маємо оцiнку

D1(Q1, Q2) ≤ C̄

 1

m
+

1

Q2 −Q1

m∑
j=1

1

j 〈ja〉

 ,

а тодi, використавши результат iз вправи 3.12 [14], дiстанемо оцiнку

m∑
j=1

1

j 〈ja〉
= O

(
ln3(m)

)
.

Поклавши m = Q2 − Q1, можна зробити висновок, що при вiдповiдному виборi числа

B1 > 0 справджується нерiвнiсть D1(Q1, Q2) < B1
ln3(Q2 −Q1)

Q2 −Q1
.

Якщо p — просте число, то з теореми Ердьоша – Турана випливає нерiвнiсть

Dp(Q1, Q2) ≤ C̄

 1

m
+

m∑
j=1

1

j

∣∣∣∣∣∣ 1

#([0, 1);Q1, Q2)p

 Q2∑
k=Q1+1

e2πijτk −
[Q2/p]∑

l=[Q1/p]+1

e2πijτpl

∣∣∣∣∣∣
 ,

звiдки аналогiчно попередньому

Dp(Q1, Q2) ≤ C̄

 1

m
+

1

#([0, 1);Q1, Q2)p

 m∑
j=1

1

j 〈ja〉
+

m∑
j=1

1

j 〈jpa〉

 .
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Зауваживши, що pa — число типу < pA ln2(p·), при вiдповiдному виборi числа Bp > 0
отримаємо нерiвнiсть

Dp(Q1, Q2) < Bp
ln3(Q2 −Q1)

#([0, 1);Q1, Q2)p
. (35)

Твердження 4. Нехай p — фiксоване просте число або 1, виконано умови тверджен-

ня 3 i a :=
λ−

2(λ+ + λ−)
— число типу A ln2(·). Тодi для довiльного α ∈ (0, 1) i довiльних

Q1, Q2 ∈ N таких, що pT (Eα)/(2π) ≤ Q1 < Q2, серед рацiональних чисел вигляду p/q, де
q ∈ (Q1, Q2] знайдеться не менше нiж #([0, 1);Q1, Q2)p(1− β)σp −Bp ln3(Q2 −Q1) таких,
що ηp/q, визначене в (5), задовольняє нерiвнiсть

ηp/q ≥
βγp − Cp(α)

√
E∗ − Ep/q

2πp
.

Тут Cp(α) := 2pC±(α) + Γp (C+ + aC) , а C+, C визначено в лемах 1, 2.

Доведення. Згiдно з лемою 3 T+(Ep/q) =
2πaq

p
+ Ξ + χp/q =

2πτq
p

+ χp/q, де

τq = aq + τ0, τ0 := pΞ/(2π). (36)

Зрозумiло, що кiлькiсть рацiональних чисел вигляду p/q, де q ∈ (Q1, Q2], для яких нерiв-
нiсть (32) справджується при τ = τq, не менша за #(Jp;Q1, Q2)p. А тодi не менше нiж
#(Jp;Q1, Q2)p рацiональних чисел зазначеного вигляду задовольняють нерiвнiсть

min

{
max
θ∈[0,2π]

Gp
(
θ, T+(Ep/q)

)
,− min

θ∈[0,2π]
Gp
(
θ, T+(Ep/q)

)}
≥ βγp − Γpχp/q.

Залишилося скористатись теоремою 3 та нерiвнiстю

#(Jp;Q1, Q2)p ≥ #([0, 1);Q1, Q2)p(1− β)σp −Bp ln3(Q2 −Q1),

яка випливає з (33) та оцiнки (35) для Dp(Q1, Q2).
Твердження 4 доведено.
З явного вигляду Cp(α) випливає, що рiвняння

√
α∆Cp(α) = β(1 − β)γp вiдносно α ∈

∈ (0, 1) має єдиний корiнь α∗(β), до того ж α∗(β) ∼ γpβ
2

C2
p(0)∆

при β ↘ 0 i α∗(β) → 0, при

β ↗ 1.

Твердження 5. Нехай 0 < α ≤ α∗(β). Тодi для рацiональних чисел, якi задовольняють

умови твердження 4, виконується нерiвнiсть ηp/q >
γpβ

2

2πp
.

Доведення. Зауважимо, що E∗−Eω < α∆ для всiх ω < ωα = 2π/T (Eα). Тепер потрiб-
на нерiвнiсть для ηp/q випливає з твердження 4 та означення α∗(β).

Твердження 5 доведено.
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З огляду на лему 7 визначимо

αp(β) := min {α∗(β), α◦(β)} , ξp(β) :=
1

2πλ

[
ln

2

1− β
+ c
√
αp(β)∆

]
,

qp(β) :=
⌈
pmax

{
ξp(β)/β, T

(
Eαp(β)

)/
(2π) + ξp(β)

}⌉
.

Неважко переконатися в тому, що αp(+0) = αp(1 − 0) = 0, 0 ≤ αp(β) < 1 для всiх
β ∈ (0, 1) i αp(β) ∼ α∗(β) при β ↘ 0. А тодi з урахуванням асимптотики T (Eα) при α ↘ 0
дiстаємо qp(β) ∼ p(ln 2)/(2πλβ) при β ↘ 0.

Якщо знаменник рацiонального числа ω = p/q задовольняє нерiвнiсть q ≥ qp(β), то
для ω виконуються умови леми 7 при α = αp(β), а отже, справджуються нерiвностi (42).
Поклавши ∆ω := E∗ − Eω, δ = δω := β∆ω/ω, з оцiнок (44) отримаємо нерiвностi для
величин, визначених у (7) (заради скорочення записiв аргументами у c2(α, β), c3(α, β),
CT (α), cT (α, β) нехтуємо):

mω ≥
cT (1− β)ω3

2π(1 + β)3∆ω
, Mω ≤

CTω
3

2π(1− β)4∆ω
, |Y |ω ≤

2πc1(1 + β)

ω
, |Ψ|ω ≤

c2CTω

2π(1− β)2∆ω
,

∣∣Y ′I ∣∣ω ≤ c3CT
(1− β)∆ω

,
∣∣Y ′ϕ∣∣ω ≤ 4π2c4(1 + β)2

ω2
,

наслiдком яких є нерiвностi для величин (11), (12)

νω ≤
Kν(αp(β), β)

ω2
, κω ≤

Kκ(αp(β), β)

ω2∆ω
,

де

Kν(α, β) := c14π2p(1 + β)

(
CT (1 + β)3

cT (1− β)5
+ 1

)
+
c2CT (1 + β)3

cT (1− β)3
,

Kκ(α, β) :=
CT

(1− β)2

((
4π2pc4(1 + β)2 + c3(1− β)3

)
Kν

(1− β)2
+ 4π2c2c4(1 + β)2

)
.

При цьому з урахуванням зауваження 1 iснують скiнченнi границi

Kν(+0,+0) = K∗ν = 20π2pc1 + 4c∗2, Kκ(+0,+0) = K∗κ =
2

λ

[(
4π2pc4 + c∗3

)
K∗ν + 4π2c∗2c4

]
.

Неважко перевiрити, що з огляду на нерiвнiсть (29) при виконаннi умов леми 7 справ-
джується нерiвнiсть ξp(β) > ln [2/(1− β)] /(2πλ) > γpβ

2
/

(2πp), а тодi й ωγpβ/(2πp) < 1.
Вiдтак, поклавши Kp(β) := max {Kν(αp(β), β),Kκ(αp(β), β)} , нерiвнiсть (13) можемо за-
безпечити умовою

γpβ
2

2πp
ω2∆ω ≥ Kp(β)µ2,

для виконання якої при ω = p/q з урахуванням леми 4 достатньо, щоб

q +
p

πλ
ln q ≤ p

πλ
ln
βzp(β)

µ
,
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де

zp(β) :=

√
pγp exp(λ(Θ− C

√
αp(β)∆))

2πKp(β)
.

Зауважимо, що функцiя zp(β) неперервна на (0, 1) i має додатну границю в нулi:

zp(+0) =

√
pγp exp (λΘ)

2πmax {K∗ν ,K∗κ}
.

Позначимо через Qp(z;β) цiлу частину кореня рiвняння вiдносно q вигляду

q +
p

πλ
ln q =

p

πλ
ln
zp(β)

z
.

Легко бачити, що Qp(z;β) визначена для всiх z > 0, β ∈ (0, 1), задовольняє нерiвнiсть⌊
p

πλ
ln
zp(β)

z
− p

πλ
ln

(
p

πλ
ln
zp(β)

z

)⌋
≤ Qp(z;β) ≤

⌊
p

πλ
ln
zp(β)

z

⌋
,

а отже, має асимптотику Qp(z;β) ∼ p

πλ
ln

1

z
при z ↘ 0 рiвномiрно щодо β ∈ (0, β0] при

фiксованому β0 ∈ (0, 1). Тепер достатню умову iснування збурених (q/p)-ультрасубгар-
монiк при кожному β ∈ (0, 1) можна подати у виглядi системи таких умов:

qp(β) ≤ q ≤ Qp(µ/β;β), τq |mod1 ∈ Jp, q ∈ Np,

де вiдрiзок Jp визначено у твердженнi 3, а послiдовнiсть τq — формулою (36). Згiдно з
твердженням 4 знайдеться не менше нiж

Np(µ/β;β) :=
⌊
#([0, 1); qp(β)− 1, Qp(µ/β;β))p(1− β)σp −Bp ln3 (Qp(µ/β;β)− qp(β))

⌋
рацiональних чисел вигляду p/q, якi задовольняють зазначену систему умов, i кожному
такому рацiональному числу за теоремою 2 вiдповiдають принаймнi 2q збурених (q/p)-
субгармонiк. Залишилось пiдрахувати сумарну кiлькiсть цих субгармонiк.

З цiєю метою зауважимо, що τq |mod1 ∈ Jp тодi i лише тодi, коли τq ∈
⋃
k≥0 {Jp + k} ,

де Jp + k := {τ ∈ R : τ − k ∈ Jp}— зсув iнтервалу Jp вправо на k одиниць, i, крiм того, з
(29) випливає, що τq+1 − τq > (1− β)σp = |Jp|. Тому в кожному iнтервалi Jp + k мiститься
не бiльше одного члена послiдовностi {τq}. Тепер уже неважко зрозумiти, що кiлькiсть
збурених (q/p)-субгармонiк можна оцiнити знизу числом

qp(β)+Np(µ/β;β)−1∑
q=qp(β)

2q >N2
p (µ/β;β).

Звiдси з урахуванням (34) i випливає, щоN2
p (µ/β;β) не менше, нiж число, визначене в (31).

6. Допомiжнi леми та оцiнки. Вiдомо, що T (E) = O(|ln(E∗ − E)|). На пiдставi резуль-
татiв [5] можна записати асимптотичне зображення для T±(E) при E ↗ E∗. Лема, яка
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наводиться нижче, конкретизує точнiсть вiдповiдних асимптотичних зображень у розгля-
дуваному нами випадку (щодо позначень див. (17)).

Лема 1. Функцiя T±(E) задовольняє нерiвнiсть∣∣∣∣T±(E)− 1

2λ±
ln

1

E∗ − E
−Θ±

∣∣∣∣ ≤ C±
√
E∗ − E ∀E ∈ [E◦, E∗),

де λ± :=
√∣∣Π′′ (u∗±)∣∣,

C± :=
8M3

3λ4
±

+
max {T±(E◦), 1}√

∆
, Θ± :=

1

2λ±
ln 4E∗ ± 1

2λ±

u∗±∫
0

λ±
√

2 (E∗ −Π(s))∓Π′(s)

E∗ −Π(s)
ds

(iнтеграл у визначеннi Θ± збiжний).

Доведення. Розглянемо випадок, який вiдповiдає знаку +. При доведеннi використо-
вуватимемо спрощенi позначення

u := u+
0 (E), u◦ := u◦+, u∗ := u∗+. (37)

Подамо T+(E) у виглядi суми T+(E) =

∫ u◦

0

ds√
2 (E −Π(s))

+

∫ u

u◦

ds√
2 (E −Π(s))

i зауважи-

мо, що перший доданок задовольняє нерiвнiсть

0 <

∫ u◦

0

ds√
2 (E −Π(s))

−
∫ u◦

0

ds√
2 (E∗ −Π(s))

≤ T+(E◦)

√
E∗ − E

∆
.

Проаналiзуємо поведiнку приE ↗ E∗ другого доданка. Визначимо z = ζ(y) як корiнь
рiвняння

√
2(E∗ −Π(u∗ − z)) = λ+y. Функцiя в лiвiй частинi неперервно диференцiйовна

на iнтервалi (0, u∗ − u◦) i монотонно зростає. Тому ζ(y) є неперервно диференцiйовною

функцiєю аргументу y ∈
(

0,
√

2∆/λ+

)
. При цьому для деякого θ1 ∈ (u◦, u∗) маємо

λ◦+ζ(y) ≤
√
−Π′′(θ1)ζ(y) = λ+y ≤ Λ◦+ζ(y),

звiдки
λ+

Λ◦+
y ≤ ζ(y) ≤ λ+

λ◦+
y, ζ ′(+0) = lim

y→+0

ζ(y)

y
= 1.

Крiм того, знайдеться θ1 ∈ (u◦, u∗) таке, що

|λ+y − λ+ζ(y)| = λ+ζ(y)

∣∣∣∣√1 + Π′′′(θ1)ζ(y)/(3λ2
+)− 1

∣∣∣∣ ≤ ζ2(y)M3/(6λ+).

Тодi
λ+λ

◦
+(

Λ+
0

)2 ≤ ζ ′(y) =
λ2

+y

Π′(u∗ − ζ(y))
≤
λ+Λ◦+(
λ◦+
)2
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i ∣∣∣∣ζ ′(y)− 1

y

∣∣∣∣ ≤ λ2
+(y − ζ(y))(
λ◦+
)2
yζ(y)

+
M3ζ(y)

2
(
λ◦+
)2
y
≤ 2λ+M3

3
(
λ◦+
)3 .

Тепер в iнтегралi
∫ u

u◦

ds√
2(E −Π(s))

=

∫ u∗−u◦

u∗−u

dz√
2(E −Π(u∗ − z))

виконаємо замiну z =

= ζ(y) i, поклавши ε◦ =

√
2(E∗ − E◦)

λ+
, ε =

√
2(E∗ − E)

λ+
та $(y) :=

ζ ′(y)− 1

y
, подамо

його у виглядi

1

λ+

ε◦∫
ε

ζ ′(y)dy√
y2 − ε2

=
1

λ+

 ε◦∫
ε

dy√
y2 − ε2

+
1

2

(ε◦)2∫
ε2

$(
√
s)ds√

s− ε2

 =

=
1

λ+

ln
1

ε
+ ln

(
ε◦ +

√
(ε◦)2 − ε2

)
+

1

2

((ε◦)2)∫
0

$(
√
s)ds√
s

+

+
1

λ+

−1

2

ε2∫
0

$(
√
s)ds√
s

+
1

2

(ε◦)2∫
ε2

$
(√
s
) [ 1√

s− ε2
− 1√

s

]
ds

 .
Скориставшись оцiнками

ln(2ε◦)− ε2

(ε◦)2
≤ ln

(
ε◦ +

√
(ε◦)2 − ε2

)
≤ ln(2ε◦),

1

2

ε2∫
0

|$(
√
s)| ds√
s

≤ ε
2λ+M3

3
(
λ◦+
)3 ,

1

2

(ε◦)2∫
ε2

∣∣$ (√s)∣∣ [ 1√
s− ε2

− 1√
s

]
ds ≤ ε

2λ+M3

3
(
λ◦+
)3 ,

припущенням (H7) та рiвнiстю
∫ (ε◦)2

0

$(
√
s)ds√
s

=

∫ u∗

u◦

λ+

√
2 (E∗ −Π(s))−Π′(s)

E∗ −Π(s)
ds (з на-

ведених вище оцiнок випливає збiжнiсть цього iнтеграла), отримаємо твердження леми,
якщо визначимо

Θ+ =
1

2λ+
ln 4∆ +

u◦∫
0

ds√
2(E∗ −Π(s))

+
1

2λ+

u∗∫
u◦

λ+

√
2 (E∗ −Π(s))−Π′(s)

E∗ −Π(s)
ds.

Зауважимо, що Θ± насправдi вiд u◦ не залежить, а отриманий для нього вираз коректно
визначений для всiх u◦ ∈ [0, u∗]. Залишилося спрямувати u◦ до нуля.

Лему 1 доведено.
Простим наслiдком леми 1 є таке твердження.
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Лема 2. Для всiх E ∈ [E◦, E∗) перiод T (E) задовольняє нерiвнiсть∣∣∣∣T (E)− 1

λ
ln

1

E∗ − E
−Θ

∣∣∣∣ ≤ C
√
E∗ − E,

де λ := λ+λ−/ (λ+ + λ−), Θ := 2(Θ+ + Θ−), C := 2 (C+ + C−) .

Взявши до уваги рiвнiсть 2 [T+(Eω) + T−(Eω)] = T (Eω) = 2π/ω, на пiдставi леми 2
отримаємо нерiвностi

2π

ω
−Θ− C

√
E∗ − Eω ≤

1

λ
ln

1

E∗ − Eω
≤ 2π

ω
−Θ + C

√
E∗ − Eω

для кожного ω ∈ (0, ω◦], якi доводять такi твердження.

Лема 3. Для кожного ω ∈ (0, ω◦] справджується рiвнiсть

T+(Eω) =
πλ

λ+ω
+ Ξ + χω,

де Ξ :=
λ+Θ+ − λ−Θ−

λ+ + λ−
i |χω| ≤

[
C+ +

λC

2λ+

]√
E∗ − Eω.

Лема 4. Нехай α ∈ (0, 1). Тодi для кожного ω ∈ (0, ωα] справджуються нерiвностi

exp

[
−2πλ

ω
+ λ

(
Θ− C

√
α∆
)]
≤ E∗ − Eω ≤ exp

[
−2πλ

ω
+ λ

(
Θ + C

√
α∆
)]
.

Зауважимо, що лема 3 в розглядуваному випадку дає змогу уточнити зображення для
T+(Ep/q), одержане в [4, 5].

Лема 5. Нехай α ∈ (0, 1) i E1 ≥ E2 ≥ Eα. Тодi

T (E1)− T (E2) ≤ 1

λ

[
ln

2(E∗ − E2)

E∗ − E1
+ c
√
α∆

]
,

де c :=
8M3

3 min
{
λ3
±
} .

Доведення. Поклавши εk =

√
2(E∗ − Ek)

λ+
, k = 1, 2, на основi тих самих мiркувань, що

й при доведеннi леми 1, будемо мати

T+(E1)− T+(E2) ≤
u+0 (E1)∫
u+0 (E2)

ds√
2(E1 −Π(s))

=
1

λ+

 ε2∫
ε1

dy√
y2 − ε2

1

+
1

2

ε22∫
ε21

$ (
√
s) ds√

s− ε2
1

 ≤

≤ 1

λ+

[
ln

1

ε1
+ ln(2ε2) +

2M3

√
2α∆

3
(
λ◦+
)3

]
≤

≤ 1

λ+

[
1

2
ln

2(E∗ − E2)

E∗ − E1
+

2M3

√
2α∆

3
(
λ◦+
)3

]
.
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Аналогiчну нерiвнiсть, iз замiною iндексiв + на−, задовольняє рiзниця T−(E1)−T−(E2).
Лему 5 доведено.
Для заданого β ∈ (0, 1) розглянемо рiвняння вiдносно α ∈ (0, 1) вигляду

α

(1− α)3/2
=

β

λT (E◦)
.

Воно має єдиний корiнь α = α◦(β), який допускає зображення α◦(β) ∼ β/ (λT (E◦)) при
β ↘ 0, причому лiва частина рiвняння не перевищує праву при α ∈ (0, α◦(β)].

Лема 6. Нехай β ∈ (0, 1). Якщо α задовольняє умову

0 < α ≤ α◦(β), (38)

то справджуються нерiвностi

cT (α, β)

E∗ − E
≤ T ′(E) ≤ CT (α)

E∗ − E
∀E ∈ (Eα, E∗) ,

де cT (α, β) :=
(1− β)

√
1− α

2λ
, CT (α) :=

2

λ

(
1 +

α√
1− α

)
.

Доведення. Оцiнимо T ′+(E) при E ∈ (Eα, E∗). Використовуючи позначення (37), за-
писуємо T+(E) у виглядi

T+(E) =

u◦∫
0

ds√
2(E −Π(s))

+

u∫
u◦

ds√
2(E −Π(s))

.

Для похiдної першого доданка маємо

− T+(E◦)

2(1− α)∆
≤ −

u◦∫
0

ds

[2(E −Π(s))]3/2
≤ − u◦

(2E∗)3/2
< 0.

У другому iнтегралi виконаємо замiну y = E −Π(s) :

u∫
u◦

ds√
2(E −Π(s))

=

E−E◦∫
0

dy
√

2yΠ′(u+
0 (E − y))

.

Тодi похiдна другого iнтеграла набирає виляду

1√
2(E − E◦)Π′ (u◦)

+

E−E◦∫
0

∣∣Π′′(u+
0 (E − y))

∣∣
√

2y
[
Π′(u+

0 (E − y))
]2 du+

0 (E − y)

dE
dy =

=
1√

2(E − E◦)Π′ (u◦)
+

E−E◦∫
0

∣∣Π′′(u+
0 (E − y))

∣∣
√

2y
[
Π′(u+

0 (E − y))
]3 dy.
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З урахуванням (20) та (24) дiстаємо(
λ◦+
)2

Λ◦+

√
2(E∗ − E + y) ≤ Π′

(
u+

0 (E − y)
)
≤

≤
(
Λ◦+
)2 (

u∗+ − u+
0 (E − y)

)
≤
(
Λ◦+
)2

λ◦+

√
2(E∗ − E + y). (39)

Оскiльки при E ∈ (Eα, E∗)

2
√

1− α
E∗ − E

≤
E−E◦∫

0

dy√
y · (E∗ − E + y)3

≤ 2

E∗ − E
,

то
√

1− α
(
λ◦+
)5

2
(
Λ◦+
)6

(E∗ − E)
≤

E−E◦∫
0

∣∣Π′′(u+
0 (E − y))

∣∣
√

2y
[
Π′(u+

0 (E − y))
]3 dy ≤

(
Λ◦+
)5

2
(
λ◦+
)6

(E∗ − E)
.

Отже, при E ∈ (E◦, E∗), враховуючи (39) при E = E◦, y = 0, маємо

1

E∗ − E

[√
1− α

(
λ◦+
)5

2
(
Λ◦+
)6 − αT+(E◦)

2(1− α)

]
< T ′+(E) <

1

E∗ − E

[ (
Λ◦+
)5

2
(
λ◦+
)6 +

αΛ◦+
2
√

1− α(λ◦+)2

]
.

Функцiя T ′−(E) оцiнюється аналогiчно, i вiдтак з огляду на рiвнiсть T (E) = 2[T+(E) +
+T−(E)] та з урахуванням припущення (H7) твердження леми стає очевидним.

Лему 6 доведено.

Лема 7. Нехай виконується умова (38), числа β ∈ (0, 1), ξ > 0 та ω > 0 задовольня-
ють нерiвностi

2πλξ ≥ c
√
α∆ + ln [2/(1− β)] , (40)

ω ≤ min

{
β

ξ
,

ωα

1 + ξωα

}
= min

{
β

ξ
,

2π

T (Eα) + 2πξ

}
, (41)

де ωα визначено в (17), c — стала з леми 5. Покладемо δω :=
β

ω
(E∗ − Eω) .

Тодi [Iω − δω, Iω + δω] ⊂ [Iα, I∗) i на вiдрiзку [Iω − δω, Iω + δω] справджуються нерiвнос-
тi

(1− β)(E∗ − Eω) ≤ E∗ −H(I) ≤ E∗ − Eω
1− β

,
2π(1− β)

ω
≤ T (H(I)) ≤ 2π(1 + β)

ω
. (42)

Доведення. Покладаючи ω′ := ω/(1− ξω), з огляду на (41) маємо нерiвностi ω < ω′ ≤
≤ ωα.Вiдтак коректно визначено значення Iω′ ≥ Iωα = Iα. Зауважимо, що для довiльних
ω1, ω2 ∈ [0, ωα], ω1 ≤ ω2, справджуються нерiвностi

ω1 (Iω1 − Iω2) ≤ Eω1 − Eω2 ≤ ω2 (Iω1 − Iω2) .
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Тому Iω − Iω′ ≥ (Eω − Eω′) /ω′. Для того щоб оцiнити знизу Eω − Eω′ , застосуємо лему 5.
Згiдно з нею отримуємо

2πξ = T (Eω)− T (Eω′) ≤
1

λ

[
ln

2(E∗ − Eω′)
E∗ − Eω

+ c
√
α∆

]

(тут c = c(∆)), звiдки E∗−Eω′ ≥ e2πλξ−c
√
α∆(E∗ − Eω) /2, а отже, з урахуванням (40), (41)

Iω − Iω′ ≥ (Eω − Eω′)
/
ω′ ≥ (1− β)

[
e2πλξ−c

√
α∆
/

2− 1
]

(E∗ − Eω) /ω ≥ δω.

Таким чином, Iω−δω ≥ Iω′ ≥ Iωα . Тепер, поклавши ω′′ := ω/(1 + ξω), покажемо, що Iω′′ ≥
Iω + δω. Оскiльки 2πξ = T (Eω′′) − T (Eω), то подiбно до викладеного вище одержуємо
нерiвностi E∗ − Eω′′ ≤ 2ec

√
α∆−2πλξ i

Iω′′ − Iω ≥ (Eω′′ − Eω′) /ω ≥
[
1− 2ec

√
α∆−2πλξ

]
(E∗ − Eω) /ω ≥ δω.

Таким чином, доведено, що [Iω − δω, Iω + δω] ⊂ [Iω′ , Iω′′ ] ⊂ [Iωα , I
∗) . З урахуванням

цього факту для всiх I ∈ [Iω − δω, Iω + δω] отримуємо нерiвностi

E∗ −H(I) ≤ E∗ −H(Iω − δω) ≤ E∗ − Eω +H ′(Iω − δω)δω ≤

≤ E∗ − Eω + ω′δω =
(
1 + ω′β

/
ω
)

(E∗ − Eω) ≤ E∗ − Eω
1− β

,

E∗ −H(I) ≥ E∗ −H(Iω + δω) = E∗ − Eω + [H(Iω)−H(Iω + δω)] ≥ (1− β) (E∗ − Eω)

i, нарештi,

2π(1− β)/ω ≤ 2π
/
ω′ = T (Eω′) ≤ T (H(I)) ≤ T (Eω′′) = 2π

/
ω′′ ≤ 2π(1 + β)/ω.

Лему 7 доведено.
Тепер оцiнимо похiднi функцiй u(I, ϕ), v(I, ϕ) на множинi [Iα, I∗)× [0, 2π].

Лема 8. Нехай α задовольняє умову (38). Покладемо

cu(α, β) := max


√

2
(

1 + λΘ
√
α∆ + λCα∆

)
(1− β)

√
1− α

[√
αT±(E◦)√

1− α
+

2

λ±

]
+ u±0 (E◦)

 ,

cv(α, β) := cu(α, β)M2 +M1 +

√
2λα∆

(1− β)
√

(1− α)E◦
.

Тодi при всiх I ∈ [Iα, I∗), ϕ ∈ [0, 2π] справджуються нерiвностi

∣∣u′ϕ∣∣ ≤ √2E∗T (E)

2π
,
∣∣v′ϕ∣∣ ≤ M1T (E)

2π
,
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∣∣u′I ∣∣ ≤ 2πcu(α, β)T ′(E)

T 2(E)
,
∣∣v′I ∣∣ ≤ 2πcv(α, β)T ′(E)

T (E)
,

∣∣u′′ϕϕ∣∣ ≤ M1T
2(E)

4π2
,
∣∣v′′ϕϕ∣∣ ≤ M2

√
2E∗T 2(E)

4π2
,

∣∣u′′ϕI ∣∣ ≤
[√

2E∗

T (Eα)
+ cv(α, β)

]
T ′(E),

∣∣v′′ϕI ∣∣ ≤ (cu(α, β)M2 +M1)T ′(E)

T (E)
,

в яких слiд покласти E = H(I).

Доведення. Покажемо, як одержати оцiнки похiдних в областi, де v(I, ϕ) ≥ 0. Випа-
док, коли v(I, ϕ) < 0, розглядається аналогiчно. Покладемо задля скорочення записiв

u = u(I, ϕ), v =
√

2(E −Π(u(I, ϕ))), E = H(I).

Оскiльки u̇ = v, İ = 0, ϕ̇ = H ′(I), то

u′ϕ = v/H ′(I), (43)

звiдки вiдразу дiстаємо нерiвнiсть
∣∣u′ϕ∣∣ ≤ √2E∗T (E)/(2π). Використовуючи рiвнiсть

H ′(I)

u(I,ϕ)∫
0

ds√
2(E −Π(s))

= ϕ,

маємо

u′I = vH ′(I)

u∫
0

ds

[2(E −Π(s))]3/2
− vH ′′(I)

H ′(I)

u∫
0

ds√
2(E −Π(s))

.

Якщо u ∈ (0, u◦) , то

v

u∫
0

ds

[2(E −Π(s))]3/2
≤ 1

v

u◦∫
0

ds√
2(E◦ −Π(s))

≤ T+(E◦)√
2(1− α)∆

.

Якщо ж u ∈
[
u◦, u+

0 (E)
)
, то з урахуванням (20) iнтеграл у лiвiй частинi не перевищує

T+(E◦)√
2(1− α)∆

+
Λ◦+(
λ◦+
)2 v√

2 (E∗ − E)

E−E◦∫
E−Π(u)

dy

(2y)3/2
≤ T+(E◦)√

2(1− α)∆
+

Λ◦+(
λ◦+
)2√

2 (E∗ − E)
.

Крiм того, очевидно, що
v |H ′′(I)|
H ′(I)

u∫
0

ds√
2(E −Π(s))

≤ T ′(E)u+
0 (E∗)

T 2(E)
. Випадок u ∈

∈
(
u−0 (E), 0

)
розглядається аналогiчно. Отже, з урахуванням нерiвностi

T (E)

T ′(E)
≤

√
E∗ − E

(
1/λ+ Θ

√
α∆ + Cα∆

)
cT (α, β)
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отримуємо

∣∣u′I ∣∣ ≤ 2π

T (E)
max

{
T±(E◦)√
2(1− α)∆

+
Λ◦±(

λ◦±
)2√

2 (E∗ − E)
+
T ′(E)u±0 (E∗)

T (E)

}
≤ 2πcu(α, β)T ′(E)

T 2(E)
.

Оскiльки v(I, 0) =
√

2H(I) i v′ϕ(I, ϕ)H ′(I) = −Π′(u(I, ϕ)), то

v(I, ϕ) = −
ϕ∫

0

Π′(u(I, s))

H ′(I)
ds+

√
2H(I).

Звiдси ∣∣v′ϕ∣∣ ≤ M1

H ′(I)
=
M1T (E)

2π
,

∣∣v′I ∣∣ ≤ 2π

[
M2

H ′(I)
max

ϕ∈[0,2π]

∣∣u′I ∣∣+
M1H

′′(I)

(H ′(I))2

]
+

H ′(I)√
2H(I)

≤

≤ 2π [M2cu +M1]
T ′(E)

T (E)
+

2π

T (E)
√

2E◦
≤ 2πcv(α, β)T ′(E)

T (E)
.

Нарештi, використовуючи рiвнiсть (43) та нерiвнiсть T (E) ≥ T (Eα), одержуємо

∣∣u′′ϕϕ∣∣ ≤
∣∣v′ϕ∣∣
H ′
≤ M1T

2(E)

4π2
,
∣∣v′′ϕϕ∣∣ ≤ M2

∣∣u′ϕ∣∣
H ′(I)

≤ M2

√
2E∗T 2(E)

4π2
,

∣∣u′′Iϕ∣∣ ≤ |v| |H ′′(I)|
[H ′(I)]2

+
|v′I |
|H ′(I)|

≤
√

2E∗T ′(E)

T (E)
+
|v′I |T (E)

2π
≤

[√
2E∗

T (Eα)
+ cv(α, β)

]
T ′(E),

∣∣v′′Iϕ∣∣ ≤ M2 |u′I |
|H ′(I)|

+
M1 |H ′′(I)|

[H ′(I)]2
≤
M2 |u′I |T (E)

2π
+
M1T

′(E)

T (E)
≤ (cu(α, β)M2 +M1)T ′(E)

T (E)
.

Лему 8 доведено.
Насамкiнець оцiнимо в областi [0, 2π] × [Iω − δω, Iω + δω] × [0, 2π] функцiї (30) та їхнi

частиннi похiднi, якi фiгурують у (7). На основi леми 8 та з урахуванням припущення (H9)
отримуємо нерiвностi

|Y | ≤ c1T (E), |Ψ| ≤ c2(α, β)T ′(E)
/
T (E),

∣∣Y ′I ∣∣ ≤ c3(α, β)T ′(E),
∣∣Y ′ϕ∣∣ ≤ c4T

2(E), (44)

де E = H(I) i

c1 :=

√
2E∗ +M1

2π
, c2(α, β) := 2π

(
cu(α, β)

T (Eα)
+ cv(α, β)

)
,

c3(α, β) :=
cu(α, β)

(√
2E∗ +M1 +M2

)
+
√

2E∗ +M1

T (Eα)
+ cv(α, β)(1 +

√
2E∗ +M1),
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c4 :=

(√
2E∗ +M1

)2
+M1 +M2

√
2E∗

4π2
.

Зауваження 1. Функцiї cu(α, β) та cv(α, β) монотонно зростають по кожному аргу-
менту, мають скiнченнi границi c∗u := max

{
2
/
λ± + u◦±

}
, c∗v := c∗uM1 + M2 при α ↘

↘ 0, β ↘ 0. Функцiї c2(α, β), c3(α, β) також мають скiнченнi границi c∗2 := 2πc∗v, c
∗
3 :=

:= c∗v

(
1 +
√

2E∗ +M1

)
при α ↘ 0, β ↘ 0.

7. Висновки. В роботi дослiджено задачу про збереження (q/p)-ультрасубгармонiк дво-
вимiрної автономної гамiльтонової системи механiчного типу з гетероклiнiчним конту-
ром, яка пiдлягає впливу 2π-перiодичного в часi збурення. При розв’язаннi зазначеної за-
дачi класичним методом Пуанкаре доводиться перевiряти умову iснування простих нулiв
ультрасубгармонiчної функцiї Пуанкаре або, що те саме, ультрасубгармонiчної функцiї
МельниковаMq/p(θ), а при достатньо великих q — умову iснування простих нулiв частко-
вих границь послiдовностi {Mq/p(θ)}q∈N.

У данiй роботi встановлено ефективну оцiнку апроксимацiї ультрасубгармонiчної
функцiї Пуанкаре деякою лiнiйною комбiнацiєю p-фiльтрацiй гетероклiнiчних функцiй
Мельникова. Це дало змогу виразити достатнi умови iснування збурених ультрасубгар-
монiк при фiксованому натуральному p через певнi характеристики p-фiльтрацiй гете-
роклiнiчних функцiй Мельникова i, як наслiдок, отримати такi достатнi умови, якi є рiв-
номiрними щодо натуральних взаємно простих з p чисел q з деякого промiжку довжини
O(| lnµ|).При цьому вдалося уникнути необхiдностi перевiрки умови простоти нулiв част-
кових границь послiдовностi {Mq/p(θ)}q∈N, замiнивши її умовою знакозмiнностi згаданої
вище лiнiйної комбiнацiї p-фiльтрацiй гетероклiнiчних функцiй Мельникова, яка апрок-
симує функцiю Пуанкаре. На основi такого пiдходу в данiй роботi для випадку нерозклад-
ного на простi множники фiксованого числа p встановлено, що за додаткових природних
обмежень на функцiю потенцiальної енергiї кiлькiсть збурених (q/p)-ультрасубгармонiк
зростає з прямуванням µ до нуля не повiльнiше, нiж ς ln2 µ, де ς — деякий числовий коефi-
цiєнт.

Отриманi результати можна поширити на системи загальнiшого вигляду та застосува-
ти до конкретних математичних моделей, що описуються системами з пiвтора ступенями
вiльностi, близькими до гамiльтонових.
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