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ПЕРМАНЕНТНIСТЬ ТА ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ
В МОДЕЛЯХ IЗ ВIКОВОЮ СТРУКТУРОЮ,
ЗАПIЗНЕННЯМ ТА IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ

Ю. М. Мисло, В. I. Ткаченко

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ, вул. Терещенкiвська, 3

We obtain sufficient conditions for the permanence and existence of asymptotically stable periodic soluti-
on in single species model with stage structure and impulsive action and in system of delay impulsive
differential equations modeling dynamics of two biological species with stage structure.

Получены условия перманентности и существования асимптотически устойчивого периоди-
ческого решения в модели эволюции биологического вида с вековой структурой, запаздыванием
и импульсным воздействием, а также в системе уравнений с запаздыванием и импульсным воз-
действием, моделирующей динамику двух конкурирующих видов с вековой структурой.

Вступ. Математична модель еволюцiї бiологiчного виду з вiковою структурою була за-
пропонована В. Г. Аiелло та Х. I. Фрiдманом у 1990 р. [1] i має вигляд

ẋi(t) = α(t)xm(t)− δ(t)xi(t)− α(t− h)e−
∫ t
t−h δ(s)dsxm(t− h), (1)

ẋm(t) = α(t− h)e−
∫ t
t−h δ(s)dsxm(t− h)− β(t)xm(t)− γ(t)x2

m(t), (2)

де xi(t) — щiльнiсть незрiлих особин бiологiчної популяцiї (тобто кiлькiсть особин, що
припадає на одиницю площi), xm(t) — щiльнiсть зрiлих особин бiологiчної популяцiї в
момент часу t. Функцiї α(t) та δ(t) задають коефiцiєнти народжуваностi та смертностi
незрiлих особин, вираз −β(t)xm(t) − γ(t)x2

m(t) задає смертнiсть зрiлих особин, h — час
дозрiвання. Вираз

α(t− h)e−
∫ t
t−h δ(s)dsxm(t− h)

визначає число особин, якi народилися в момент часу (t − h), вижили i в момент часу t
стали дорослими.

Пiсля появи роботи [1] рiзного виду моделi з вiковою структурою дослiджувались у
багатьох роботах [2 – 8].

У данiй роботi ми дослiдимо модель з вiковою структурою (1), (2) та iмпульсною дiєю

xm(tk + 0) = (1 + dk)xm(tk) (3)

у моменти часу tk, k ∈ Z. Формули (3) моделюють короткотривалi зовнiшнi впливи на
бiологiчну систему.

У другiй частинi роботи розглянемо систему рiвнянь з iмпульсною дiєю та запiзнен-
ням, яка моделює динамiку двох конкуруючих бiологiчних видiв iз вiковою структурою.
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Перманентнiсть та перiодичнi розв’язки системи. Розглянемо систему рiвнянь (1), (2)
з iмпульсною дiєю (3).

Будемо припускати, що виконуються наступнi умови:
C1) функцiї α(t), β(t), γ(t) i δ(t) кусково-неперервнi, T -перiодичнi та додатнозначнi,

h — додатна стала;
C2) послiдовнiсть точок iмпульсної дiї {tk}k∈Z строго зростаюча i задовольняє умову

перiодичностi tk+p − tk = T, k ∈ Z, з деяким натуральним числом p;
C3) dk+p = dk, dk ∈ (−1, d], для всiх k ∈ Z, d > 0.
Позначимо aL = inft∈R a(t), aM = supt∈R a(t). Вважаємо, що розв’язки системи непе-

рервнi злiва.
Виходячи з бiологiчної iнтерпретацiї будемо розглядати розв’язки системи (1) – (3),

якi набувають невiд’ємних значень. Тому початковi умови розв’язкiв задаються так:

xi(0) = ϕi > 0, (4)

xm(θ) = ψm(θ) ≥ 0, θ ∈ [−h, 0], ψm(0) > 0. (5)

Означення 1. Система рiвнянь (1) – (3) називається перманентною, якщо iснують
додатнi сталim0 iM0 такi, що для кожного розв’язку (xi(t), xm(t)) з додатними почат-
ковими значеннями (4), (5) виконується

lim inf
t→+∞

xi(t) ≥ m0, lim sup
t→+∞

xi(t) ≤ M0,

lim inf
t→+∞

xm(t) ≥ m0, lim sup
t→+∞

xm(t) ≤ M0.

Означимо число σ =
1

T

∑
0≤tk<T ln(1 + dk). Тодi функцiя ω(t) =

∏
0≤tk<t(1 + dk)e

−σt є

додатнозначною i T -перiодичною.

Теорема 1. Нехай виконується нерiвнiсть

inf
t

σ − β(t) + α(t− h)eσh−
∫ t
t−h δ(s)ds

∏
t−h≤tk<t

(1 + dk)
−1

 > 0. (6)

Тодi система (1) – (3) перманентна.
Якщо додатково виконується нерiвнiсть

sup
t
S(t) < 2 inf

t
S(t), (7)

де

S(t) =

σ − β(t) + α(t− h)eσh−
∫ t
t−h δ(s)ds

∏
t−h≤tk<t

(1 + dk)
−1

γ(t)
∏

0≤tk<t
(1 + dk)eσt

,
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то система (1) – (3) має єдиний додатнозначний T -перiодичний розв’язок.

Доведення. 1. Доведемо додатну iнварiантнiсть системи (1) – (3). Позначимо через
xm (t, ϕ) розв’язок з початковою функцiєю ϕ. Спочатку доведемо, що xm(t, ϕ) > 0, t > 0,
якщо ϕ(θ) ≥ 0, θ ∈ [−h, 0], ϕ(0) > 0. Дiйсно, при t ∈ [0, h] рiвняння (2), (3) набувають
вигляду

ẋm(t) = α(t− h)e−
∫ t
t−h δ(s)dsϕ(t− h)− β(t)xm(t)− γ(t)x2

m(t), (8)

xm(tk + 0) = (1 + dk)xm(tk). (9)

Розв’язок рiвнянь (8), (9) з початковою умовою xm(0) = ϕ(0) > 0 оцiнюється знизу
розв’язком рiвняння

u̇(t) = −β(t)u(t)− γ(t)u2(t), t 6= tk,

u(tk + 0) = (1 + dk)u(tk).

Розв’язок останнього рiвняння є строго додатним при t ∈ (0, h], оскiльки ϕ(0) > 0 i (1 +
+dk) > 0. Аналогiчно, розглядаючи рiвняння на iнтервалах [h, 2h], [2h, 3h] i т. д., показує-
мо додатнiсть розв’язку при всiх t > 0.

Для доведення додатностi розв’язкiв xi(t) скористаємося наступними мiркуваннями. В
момент часу s з’являється α(s) xm(s) незрiлих iндивидiв. Враховуючи коефiцiєнт смерт-
ностi δ(s), з початкової кiлькостiα(s) xm(s) у момент часу t залишитьсяα(s)xm(s)e−

∫ t
s δ(ξ)dξ

iндивидiв. За припущенням t− s ≤ h, тому

xi(t) =

t∫
t−h

α(s)xm(s)e−
∫ t
s δ(ξ)dξ ds. (10)

Оскiльки xm(s) > 0, з останньої рiвностi випливає додатнiсть популяцiї xi(t).
Виконавши у рiвняннях (2), (3) замiну змiнних

xm(t) = ω(t)v(t) =
∏

0≤tk<t
(1 + dk)e

−σtv(t), (11)

отримуємо рiвняння без iмпульсiв

v̇(t) = A(t)v(t− h)−B(t)v(t)− C(t)v2(t), (12)

де

A(t) =
∏

t−h≤tk<t
(1 + dk)

−1α(t− h) exp

σh− t∫
t−h

δ(s)ds

 ,

B(t) = β(t)− σ, C(t) =
∏

0≤tk<t
(1 + dk)e

−σtγ(t).
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Розв’язки рiвняння (12) неперервнi з неперервними злiва похiдними.
Виберемо M0 > 0 i Γ > 1 так, що

B(t) + C(t)M0

A(t)
≥ Γ

для всiх t ≥ 0.

2. Покажемо, що розв’язки рiвняння (12) є фiнально рiвномiрно обмеженими, а са-
ме, lim supt→∞ v(t, ϕ) ≤ M0 для всiх невiд’ємних початкових функцiй ϕ. Припустимо вiд
супротивного, що для деякого ϕ виконується lim supt→∞ v(t, ϕ) = M1 > M0.

Якщо розв’язок монотонний, то limt→∞ v(t, ϕ) < ∞. Дiйсно, якщо v(t, ϕ) → ∞, то з
(12) випливає, що починаючи з деякого моменту часу v′(t, ϕ) < 0, що суперечить при-
пущенню v(t, ϕ) → ∞. Отже, iснує A0 = limt→∞ v(t, ϕ). При цьому limt→∞ v

′(t, ϕ) = 0
(iнакше v(t, ϕ) → ±∞, що неможливо). Тому

lim
t→∞

(A(t)A0 −B(t)A0 − C(t)A2
0) = 0

i A0 = 0, або A0 = (A(t) − B(t))/C(t). При виконаннi (6) рiвнiсть A0 = 0 неможлива,
тому (A(t)−B(t))/C(t) = const > 0 для всiх t ∈ R.У цьому випадку рiвняння має додатну
асимптотично стiйку нерухому точку x(t) = A0 [9].

Якщо розв’язок немонотонний, то iснує послiдовнiсть ξk → ∞ така, що v(ξk, ϕ) > M0,
v̇(ξk, ϕ) = 0, якщо ξk не збiгається з точками iмпульсної дiї, i v̇(ξk, ϕ) ≥ 0, якщо ξk = tj
для деякого j. Тому

v(ξk − h, ϕ) ≥ B(ξk)v(ξk, ϕ) + C(ξk)v
2(ξk, ϕ)

A(ξk)
≥ ΓM0.

Якщо v̇(ξk − h, ϕ) ≥ 0, то з (12) отримуємо

v(ξk − 2h, ϕ) ≥ B(ξk − h)v(ξk − h, ϕ) + C(ξk − h)v2(ξk − h, ϕ)

A(ξk − h)
≥ Γ2M0.

Якщо v̇(ξk − h, ϕ) < 0, то вибираємо першу злiва вiд ξk − h точку ζ1, де v̇(ζ1, ϕ) ≥ 0. За
побудовою v(ζ1, ϕ) > v(ξk − h, ϕ) ≥ ΓM0. Аналогiчно до попереднього v(ζ1 − h, ϕ) ≥
≥ Γ2M0. Продовжуючи, отримуємо послiдовнiсть точок ζm таку, що v(ζm, ϕ) ≥ ΓmM0.

Нехай ϕM = supθ∈[−h,0] ϕ(θ). Виберемо k0 так, що Γk0M0 > ϕM . Тодi v(ζk, ϕ) > ϕM

при k ≥ k0.Вибираючи k̄ ≥ k0 так, щоб точка ζk̄ належала [−h, 0], приходимо до супереч-
ностi. З нескiнченностi послiдовностi ξk випливає, що таке k̄ завжди iснує.

Оскiльки Γ > 1 довiльне, в якостi M0 можна вибрати число M0 = supt
A(t)−B(t)

C(t)
.

3. Доведемо, що при виконаннi (6) iснує m0 > 0 таке, що

lim inf
t→∞

v(t, ϕ) ≥ m0 (13)

для всiх початкових функцiй ϕ(θ) ≥ 0, θ ∈ [−h, 0], ϕ(0) > 0.
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Припустимо, що (13) не виконується. Тодi для кожного ε > 0 iснує розв’язок v(t, ϕ)
такий, що lim inft→∞ v(t, ϕ) < ε. Iснує послiдовнiсть точок {τk} така, що v(τk, ϕ) < ε i
v′(τk, ϕ) = 0, якщо τk не збiгається з точками iмпульсної дiї, i v′(τk − 0, ϕ) ≤ 0, якщо
τk = tj для деякого j. Звiдси випливає, що

A(τn)v(τn − h)−B(τn)v(τn)− C(τn)v2(τn) ≤ 0,

тому

v(τn − h) ≤ B(τn) + C(τn)v(τn)

A(τn)
v(τn).

Оскiльки v(τn) < ε, з умови

B(t) + C(t)ε

A(t)
≤ γ < 1, t ≥ 0,

випливає v(τn − h) < γε (враховуючи (6), вибираємо γ так, щоб γA(t) − B(t) > 0 для
всiх t).

Якщо v′(τn − h) ≤ 0, то

v(τn − 2h) ≤ B(τn − h) + C(τn − h)v(τn − h)

A(τn − h)
γε ≤ γ2ε.

Якщо v′(τn − h) > 0, то вибираємо першу злiва вiд τn − h точку θ1, де v′(θ1, ϕ) ≤ 0.

Продовжуючи аналогiчно, отримуємо послiдовнiсть точок θk таку, що v(θk, ϕ) ≤ γkε.
Нехай ϕL = infθ∈[−h,0] ϕ(θ) > 0. Виберемо k1 так, що γk1ε < ϕL. Вибираючи досить
велике τn за початкове з нескiнченної послiдовностi {τn}, переконуємося, що iснує θk ∈
∈ [−h, 0] таке, що v(θk, ϕ) ≤ γkε < ϕL. Суперечнiсть. Якщо початкова функцiя ϕ(θ) не
вiдокремлена вiд нуля, то в якостi початкової функцiї розглядаємо розв’язок v(t, ϕ), t ∈
∈ [0, h]. За першою частиною доведення теореми вiн строго додатний i infθ∈[0,h] v(θ, ϕ)> 0.

Отже, в якостi m0 можна вибрати число m0 = inft
A(t)−B(t)

C(t)
. При виконаннi умови

(6) рiвняння (2), (3) перманентнi. При обмеженому i вiдокремленому вiд нуля розв’язку
xm(t) за формулою (10) легко отримати перманентнiсть розв’язку xi(t).

4. Доведемо iснування та єдинiсть перiодичного розв’язку рiвняння (12) при виконаннi
нерiвностi (7). Розглянемо два розв’язки x(t) i y(t) такi, що x(t) ≥ m0 − %, y(t) ≥ m0 − %
для t ≥ 0 з деяким малим % > 0. Їх рiзниця w(t) = x(t)−y(t) задовольняє лiнiйне рiвняння

d

dt
w(t) = A(t)w(t− h)− w(t) (B(t) + C(t)(x(t) + y(t))) . (14)

За теоремою Разумiхiна [10, с. 154] рiвняння (14) є рiвномiрно асимптотично стiйким,
якщо

A(t) ≤ γ1 (B(t) + C(t)(x(t) + y(t))) , t ∈ R,

з довiльною сталою γ1 < 1.
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Оскiльки x(t) + y(t) ≥ 2(m0 − δ), то достатня умова для асимптотичної стiйкостi рiв-
няння (14) має вигляд

sup
t

A(t)−B(t)

C(t)
≤ 2 inf

t

A(t)−B(t)

C(t)
. (15)

Аналiзуючи доведення теореми Разумiхiна [10, с. 153], можна зробити висновок, що рiвнян-
ня (14) є асимптотично стiйким рiвномiрно для всiх функцiй x(t) i y(t), якi задовольняють
оцiнки x(t), y(t) ∈ [m0,M0] для всiх t ≥ 0. А це й означає рiвномiрну асимптотичну стiй-
кiсть розв’язкiв рiвняння (12), якi набувають значень в iнтервалi [m0,M0]. З рiвномiрної
асимптотичної стiйкостi випливає, що для ε > 0 iснує t̄ = t̄(ε) таке, що для всiх розв’язкiв
v(t, ϕ1), v(t, ϕ2) рiвняння (12) з початковими функцiями m0 ≤ ϕi(θ) ≤ M0, θ ∈ [t0 − h, t0],
i = 1, 2, виконується

|v(t, ϕ1)− v(t, ϕ2)| < ε, t ≥ t0 + t̄(ε).

Отже, множина неперервних функцiй

P = {ϕ(θ) : m0 ≤ ϕi(θ) ≤ M0, θ ∈ [−h, 0]}

пiд дiєю вiдображення ϕ → vkT (ϕ), vkT (ϕ) = {v(kT + θ, ϕ) : −h ≤ θ ≤ 0} з деяким
натуральним k переходить у себе, i це вiдображення є вiдображенням стиску. Тому iснує
kT -перiодичний розв’язок v̄(t) рiвняння (12). Оскiльки v̄(t+ T ) також розв’язок T -перiо-
дичного рiвняння (12) i v̄(t + T ) − v̄(t) → 0, t → ∞, то v̄(t) є єдиним T -перiодичним
розв’язком рiвняння (12).

Вiдповiдно рiвняння (2), (3) мають єдиний додатнозначний перiодичний розв’язок
x̄m(t) = ω(t)v̄(t). Iснування додатнозначного перiодичного розв’язку рiвняння (1) без-
посередньо випливає з формули (10).

Теорему доведено.

Динамiка двох конкуруючих видiв iз вiковою структурою. Розглянемо систему дифе-
ренцiальних рiвнянь

ẋ1(t) = a1(t)x2(t)− a1(t− h1)e
−

∫ t
t−h1

d1(s)ds
x2(t− h1)− d1(t)x1(t), (16)

ẋ2(t) = a1(t− h1)e
−

∫ t
t−h1

d1(s)ds
x2(t− h1)− b11(t)x2(t)− b12(t)x2

2(t)− c1(t)x2(t)y2(t), (17)

ẏ1(t) = a2(t)y2(t)− a2(t− h2)e
−

∫ t
t−h2

d2(s)ds
y2(t− h2)− d2(t)y1(t), (18)

ẏ2(t) = a2(t− h2)e
−

∫ t
t−h2

d2(s)ds
y2(t− h2)− b21(t)x2(t)− b22(t)y2

2(t)− c2(t)x2(t)y2(t) (19)

при t 6= tk з iмпульсною дiєю

x2(tk + 0) = (1 + dk)x2(tk), y2(tk + 0) = (1 + gk)y2(tk) (20)

у моменти часу tk, k ∈ Z.
Будемо припускати, що виконуються наступнi умови:
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C1) функцiї ai(t), di(t), bij(t), ci(t), i, j = 1, 2, кусково-неперервнi, T -перiодичнi та
додатнозначнi, h1 i h2 — додатнi сталi;

C2) послiдовнiсть точок iмпульсної дiї {tk}k∈Z є строго зростаючою i задовольняє
умову перiодичностi tk+p − tk = T, k ∈ Z, з деяким натуральним числом p;

C3) dk+p = dk, dk ∈ (−1, d], gk+p = gk, gk ∈ (−1, d], для всiх = 1, 2, k ∈ Z, d > 0.

Система рiвнянь (16) – (20) описує еволюцiю двох конкуруючих бiологiчних видiв з
вiковою структурою та iмпульсною дiєю. Тут через x1(t) i x2(t) позначено щiльнiсть не-
зрiлих та зрiлих особин першого виду, через y1(t) i y2(t) — щiльнiсть незрiлих та зрiлих
особин другого виду в момент часу t.

Виходячи з бiологiчної iнтерпретацiї будемо розглядати розв’язки системи (16) – (20),
якi набувають невiд’ємних значень. Тому початковi умови розв’язкiв задаються так:

x1(0) > 0, x2(θ) = ϕ(θ) ≥ 0, θ ∈ [−h1, 0], ϕ(0) > 0, (21)

y1(0) > 0, y2(θ) = ψ(θ) ≥ 0, θ ∈ [−h2, 0], ψ(0) > 0. (22)

Як i ранiше, будемо називати систему рiвнянь (16) – (20) перманентною, якщо iснують
додатнi сталi m0 i M0 такi, що для кожного розв’язку (x1(t), x2(t), y1(t), y2(t)) з додатними
початковими значеннями (21), (22) виконується

lim inf
t→∞

xi(t) ≥ m0, lim sup
t→∞

xi(t) ≤ M0, (23)

lim inf
t→∞

yi(t) ≥ m0, lim sup
t→∞

yi(t) ≤ M0, i = 1, 2. (24)

Введемо позначення

A1(t) = a1(t− h1)
∏

t−h1≤tk<t
(1 + dk)

−1e
σ1h1−

∫ t
t−h1

d1(s)ds
, B1(t) = b11(t)− σ1,

C1 = b12(t)
∏

0≤tk<t
(1 + dk)e

−σ1t, D1(t) = c1(t)
∏

0≤tk<t
(1 + gk)e

−σ2t,

A2(t) = a2(t− h2)
∏

t−h2≤tk<t
(1 + gk)

−1e
σ2h2−

∫ t
t−h2

d2(s)ds
, B2(t) = b21(t)− σ2,

C2 = b22(t)
∏

0≤tk<t
(1 + gk)e

−σ2t, D2(t) = c2(t)
∏

0≤tk<t
(1 + dk)e

−σ1t,

σ1 =
1

T

∑
0≤tk<T

ln(1 + dk), σ2 =
1

T

∑
0≤tk<T

ln(1 + gk),

ω1(t) =
∏

0≤tk<t
(1 + dk)e

−σ1t, ω2(t) =
∏

0≤tk<t
(1 + gk)e

−σ2t.

Внаслiдок перiодичностi системи (16) – (20) функцiї ω1(t) i ω2(t) додатнозначнi i T -перiодичнi.
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Теорема 2. Система (16) – (20) перманентна, якщо

inf
t

A1(t)−B1(t)

D1(t)
> sup

t

A2(t)−B2(t)

C2(t)
, inf

t

A2(t)−B2(t)

D2(t)
> sup

t

A1(t)−B1(t)

C1(t)
. (25)

Доведення. В системi рiвнянь (16) – (19) з iмпульсною дiєю (20) рiвняння (17) i (19) не
залежать вiд iнших. Виконавши у цiй двовимiрнiй системi замiну змiнних x2(t) = ω1(t)u(t),
y2(t) = ω2(t)v(t), отримаємо

u̇(t) = A1(t)u(t− h1)−B1(t)u(t)− C1(t)u2(t)−D1(t)u(t)v(t), (26)

v̇(t) = A2(t)v(t− h2)−B2(t)v(t)− C2(t)v2(t)−D2(t)u(t)v(t). (27)

Як i при доведеннi теореми 1, отримуємо для розв’язкiв u(t) i v(t) з невiд’ємними почат-
ковими умовами оцiнки зверху

lim sup
t→∞

u(t) ≤ M10 = sup
t≥0

A1(t)−B1(t)

C1(t)
,

lim sup
t→∞

v(t) ≤ M20 = sup
t≥0

A2(t)−B2(t)

C2(t)

i знизу

lim inf
t→∞

u(t) ≥ m10 = inf
t≥0

A1(t)−B1(t)−D1(t)M20

C1(t)
,

lim inf
t→∞

v(t) ≥ m20 = inf
t≥0

A2(t)−B2(t)−D2(t)M10

C2(t)
.

Розв’язки x1(t) i y1(t) задовольняють iнтегральнi рiвностi

x1(t) =

t∫
t−h1

a1(s)x2(s)e−
∫ t
s d1(ξ)dξds,

y1(t) =

t∫
t−h2

a2(s)y2(s)e−
∫ t
s d2(ξ)dξds.

З цих рiвностей випливають оцiнки для розв’язкiв x1(t) i y1(t) з невiд’ємними почат-
ковими умовами:

lim sup
t→∞

x1(t) ≤ M10ω
M
1 sup

t≥0

t∫
t−h1

a1(s)e−
∫ t
s d1(ξ)dξ ds,
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lim sup
t→∞

y1(t) ≤ M20ω
M
2 sup

t≥0

t∫
t−h2

a2(s)e−
∫ t
s d2(ξ)dξ ds,

lim inf
t→∞

x1(t) ≥ m10ω
L
1 inf
t≥0

t∫
t−h1

a1(s)e−
∫ t
s d1(ξ)dξ ds,

lim inf
t→∞

y1(t) ≥ m20ω
L
2 inf
t≥0

t∫
t−h2

a2(s)e−
∫ t
s d2(ξ)dξ ds.

Отже, розв’язки системи рiвнянь (26), (27), а також x2(t) i y2(t) (враховуючи обмеже-
нiсть i додатнiсть перiодичних функцiй ω1(t) i ω2(t)) перманентнi, якщо m10 > 0, m20 > 0,
що досягається при виконаннi (25).

Теорему доведено.

Теорема 3. Нехай система (16) – (20) перманентна, а саме, її розв’язки з невiд’ємними
початковими даними задовольняють умови (23), (24) i додатково виконується нерiв-
нiсть

min
t
λ(t)−max

t
(A1(t), A2(t)) > 0,

де λ(t) — найменше власне значення матрицi (Φ2(t) + ΦT
2 (t))/2,

Φ2(t) =

(
B1 + C1(u1 + u1) +D1v1 D1u2

D2v1 B2 + C2(v1 + v1) +D2u2

)
,

а функцiї ui(t), vi(t) задовольняють нерiвностi

m10 ≤ ui(t) ≤ M10, m20 ≤ vi(t) ≤ M20, i = 1, 2, t ∈ R.

Тодi система має єдиний додатнозначний кусково-неперервний асимптотично стiй-
кий T -перiодичний розв’язок.

Доведення. Покажемо, що система (26), (27) є рiвномiрно асимптотично стiйкою. Роз-
глянемо два розв’язки (u1(t), v1(t)) i (u2(t), v2(t)). Їх рiзницi w1(t) = u1(t)− u2(t) i w2(t) =
= v1(t)− v2(t) задовольняють систему рiвнянь

ẇ1(t) = A1(t)w1(t− h1)−

− (B1(t) + C1(t)(u1(t) + u2(t)) +D1(t)v1(t))w1(t)−D1(t)u2(t)w2(t), (28)

ẇ2(t) = A2(t)w2(t− h1)−

− (B2(t) + C2(t)(v1(t) + v2(t)) +D2(t)u2(t))w2(t)−D2(t)v1(t)w1(t). (29)

Система (28), (29) лiнiйна й однорiдна вiдносно w1, w2. Перепишемо її у виглядi

Ẇ (t) = Φ1(t)W (t− h)− Φ2(t)W (t), (30)
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де W (t) = (w1(t), w2(t)), Φ1(t) = diag {A1(t), A2(t)}. Для дослiдження її стiйкостi розгля-
немо функцiю Ляпунова V (t) = (w2

1(t) + w2
2(t))/2 = (W,W )/2, де (., .) — скалярний добу-

ток в R2. Її похiдна в силу системи дорiвнює

dV (t)

dt
= (Φ1(t)W (t− h),W (t))− (Φ2(t)W (t),W (t)).

Оцiнимо похiдну вздовж траєкторiй, якi задовольняють умову V (ξ) < q2V (t) або, що
еквiвалентно, ‖W (ξ)‖ < q‖W (t)‖ для t − h ≤ ξ ≤ t, q > 1. Для цих t справедливою є
оцiнка

dV (t)

dt
≤ (qmax(A1(t), A2(t))− λ(t))‖W (t)‖2.

При виконаннi умов теореми похiдна dV (t)/dt в цiй точцi t є вiд’ємно визначеною. За тео-
ремою Разумiхiна [10] система (30) є рiвномiрно асимптотично стiйкою. Вона має єдиний
додатнозначний асимптотично стiйкий перiодичний розв’язок.

Теорему доведено.
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