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We construct an asymptotic solution to singularly perturbed optimal control problem in the case where the
boundary-value matrices make a regular bundle.

Построено асимптотическое решение сингулярно возмущенной задачи оптимального управле-
ния в случае регулярного пучка граничных матриц.

Нехай задано процес, який описується системою диференцiальних рiвнянь

εh
dx

dt
= A(t, ε)x+B(t, ε)u, (1)

де A(t, ε) — квадратна матриця n-го порядку, B(t, ε) — (n × m)-матриця, x(t, ε) —
n-вимiрний вектор стану, u(t, ε) — m-вимiрний вектор керування, ε ∈ (0, ε0] — малий
параметр: ε0 � 1; h ∈ N, t ∈ [0;T ].

Розглянемо задачу про знаходження керування u(t, ε), пiд дiєю якого система (1) пе-
реходить iз стану

x(0, ε) = x1(ε) (2)

в стан

x(T, ε) = x2(ε) (3)

за фiксований промiжок часу T , мiнiмiзуючи квадратичний функцiонал

J =
1

2εh

T∫
0

(C(t, ε)u, u) dt → min
u
. (4)

Припустимо, що виконуються наступнi умови:
1) матрицiA(t, ε), B(t, ε) є дiйсними або комплекснозначними i допускають на вiдрiзку

[0;T ] рiвномiрнi асимптотичнi розвинення за степенями малого параметра:

A(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkAk(t), B(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkBk(t); (5)
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2) коефiцiєнти Ak(t), Bk(t), k = 0, 1, 2, . . . , розвинень (5) нескiнченно диференцiйовнi
на вiдрiзку [0;T ];

3) матриця C(t, ε) є симетричною, додатно визначеною i допускає на [0;T ] рiвномiрне
асимптотичне розвинення

C(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkCk(t), (6)

коефiцiєнти якого нескiнченно диференцiйовнi на [0;T ];
4) область допустимих значень для керування u(t, ε) збiгається з усiм заданим m-ви-

мiрним простором.
Подiбна задача, яка описується системою диференцiальних рiвнянь з повiльно змiнни-

ми коефiцiєнтами, розглядалася в [1, 2], де припускалось, що всi власнi значення матрицi
A0(t) є уявними.

У данiй статтi вивчається можливiсть побудови асимптотичного розв’язку цiєї задачi
у бiльш загальному випадку з використанням результатiв асимптотичного аналiзу загаль-
ного розв’язку системи (1), виконаного в роботах [3, 4].

Застосувавши до даної задачi принцип максимуму Л. С. Понтрягiна [5], побудуємо
функцiю Гамiльтона

H(t, x, p, u) = ε−h(A(t, ε)x, p) + ε−h(B(t, ε)u, p)− 1
2εh

(C(t, ε)u, u),

де p — n-вимiрний вектор спряжених змiнних.
Для мiнiмiзацiї критерiю (4) необхiдно, щоб

graduH = ε−hB∗(t, ε)p− ε−hC(t, ε)u = 0,

dp

dt
= −gradxH = −ε−hA∗(t, ε)p.

Одержимо систему рiвнянь

εh
dx

dt
= A(t, ε)x+B(t, ε)u,

εh
dp

dt
= −A∗(t, ε)p, (7)

0 = B∗(t, ε)p− C(t, ε)u.

Введемо в розгляд (2n+m)-вимiрний вектор

y = col (x, p, u). (8)

Тодi спiввiдношення (7) можна записати у виглядi

εhB̃(t)ẏ = Ã(t, ε)y, (9)
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де

Ã(t, ε) =
∞∑

k=0

εkÃk(t), (10)

B̃(t) =

 E 0 0
0 E 0
0 0 0

 , Ãk(t) =

 Ak(t) 0 Bk(t)
0 −A∗k(t) 0
0 B∗

k(t) −Ck(t)

 , k = 0, 1, 2, . . . , — блочнi

матрицi, в яких E — одинична матриця n-го порядку, а символом 0 позначено нульовi
блоки вiдповiдних розмiрiв.

Як вiдомо [3, 4], побудова асимптотичних розв’язкiв цiєї системи залежить вiд струк-
тури спектра граничної в’язки матриць

Ã0(t)− λB̃(t). (11)

Будемо припускати, що

detC0(t) 6= 0 ∀t ∈ [0;T ]. (12)

Оскiльки det(Ã0(t)−λB̃(t)) = (−1)n+m det(A0(t)−λE) det(A∗0(t)+λE) detC0(t), то в’яз-
ка матриць (11) буде регулярною на [0;T ], а її скiнченнi елементарнi дiльники збiгаються
з елементарними дiльниками матриць A0(t) i A∗0(t).

З умови (12) також випливає, що всi нескiнченнi елементарнi дiльники в’язки (11),
кiлькiсть яких дорiвнює m, є простими.

У данiй статтi розглянемо випадок, коли всi скiнченнi елементарнi дiльники λ− λi(t),
λ+ λ̄i(t), i = 1, n, також є простими, тобто виконуються умови

λi(t)− λj(t) 6= 0, i 6= j, i, j = 1, n, ∀t ∈ [0;T ], (13)

λi(t) + λ̄j(t) 6= 0, i, j = 1, n, ∀t ∈ [0;T ]. (14)

Крiм того, будемо вважати, що

Reλi(t) < 0 ∀t ∈ [0;T ]. (15)

Власнi вектори матрицi A0(t), що вiдповiдають її власним значенням λi(t), позначи-
мо через ϕi(t), а вiдповiднi базиснi вектори нуль-простору матрицi (A0(t) − λiB(t))∗ —
через ψi(t). Оскiльки A0(t) є нескiнченно диференцiйовною на [0;T ], то вектори ϕi(t),
ψi(t), i = 1, n, можна визначити так, щоб їх елементи також були нескiнченно диферен-
цiйовними на заданому вiдрiзку [6]. Крiм того, їх можна вибрати так, щоб виконувалися
спiввiдношення

(ϕi(t), ψj(t)) = δij , i, j = 1, n, (16)

де δij — символ Кронекера [4, c. 35].
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Оскiльки deg det(Ã0(t) − λB̃(t)) = rank B̃(t) = 2n, то система (9) задовольняє умову
„ранг-степiнь” [7]. Отже, її загальний розв’язок є лiнiйною комбiнацiєю 2n лiнiйно неза-
лежних розв’язкiв, асимптотику яких згiдно з [4] можна побудувати у виглядi

yi(t, ε) = vi(t, ε) exp

ε−h

t∫
t0

λi(τ, ε)dτ

 , i = 1, 2n,

де vi(t, ε) — (2n + m)-вимiрнi вектори, а λi(t, ε) — скалярнi функцiї, що зображаються
формальними розвиненнями за степенями ε.

Виходячи з цього, розв’язок даної системи, який задовольняє крайовi умови (3), (4),
будемо шукати у виглядi

yr(t, ε) =
n∑

i=1

vi(t, ε) exp

ε−h

t∫
0

λi(τ, ε)dτ

+
n∑

i=1

ṽi(t, ε) exp

−ε−h

T∫
t

λ̃i(τ, ε)dτ

 , (17)

де

vi(t, ε) =
r∑

k=0

εkvki(t), λi(t, ε) = λi(t) +
r∑

k=1

εkλ
(i)
k (t), (18)

ṽi(t, ε) =
r∑

k=0

εkṽki(t), λ̃i(t, ε) = −λ̄i(t) +
r∑

k=1

εkλ̃
(i)
k (t), (19)

а r ≥ h — довiльне натуральне число.
Пiдставивши (17) у систему (9) i прирiвнявши вирази при однакових експонентах, дiс-

танемо

Ã(t, ε)vi(t, ε) = λi(t, ε)B̃(t)vi(t, ε) + εhB̃(t)(vi(t, ε))′, (20)

Ã(t, ε)ṽi(t, ε) = λ̃i(t, ε)B̃(t)ṽi(t, ε) + εhB̃(t)(ṽi(t, ε))′, i = 1, n. (21)

Зафiксувавши iндекс i, розглянемо окремо кожне з рiвнянь (20), (21).
Прирiвнявши в (20) коефiцiєнти при однакових степенях ε, iз урахуванням розвинень

(5), (6), (18) будемо мати

(Ã0(t)− λi(t)B̃(t))v0i(t) = 0, (22)

(Ã0(t)− λi(t)B̃(t))vki(t) = b̃
(i)
k (t), k = 1, r, (23)

де

b̃
(i)
k (t) =

k∑
s=1

λs(t)B̃(t)vk−s,i(t)−
k∑

s=1

Ãk(t)vk−s,i(t) + B̃(t)(vk−h,i(t))′, k = 1, r. (24)
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З рiвняння (22) знаходимо

v0i(t) = c
(1)
0i ϕ̃i(t), (25)

де

ϕ̃i(t) = col (ϕi(t); 0; 0) (26)

— власний вектор матрицi Ã0(t) вiдносно матрицi B̃(t), що вiдповiдає власному значенню
λi(t), а c(1)

0i — сталий множник, який пiдлягає визначенню.

Iз урахуванням (25), (26) вектор b̃(i)1 (t) можна подати у виглядi

b̃
(i)
1 (t) = c

(1)
0i col (b(i)1 (t); 0; 0), (27)

де

b
(i)
1 (t) = λ

(i)
1 (t)ϕi(t)− g(i)

1 (t),
(28)

g
(i)
1 (t) = A1(t)ϕi(t)− δ1,hϕ

′
i(t).

Рiвняння (23) будуть розв’язними вiдносно векторiв v(i)
k (t) тодi i тiльки тодi, коли ви-

конуватиметься умова

(b̃(i)k , ψ̃i) = 0, k = 1, r, (29)

де ψ̃i(t) — елемент нуль-простору матрицi (A0(t) − λi(t)E)∗. Виходячи з структури мат-
риць Ã0(t), B̃(t), неважко переконатися, що

ψ̃i(t) = col
(
ψi(t);D

(i)
0 (t)ψi(t); (C∗

0 (t))−1B∗
0(t)ψi(t)

)
, (30)

де

D
(i)
0 (t) = (R(i)

0 (t))−1B0(t)C−1
0 (t)B∗

0(t), (31)

R
(i)
0 (t) = A0(t) + λ̄i(t)E. (32)

Тодi згiдно з (27), (28), (30), (16) умову (29) для вектора b̃(i)1 (t) запишемо у виглядi

(λ(i)
1 (t)− (g(i)

1 (t), ψi(t)))c
(1)
0i = 0,

звiдки
λ

(i)
1 (t) = (g(i)

1 (t), ψi(t)).
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Тепер рiвняння (23) при k = 1 є розв’язним, а його розв’язок знайдемо за формулою

v1i(t) = H̃i(t)b̃
(i)
1 (t) + c

(1)
1i ϕ̃i(t), (33)

де H̃i(t) — узагальнено-обернена матриця до матрицi (Ã0(t) − λi(t)B̃(t)), c(1)1i — сталий
множник, який буде визначено далi.

Пiд узагальнено-оберненою матрицею до довiльної матрицi X тут мається на увазi
матриця X+, яка задовольняє спiввiдношення XX+X = X [8]. Виходячи з цього, безпо-
середнiм обчисленням можна переконатися, що однiєю з узагальнено-обернених матриць
до (Ã0(t)− λi(t)B̃(t)) є матриця

H̃i(t) =

 Hi(t) Hi(t)B0(t)C−1
0 (t)B∗

0(t)((R(i)
0 (t))∗)−1 Hi(t)B0(t)C−1

0 (t)
0 −((R(i)

0 (t))∗)−1 0
0 −C−1

0 (t)B∗
0(t)((R(i)

0 (t))∗)−1 −C−1
0 (t)

 ,

де Hi(t) = (A0(t)− λi(t)E)+.
Враховуючи структуру матрицi H̃i(t) i векторiв b̃(i)1 (t), ϕ̃i(t), з (33) отримуємо

v1i(t) = col (v(1)
1i (t); 0; 0), (34)

де
v

(1)
1i (t) = Hi(t)b

(i)
1 (t) + c

(1)
1i ϕi(t).

Пiдставивши (34) у (24) при k = 2, аналогiчно з умови (29) знайдемо функцiю λ
(i)
2 (t),

а потiм — вектор v2i(t) за формулою v2i(t) = H̃i(t)b̃
(i)
2 (t) + c

(1)
2i ϕ̃i(t). При цьому, як i на

попередньому кроцi, встановимо, що всi координати вектора v2i(t), починаючи з (n+1)-ї,
дорiвнюють нулю. Застосувавши метод математичної iндукцiї, для визначення векторiв
vki(t) отримаємо

v
(1)
ki (t) =

k−1∑
s=0

c
(1)
si Hi(t)b

(1)
k−s,i(t) + c

(1)
ki ϕi(t), (35)

b
(i)
k (t) = λ

(i)
k (t)ϕi(t)− g(i)

k (t), (36)

g
(i)
k (t) = Ak(t)ϕi(t) +

k−1∑
s=1

As(t)Hi(t)b
(i)
k−s(t)−

−
k−1∑
s=1

λ(i)
s (t)Hi(t)b

(i)
k−s(t)− δh,k(ϕi(t))′ − (Hi(t)b

(i)
k−h(t))′, (37)

vki(t) = col (v(1)
ki (t); 0; 0), (38)
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λ
(i)
k (t) = (g(i)

k (t), ψi(t)), (39)

k = 1, r.

Аналогiчно, прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях ε у рiвняннi (21), дiста-
немо

(Ã0(t) + λ̄i(t)B̃(t))ṽ0i(t) = 0, (40)

(Ã0(t) + λ̄i(t)B̃(t))ṽki(t) = d̃
(i)
k (t), k = 1, r, (41)

де

d̃
(i)
k (t) =

k∑
s=1

λ̃(i)
s (t)B̃(t)ṽ(i)

k−s(t)−
k∑

s=1

Ãs(t)ṽ
(i)
k−s(t) + B̃(t)(ṽ(i)

k−h(t))′, k = 1, r. (42)

Позначимо

ṽki(t) = col
(
ṽ

(1)
ki (t); ṽ(2)

ki (t); ṽ(3)
ki (t)

)
, (43)

d̃ki(t) = col
(
d̃

(1)
ki (t); d̃(2)

ki (t); d̃(3)
ki (t)

)
, (44)

де ṽ(j)
ki (t), d̃(j)

ki (t), j = 1, 2, — n-вимiрнi вектори, а ṽ(3)
ki (t), d̃(3)

ki (t) — вiдповiднi m-вимiрнi
вектори.

Тодi, врахувавши структуру матриць Ã0(t), B̃(t), з рiвняння (40) матимемо

R
(i)
0 (t)ṽ(1)

0i (t) +B0(t)ṽ
(3)
0i (t) = 0,

(A0(t)− λi(t)E)∗ṽ(2)
0i (t) = 0,

B∗
0(t)ṽ(2)

0i (t)− C0(t)ṽ
(3)
0i (t) = 0,

звiдки
ṽ

(2)
0i (t) = c

(2)
0i ψi(t),

ṽ
(3)
0i (t) = c

(2)
0i C

−1
0 (t)B∗

0(t)ψi(t),

ṽ
(1)
0i = −c(2)0i D

(i)
0 (t)ψi(t),

тобто

ṽ0i(t) = c
(2)
0i ϕ̂i(t), (45)

де

ϕ̂i(t) = col
(
−D(i)

0 (t)ψi(t);ψi(t);C−1
0 (t)B∗

0(t)ψi(t)
)

(46)
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— власний вектор матрицi Ã0(t) вiдносно B̃(t), що вiдповiдає власному значенню −λ̄i(t),
c
(2)
0i — сталий множник, який пiдлягає визначенню.

Тепер, у вiдповiдностi з (44), (43), (45), для вектора d̃(i)
1 (t) отримаємо вираз

d̃
(i)
1 (t) = c

(2)
0i d

(i)
1 (t),

де

d
(i)
1 (t) = col

(
d

(1)
1i (t); d(2)

1i (t); d(3)
1i (t)

)
,

d
(1)
1i (t) = −λ̃(i)

1 (t)D(i)
0 (t)ψi(t) +A1(t)D

(i)
0 (t)ψi(t)−B1(t)C−1

0 (t)B∗
0(t)ψi(t)− δ1,h(D(i)

0 (t)ψi(t))′,
(47)

d
(2)
1i (t) = λ̃

(i)
1 (t)ψi(t) +A∗1(t)ψi(t) + δ1,h(ψi(t))′,

d
(3)
1i (t) = −B∗

1(t)ψi(t) + C1(t)C−1
0 (t)B∗

0(t)ψi(t).

Позначимо через ψ̂i(t) елемент нуль-простору матрицi (Ã0(t)+ λ̄i(t)B̃(t))∗. Взявши до
уваги структуру цiєї матрицi, легко переконатися, що

ψ̂i(t) = col (0;ϕi(t); 0) . (48)

Рiвняння (41) будуть розв’язними вiдносно векторiв ṽki(t), k = 1, r, тодi i тiльки тодi,
коли їх правi частини ортогональнi до вектора ψ̂i(t):

(d̃(i)
k (t), ψ̂i(t)) = 0, k = 1, r. (49)

Застосувавши цю умову до вектора d̃(i)
1 (t) i взявши до уваги (47), (46), (48), (16), знай-

демо λ̃(i)
1 (t):

λ̃
(i)
1 (t) = −(A∗1(t)ψi(t), ϕi(t))− δ1,h(ψ′i(t), ϕi(t)) =

= −(A1(t)ϕi(t), ψi(t)) + δ1,h(ϕ′i(t), ψi(t)) = −λ̄(i)
1 (t).

Тепер рiвняння (41) при k = 1 є розв’язним i вектор ṽ1i(t) визначається з нього за форму-
лою

ṽ1i(t) = G̃i(t)d̃
(i)
1 (t) + c

(2)
1i ϕ̂i(t), (50)

c
(2)
1i — сталий множник, а G̃i(t) — узагальнено-обернена матриця до матрицi (Ã0(t) +

+λ̄i(t)B̃(t)), яка має наступну структуру:

G̃i(t) =


(
R

(i)
0 (t)

)−1
D

(i)
0 (t)H∗

i (t)
(
R

(i)
0 (t)

)−1
B0(t)C−1

0 (t)
0 −H∗

i (t) 0
0 −C−1

0 (t)B∗
0(t)H∗

i (t) −C−1
0 (t)

 . (51)
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Врахувавши (51), (47), (48), iз (50) дiстанемо

ṽ1i(t) = col
(
ṽ

(1)
1i (t); ṽ(2)

1i (t); ṽ(3)
1i (t)

)
,

ṽ
(1)
1i (t) = c

(2)
0i ((R(i)

0 (t))−1d
(1)
1i (t) +D

(i)
0 (t)H∗

i (t)d(2)
1i (t)+

+ (R(i)
0 (t))−1B0(t)C−1

0 (t)d(3)
1i (t))− c(2)

1i D
(i)
0 (t)ψi(t),

ṽ
(2)
1i (t) = −c(2)0i H

∗
i (t)d(2)

1i (t) + c
(2)
1i ψi(t),

ṽ
(3)
1i (t) = −c(2)

0i (C−1
0 (t)B∗

0(t)H∗
i (t)d(2)

1i (t) + C−1
0 (t)d(3)

1i (t)) + c
(2)
1i C

−1
0 (t)B∗

0(t)ψi(t).

Аналогiчно, пiдставивши (50) у (42), з умови (49) при k = 2 знайдемо функцiю λ̃
(i)
2 (t),

а тодi й вектор ṽ2i(t) за формулою ṽ2i(t) = G̃i(t)d̃
(i)
2 (t)+c(2)2i ϕ̂i(t).Продовжуючи так i далi,

отримуємо такi рекурентнi формули для визначення коефiцiєнтiв розвинень (19):

λ̃
(i)
k (t) = (g̃(i)

k (t), ϕi(t)), (52)

g̃
(i)
k (t) =

k−1∑
s=1

λ̃(i)
s H∗

i d
(2)
k−s,i +

k−1∑
s=1

A∗sH
∗
i d

(2)
k−s,i −A

∗
kψi +H∗

i (d(2)
k−h,i)

′, (53)

ṽ
(1)
ki (t) =

k−1∑
s=0

c
(2)
si

[
(R(i)

0 )−1d
(1)
k−s,i +D

(i)
0 H∗

i d
(2)
k−s,i + (R(i)

0 )−1B0C
−1
0 d

(3)
k−s,i

]
− c(2)ki D

(i)
0 ψi, (54)

ṽ
(2)
ki (t) = −

k−1∑
s=0

c
(2)
si H

∗
i d

(2)
k−s,i + c

(2)
ki ψi, (55)

ṽ
(3)
ki (t) = −

k−1∑
s=0

c
(2)
si (C−1

0 B∗
0H

∗
i d

(2)
k−s,i + C−1

0 d
(3)
k−s,i) + c

(2)
ki C

−1
0 B∗

0ψi, (56)

k = 1, r,

ṽki(t) = col
(
ṽ

(1)
ki (t); ṽ(2)

ki (t); ṽ(3)
ki (t)

)
, (57)

d
(1)
ki (t) = −λ̃(i)

k D
(i)
0 ψi +

k−1∑
s=1

λ̃(i)
s (t)

[
(R(i)

0 )−1d
(1)
k−s,i +D

(i)
0 H∗

i d
(2)
k−s,i + (R(i)

0 )−1B0C
−1
0 d

(3)
k−s,i

]
−

−
k−1∑
s=1

As

[
(R(i)

0 )−1d
(1)
k−s,i +D

(i)
0 H∗

i d
(2)
k−s,i + (R(i)

0 )−1B0C
−1
0 d

(3)
k−s,i

]
+
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+
k−1∑
s=1

Bs

[
C−1

0 B∗
0H

∗
i d

(2)
k−s,i + C−1

0 d
(3)
k−s,i

]
+AkD

(i)
0 ψi −BkC

−1
0 B∗

0ψi+

+ ((R(i)
0 )−1d

(1)
k−h,i +D

(i)
0 H∗

i d
(2)
k−h,i + (R(i)

0 )−1B0C
−1
0 d

(3)
k−h,i)

′, (58)

d
(2)
ki (t) = λ̃

(i)
k ψi +A∗kψi −

k−1∑
s=1

λ̃(i)
s H∗

i d
(2)
k−s,i−

−
k−1∑
s=1

A∗sH
∗
i d

(2)
k−s,i − (H∗

i d
(2)
k−h,i)

′ − δh,k (ψi(t))
′ , (59)

d
(3)
ki (t) =

k−1∑
s=1

(
B∗

sH
∗
i − CsC

−1
0 B∗

0H
∗
i

)
d

(2)
k−s,i −

k−1∑
s=1

CsC
−1
0 d

(3)
k−s,i −B

∗
kψi + CkC

−1
0 B∗

0ψi. (60)

В результатi побудовано формальний розв’язок системи рiвнянь (7), який з урахуван-
ням (8), (17), (34) набирає вигляду

xr(t, ε) =
n∑

i=1

v
(1)
i (t, ε) exp

ε−h

t∫
0

λi(τ, ε)dτ

+

+
n∑

s=1

ṽ
(1)
i (t, ε) exp

−ε−h

T∫
t

λ̃i(τ, ε)dτ

 , (61)

pr(t, ε) =
n∑

s=1

ṽ
(2)
i (t, ε) exp

−ε−h

T∫
t

λ̃i(τ, ε)dτ

 , (62)

ur(t, ε) =
n∑

i=1

ṽ
(3)
i (t, ε) exp

−ε−h

T∫
t

λ̃i(τ, ε)dτ

 , (63)

де

ṽ
(1)
i (t, ε) =

r∑
k=0

εkv
(1)
ki (t), (64)

v
(s)
i (t, ε) =

r∑
k=0

εkṽ
(s)
ki (t), s = 1, 3, (65)
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а функцiї λi(t, ε), λ̃i(t, ε) зображуються вiдповiдними розвиненнями (18), (19).
Коефiцiєнти розвинень (64), (65) мiстять сталi множники c

(1)
ki , c

(2)
ki , k = 0, r, для зна-

ходження яких використаємо крайовi умови (2), (3).
Пiдставивши r-те наближення (61) у крайовi умови (2), (3), дiстанемо

n∑
i=1

v
(1)
i (0, ε) +

n∑
i=1

ṽ
(1)
i (0, ε) exp

−ε−h

T∫
0

λ̃(i)
r (0, ε)dt

 = x1(ε), (66)

n∑
i=1

v
(1)
i (T, ε) exp

ε−h

T∫
0

λ(i)
r (T, ε)dt

+
n∑

i=1

ṽ
(1)
i (T, ε) = x2(ε). (67)

Оскiльки згiдно з (15)

exp

ε−h

t∫
0

λ(i)
r (τ, ε)dτ

 = o
(
εr+1

)
, (68)

exp

−ε−h

T∫
t

λ̃(i)
r (τ, ε)dτ

 = o
(
εr+1

)
, (69)

то, знехтувавши вiдповiдними доданками, замiсть (66), (67) розглянемо рiвностi

n∑
i=1

v
(1)
i (0, ε) = x1(ε), (70)

n∑
i=1

ṽ
(1)
i (T, ε) = x2(ε), (71)

якi з урахуванням (64), (65) запишуться у виглядi

r∑
k=0

n∑
i=1

v
(1)
ki (0)εk = x1(ε), (72)

r∑
k=0

n∑
i=1

ṽ
(1)
ki (T )εk = x2(ε). (73)

Припустимо, що вектори x1(ε), x2(ε) розкладаються в асимптотичнi ряди за степеня-
ми ε:

x1(ε) ∼
∑
k≥0

εkx
(1)
k , x2(ε) ∼

∑
k≥0

εkx
(2)
k .
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Прирiвнявши в (72), (73) коефiцiєнти при однакових степенях ε i взявши до уваги (35),
(54), дiстанемо

n∑
i=1

(
k−1∑
s=0

c
(1)
si Hib

(i)
k−s(0) + c

(1)
ki ϕi(0)

)
= x

(1)
k , (74)

n∑
i=1

(
k−1∑
s=0

c
(2)
si

[
(R(i)

0 (T ))−1d
(1)
k−s,i(T ) +D

(i)
0 (T )H∗

i (T )d(2)
k−s,i(T )+

+ (R(i)
0 (T ))−1B0(T )C−1

0 (T )d(3)
k−s,i(T )

]
− c(2)ki D

(i)
0 (T )ψi(T )

)
= x

(2)
k , k = 0, r. (75)

Введемо позначення

C
(1)
k = col

[
c
(1)
k1 , c

(1)
k2 , . . . , c

(1)
kn

]
, C

(2)
k = col

[
c
(2)
k1 , c

(2)
k2 , . . . , c

(2)
kn

]
,

Ψ(t) = [ψ1(t), ψ2(t), . . . , ψn(t)] ,

Φ(1)
0 (t) = [ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)] ,

Φ(2)
0 (t) = [D(1)

0 B0(t)C−1
0 (t)B∗

0(t)Ψ1(t); . . . ;D
(n)
0 B0(t)C−1

0 (t)B∗
0(t)Ψn(t)],

Φ(1)
j (t) =

[
H

(1)
j (t)b(1)

j (t),H(2)
j (t)b(2)j (t), . . . ,H(n)

j (t)b(n)
j (t)

]
,

Φ(2)
j (t) =

[
d

(1)
j1 (t) +B0(t)C−1

0 (t)B∗
0(t)H∗

1 (t)d(2)
j1 (t) +B0(t)C−1

0 (t)d(3)
j1 (t), . . .

. . . , d
(1)
jn (t) +B0(t)C−1

0 (t)B∗
0(t)H∗

n(t)d(2)
jn (t) +B0(t)C−1

0 (t)d(3)
jn (t)

]
, j = 1, 2, . . . .

Тодi при k = 0 рiвностi (74), (75) наберуть вигляду

Φ(1)
0 (0)C(1)

0 = x
(1)
0 , Φ(2)

0 (T )C(2)
0 = −x(2)

0 . (76)

Оскiльки вектори ϕi(t), i = 1, n, i ψj(t), j = 1, n, лiнiйно незалежнi при всiх t ∈ [0;T ],
то det Φ(1)

0 (t) 6= 0, det Ψ(t) 6= 0 ∀t ∈ [0;T ].
Припустивши, що

det Φ(2)
0 (T ) 6= 0, (77)

з рiвностей (76) знайдемо

C
(1)
0 = (Φ(1)

0 (0))−1x
(1)
0 , C

(2)
0 = −(Φ(2)

0 (T ))−1x
(2)
0 . (78)
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На k-му кроцi одержимо рекурентнi формули

C
(1)
k = −(Φ(1)

0 (0))−1

 k∑
j=1

Φ(1)
j C

(1)
k−j + x

(1)
k

 ,

(79)

C
(2)
k = (Φ(2)

0 (T ))−1

 k∑
j=1

Φ(2)
j C

(2)
k−j − x

(2)
k

 , k = 1, r.

Покажемо тепер, що побудованi описаним способом векторнi функцiї (61), (63) є
асимптотичним зображенням точного розв’язку даної задачi керування. Пiдставивши r-

те наближення (17) у диференцiальний вираз L(y) = εhB̃(t)
dy

dt
−Ã(t, ε) y i взявши до уваги

(68), (69), дiстанемо

L(yr(t, ε)) = O
(
εr+1

)
. (80)

Нехай y(t, ε) = col (x(t, ε), p(t, ε), u(t, ε)) — точний розв’язок системи (9), тобто

L(y(t, ε)) = 0. (81)

Тодi, вiднявши (81) вiд (80) i позначивши

yr(t, ε)− y(t, ε) = zr(t, ε) = col
(
z(1)
r (t, ε); z(2)

r (t, ε); z(3)
r (t, ε)

)
,

отримаємо L(zr(t, ε)) = 0 або

εh
dz

(1)
r (t, ε)
dt

= A(t, ε)z(1)
r (t, ε) +B(t, ε)z(3)

r (t, ε) +O(εr+1),

εh
dz

(2)
r (t, ε)
dt

= −A∗(t, ε)z(2)
r (t, ε) +O(εr+1), (82)

0 = B∗(t, ε)z(2)
r (t, ε)− C(t, ε)z(3)

r (t, ε) +O(εr+1),

де

z(1)
r (t, ε) = xr(t, ε)− x(t, ε),

z(2)
r (t, ε) = pr(t, ε)− p(t, ε), (83)

z(3)
r (t, ε) = ur(t, ε)− u(t, ε).
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Завдяки умовi (12) матриця C(t, ε) неособлива при досить малих ε ≥ 0, а обернена
до неї матриця C−1(t, ε) є рiвномiрно обмеженою на вiдрiзку [0;T ]. Тому систему рiвнянь
(82) можна записати у виглядi

εh
dz

(1)
r (t, ε)
dt

= A(t, ε)z(1)
r (t, ε) +B(t, ε)C−1(t, ε)B∗(t, ε)z(2)

r (t, ε) +O(εr+1), (84)

εh
dz

(2)
r (t, ε)
dt

= −A∗(t, ε)z(2)
r (t, ε) +O(εr+1), (85)

z(3)
r (t, ε) = C−1(t, ε)B∗(t, ε)z(2)

r (t, ε) +O
(
εr+1

)
. (86)

За побудовою r-те наближення xr(t, ε) має вигляд

xr(0, ε) = O(εr+1), xr(T, ε) = O(εr+1).

Отже, згiдно з (83)

z(1)
r (0, ε) = εr+1d1(ε), z(2)

r (T, ε) = εr+1d2(ε), (87)

де d1(ε), d2(ε) — деякi обмеженi n-вимiрнi вектори.
Об’єднавши рiвняння (84), (85) з крайовими умовами (87), одержимо таку крайову

задачу:

εh
dz̃

dt
= Â(t, ε)z̃ + εr+1g(t, ε), (88)

Mz̃(0, ε) +Nz̃(T, ε) = εr+1d(ε), (89)

де

z̃(t, ε) = col
(
z(1)
r (t, ε); z(2)

r (t, ε)
)
,

Â(t, ε) =
(
A(t, ε) B(t, ε)C−1(t, ε)B∗(t, ε)

0 −A∗(t, ε)

)
,

(90)
d(ε) = col (d1(ε), d2(ε)) ,

M =
(
E 0
0 0

)
, N =

(
0 0
E 0

)
,

g(t, ε) — деяка n-вимiрна вектор-функцiя, рiвномiрно обмежена на [0;T ].
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Згiдно з [4] фундаментальна матриця однорiдної системи

εh
dy

dt
= Â(t, ε) y

зображається асимптотичною формулою

Y (t, ε) =
(
Vr(t, ε) +O

(
εr+1−h

))
×

×


exp

(
ε−h

t∫
0

Λ(1)
r (τ, ε)dτ

)
0

0 exp

(
−ε−h

T∫
t

Λ(2)
r (τ, ε)dτ

)
 ,

де

Λ(1)
r (t, ε) = diag (λ1(t, ε), λ2(t, ε), . . . , λn(t, ε)) ,

Λ(2)
r (t, ε) = diag

(
λ̃1(t, ε), λ̃2(t, ε), . . . , λ̃n(t, ε)

)
,

Vr(t, ε) =
r∑

k=0

εkVk(t),

а матрицi Vk(t), k = 0, r, складаються з вектор-стовпцiв, визначених за формулами (35),
в яких c(1)

0i = 1, c(1)
ki = 0, k = 1, r, i = 1, n. Подiбну структуру має i фундаментальна

матриця спряженої системи εh
dz

dt
= −A∗(t, ε)z:

Z(t, ε) =
(
V̂r(t, ε) +O

(
εr+1−h

))
×

×


exp

(
−ε−h

t∫
0

Λ(1)∗
r (τ, ε)dτ

)
0

0 exp

(
ε−h

T∫
t

Λ(2)∗
r (τ, ε)dτ

)
 ,

де Λ(1)∗
r (t, ε), Λ(2)∗

r (t, ε) — матрицi, комплексно спряженi з Λ(1)
r (t, ε), Λ(2)

r (t, ε) вiдповiдно.
Позначивши

Y (1)
r (t, ε) = diag

exp

ε−h

t∫
0

Λ(1)
r (τ, ε)dτ

 ; 0

 ,

Y (2)
r (t, ε) = diag

0; exp

−ε−h

T∫
t

Λ(2)
r (τ, ε)dτ

 ,
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будемо мати

Y (t, ε) = Y1(t, ε) + Y2(t, ε),

де

Yi(t, ε) =
[
Vr(t, ε) +O

(
εr+1−h

)]
Y (i)

r (t, ε), i = 1, 2.

Тодi загальний розв’язок системи (88) можна подати у виглядi

z̃(t, ε) = [Y1(t, ε) + Y2(t, ε)] c+

t∫
0

Y1(t, ε)Z∗(τ, ε)q(τ, ε) dτ −
T∫

t

Y2(t, ε)Z∗(τ, ε)q(τ, ε) dτ,

де c — довiльний сталий вектор, а

q(t, ε) = εr+1−hg(t, ε). (91)

Визначаючи вектор c з крайової умови (89), отримуємо розв’язок задачi (88), (89):

z̃(t, ε) = (Gq)(t, ε) + εr+1Y (t, ε)
([
MV (1)

r (0, ε);NV (2)
r (T, ε)

]
+O

(
εr+1−h

))−1
d(ε), (92)

де (Gq)(t, ε) — вiдповiдний оператор Грiна, а V (1)
r (t, ε), V (2)

r (t, ε) — прямокутнi матрицi
розмiрностi 2n × n, якi складаються вiдповiдно з n перших i n останнiх стовпцiв матрицi
Vr(t, ε). Оператор Грiна

(Gq)(t, ε) =

T∫
0

G0(t, τ, ε)q(τ, ε) dτ,

де G0(t, τ, ε) — матриця Грiна вiдповiдної однорiдної задачi, яка має вигляд

G0(t, τ, ε) =



(
V

(1)
r (t, ε) +O

(
εr+1−h

))
exp
(
ε−h

t∫
τ

Λ(1)
r (s, ε)ds

)(
V̂

(1)∗
r (τ, ε)+

+O
(
εr+1−h

))
Kr(t, τ, ε), якщо 0 ≤ τ ≤ t ≤ T,

−
(
V

(2)
r (t, ε) +O

(
εr+1−h

))
exp

(
−ε−h

τ∫
t

Λ(2)
r (s, ε)ds

)(
V̂

(2)∗
r (τ, ε)+

+O
(
εr+1−h

))
+Kr(t, τ, ε), якщо 0 ≤ t ≤ τ ≤ T,

(93)
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Kr(t, τ, ε) = Y (t, ε)
([
MV (1)

r (0, ε);NV (2)
r (T, ε)

]
+O

(
εr+1−h

))−1
[
M
(
V (2)

r (0, ε)+

+O
(
εr+1−h

))
exp

(
−ε−h

τ∫
0

Λ(2)
r (s, ε)ds

)(
V̂ (2)∗

r (τ, ε) +O
(
εr+1−h

))
−

−N
(
V (1)

r (T, ε) +O
(
εr+1−h

))
exp

(
ε−h

T∫
τ

Λ(1)
r (s, ε)ds

)
×

×
(
V̂ (1)∗

r (τ, ε) +O
(
εr+1−h

))]
.

Переходячи в (92) до оцiнок за нормою i беручи до уваги (91), маємо

‖z̃(t, ε)‖ ≤ εr+1−h

T∫
0

‖G0(t, τ, ε)‖ ‖g(τ, ε)‖ dτ + εr+1 ‖Y (t, ε)‖×

×
∥∥∥∥[MV (1)

r (0, ε);NV (2)
r (T, ε)

]−1
+O

(
εr+1−h

)∥∥∥∥ ‖d(ε)‖. (94)

Враховуючи умову (15) та структуру матрицьM,N, неважко переконатися, що всi матрич-
нi i векторнi функцiї, якi мiстяться в (94), рiвномiрно обмеженi на [0;T ], звiдки випливає,
що

‖z̃(t, ε)‖ ≤ c εr+1−h,

де c — деяка стала, що не залежить вiд ε. Тодi, взявши до уваги (83), (86), дiстанемо такi
оцiнки для шуканих вектора стану x(t, ε) та керування u(t, ε):

‖x(t, ε)− xr(t, ε)‖ ≤ c1ε
r+1−h,

‖u(t, ε)− ur(t, ε)‖ ≤ c2ε
r+1−h,

де c1, c2 не залежать вiд ε.
Таким чином, доведено наступну теорему.

Теорема. Якщо виконуються умови 1 – 4, (12) – (15), (77), то при досить малих ε за-
дача оптимального керування (1) – (4) має єдиний розв’язок, який задається асимпто-
тичними формулами

x(t, ε) =
n∑

i=1

v
(1)
i (t, ε) exp

ε−h

t∫
0

λi(τ, ε)dτ

+

+
n∑

i=1

ṽ
(1)
i (t, ε) exp

−ε−h

T∫
t

λ̃i(τ, ε)dτ

+O(εr+1−h),
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u(t, ε) =
n∑

i=1

ṽ
(3)
i (t, ε) exp

−ε−h

T∫
t

λ̃i(τ, ε)dτ

+O(εr+1−h),

де v
(1)
i (t, ε), ṽ(1)

i (t, ε), i = 1, n, — n-вимiрнi вектор-функцiї, ṽ(3)
i (t, ε) — m-вимiрний

вектор, λi(t, ε), λ̃i(t, ε), i = 1, n, — скалярнi функцiї, що зображуються у виглядi роз-
винень (64), (65), (18), (19), коефiцiєнти яких визначаються за допомогою рекурентних
формул (25), (26), (35) – (37), (54), (45), (46), (56), (58) – (60), (39), (52), (78), (79).
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