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ПОБУДОВА НАБЛИЖЕНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
З ПАРАМЕТРАМИ ТА ОБМЕЖЕННЯМИ

А. Ю. Лучка, В. А. Ферук

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ, вул. Терещенкiвська, 3

We propose a new approach to study boundary-value problems for systems of differential equations wi-
th parameters and restrictions. This approach uses ideas of both the iteration and the projection methods. A
new modification of the iteration-projection method for constructing approximate solutions of the problems
is suggested and substantiated. This method has substantial advantages over the existing methods.

Предложен новый подход к исследованию краевых задач для систем дифференциальных урав-
нений с параметрами и ограничениями, в котором использованы идеи как итерационных, так
и проекционных методов. Разработан и обоснован новый вариант проекционно-итеративного
метода построения их приближенных решений, имеющий существенные преимущества по срав-
нению с существующими вариантами.

Розв’язування багатьох задач сучасного природознавства неможливо сьогоднi уявити без
побудови рiзноманiтних математичних моделей, дослiдження та аналiз яких стимулює
розвиток низки галузей математики. Серед таких математичних моделей — широке ко-
ло задач з параметрами. Розробцi теорiї таких задач присвячено велику кiлькiсть робiт.
Зокрема, в роботах [1 – 5] розглядалися питання аналiтичної та якiсної теорiї i розроб-
ка наближених методiв побудови розв’язкiв диференцiальних, iнтегральних та iнтегро-
диференцiальних рiвнянь з параметрами i обмеженнями. У данiй статтi запропоновано
новий пiдхiд до дослiдження крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь з пара-
метрами та обмеженнями i розроблено ефективний метод побудови їх розв’язкiв.

1. Постановка задачi. Розглянемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь вигля-
ду

dx

dt
+ P (t)x = f(t) + C(t)λ, t ∈ [0, T ], (1)

розв’язки якої задовольняють умови

x(0) = γ + Dx(T ),

T∫
0

S(t)x(t)dt = α, (2)

де P (t), C(t) та S(t) — матрицi розмiрностi m × m, m × l та l × m вiдповiдно, елемен-
ти яких сумовнi з квадратом на вiдрiзку [0, T ], до того ж стовпцi матрицi C(t) є лiнiйно
незалежними, D — стала (m×m)-матриця, f ∈ L2([0, T ], Rm), α ∈ Rl, γ ∈ Rm.

Пiд розв’язком задачi (1), (2) розумiтимемо вектор λ ∈ Rl та вектор-функцiю x ∈
∈ W 1

2 ([0, T ], Rm), якi задовольняють рiвняння (1) та умови (2). Якщо ж це не виконується,
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задача несумiсна. У подальшому, для зручностi, замiсть термiну „вектор-функцiя” будемо
використовувати термiн „функцiя”.

2. Зведення задачi до iнтегрального рiвняння. З цiєю метою розглянемо крайову за-
дачу

dx

dt
+ A(t)x = y(t), x(0) = γ + Dx(T ), (3)

в якiй неперервна (m×m)-матриця A(t) i функцiя y(t) iз класу L2([0, T ], Rm) є заданими.
Припустимо, що матрицю A(t) пiдiбрано таким чином, що крайова задача (3) має єди-

ний розв’язок при довiльнiй функцiї y(t). За такого припущення, як вiдомо, iснують функ-
цiя h(t) та (m×m)-матриця G(t, s) такi, що розв’язок задачi (3) визначається формулою

x(t) = h(t) +

T∫
0

G(t, s) y(s)ds. (4)

Якщо тепер ввести до розгляду матрицю

B(t) = A(t)− P (t) (5)

i покласти

y(t) = C(t)λ + f(t) + B(t)x(t), (6)

то, очевидно, рiвняння (1) набере вигляду (3).
Пiдставимо вираз (4) у формулу (6) та в другу умову (2) i виконаємо нескладнi пере-

творення, в результатi чого отримаємо iнтегральне рiвняння з параметром

y(t) = C(t)λ + p(t) +

T∫
0

K(t, s)y(s)ds (7)

та обмеженням

T∫
0

V (s)y(s)ds = β, (8)

де

p(t) = f(t) + B(t)h(t), β = α−
T∫

0

S(t)h(t)dt, (9)

K(t, s) = B(t)G(t, s), V (s) =

T∫
0

S(t)G(t, s)dt. (10)
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Методика дослiдження задач вигляду (7), (8) та побудова їх розв’язкiв, наближених чи
точних, розглядалися у працях [3 – 6].

У подальшому використаємо цю методику для обґрунтування нового варiанту проек-
цiйно-iтеративного методу щодо задачi (1), (2).

Нагадаємо суть проекцiйно-iтеративного методу для задачi (7), (8). Вона полягає в
тому, що, маючи деяку функцiю u(t) iз класу L2([0, T ], Rm), за проекцiйним методом зна-
ходимо функцiю

w(t) = u(t) + Φ(t)µ (11)

i за iтерацiйним методом обчислюємо iтерацiю

y(t) = C(t)λ + p(t) +

T∫
0

K(t, s)w(s)ds, (12)

визначаючи при цьому невiдомi параметри λ ∈ Rl та µ ∈ Rn таким чином, щоб справ-
джувались умови

T∫
0

V (t)y(t)dt = β,

T∫
0

Ψ(t)(y(t)− w(t))dt = 0, (13)

де Φ(t) та Ψ(t) — заданi матрицi розмiрностi m × n та n × m вiдповiдно, елементи яких
сумовнi з квадратом на [0, T ], до того ж стовпцi матрицi Φ(t) i рядки матрицi Ψ(t), окремо
взятi, лiнiйно незалежнi.

Нехай

Z(t) =

T∫
0

K(t, s)Φ(s)ds, (14)

тодi, використовуючи вираз (11), формулу (12) запишемо у виглядi

y(t) = C(t)λ + Z(t)µ + p(t) +

T∫
0

K(t, s)u(s)ds. (15)

Використовуючи формулу (15), маємо

y(t)− w(t) = C(t)λ + (Z(t)− Φ(t))µ + p(t) +

T∫
0

K(t, s)u(s)ds− u(t). (16)

Iз формул (15), (16) та умов (13) очевидним чином випливає система лiнiйних алгебраїч-
них рiвнянь

T∫
0

V (t)C(t)λdt +

T∫
0

V (t)Z(t)µdt +

T∫
0

V (t)

p(t) +

T∫
0

K(t, s)u(s)ds

 dt = β,
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T∫
0

Ψ(t)C(t)λdt +

T∫
0

Ψ(t)(Z(t)− Φ(t))µdt+

+

T∫
0

Ψ(t)

p(t)− u(t) +

T∫
0

K(t, s)u(s)ds

 dt = 0.

Цю систему рiвнянь, якщо ввести позначення

Λ11 =

T∫
0

V (t)C(t)dt, Λ12 =

T∫
0

V (t)Z(t)dt,

(17)

Λ21 =

T∫
0

Ψ(t)C(t)dt, Λ22 =

T∫
0

Ψ(t)(Z(t)− Φ(t))dt,

d1 = σ1 −
T∫

0

X(s)u(s)ds, d2 = σ2 −
T∫

0

Y (s)u(s)ds, (18)

де

σ1 = β −
T∫

0

V (t)p(t)dt, σ2 = −
T∫

0

Ψ(t)p(t)dt, (19)

X(s) =

T∫
0

V (t)K(t, s)dt, (20)

Y (s) =

T∫
0

Ψ(t)K(t, s)dt−Ψ(s), (21)

можна записати у компактному виглядi

Λ11λ + Λ12µ = d1, Λ21λ + Λ22µ = d2. (22)

Зазначимо, що матрицi (17) мають розмiрнiсть l × l, l × n, n× l та n× n вiдповiдно.

Лема 1. Якщо матриця

Λ =
(

Λ11 Λ12

Λ21 Λ22

)
(23)
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невироджена, то iснують такi функцiя g(t), параметри σ ∈ Rl та τ ∈ Rn i матрицi
Γ(s), W (s) та H(t, s) розмiрностi l ×m, n×m, m×m вiдповiдно, що розв’язок системи
(22) зображується формулами

λ = σ −
T∫

0

Γ(s)u(s)ds, (24)

µ = τ −
T∫

0

W (s)u(s)ds, (25)

а також правильним є спiввiдношення

y(t) = g(t) +

T∫
0

H(t, s)u(s)ds. (26)

Доведення. Запишемо обернену матрицю ∆ = Λ−1 у виглядi

∆ =
(

∆11 ∆12

∆21 ∆22

)
, (27)

де матрицi ∆11, ∆12, ∆21 та ∆22 мають розмiрнiсть l × l, l × n, n × l та n × n вiдповiдно.
Тодi з урахуванням виразiв (18) єдиний розв’язок системи (22) визначається формулами

λ = ∆11σ1 + ∆12σ2 −
T∫

0

(∆11X(s) + ∆12Y (s))u(s)ds, (28)

µ = ∆21σ1 + ∆22σ2 −
T∫

0

(∆21X(s) + ∆22Y (s))u(s)ds. (29)

Очевидно, з уведенням позначень

σ = ∆11σ1 + ∆12σ2, τ = ∆21σ1 + ∆22σ2, (30)

Γ(s) = ∆11X(s) + ∆12Y (s), W (s) = ∆21X(s) + ∆22Y (s) (31)

формули (28), (29) наберуть вигляду (24), (25) вiдповiдно.
Оскiльки, використавши формули (24) та (25), неважко встановити спiввiдношення

p(t) + C(t)λ + Z(t)µ = g(t)−
T∫

0

R(t, s)u(s)ds, (32)
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де

g(t) = p(t) + C(t)σ + Z(t)τ, (33)

R(t, s) = C(t)Γ(s) + Z(t)W (s), (34)

формулу (15) можна записати у виглядi

y(t) = g(t)−
T∫

0

R(t, s)u(s)ds +

T∫
0

K(t, s)u(s)ds,

тобто якщо ще ввести позначення

H(t, s) = K(t, s)−R(t, s), (35)

отримаємо спiввiдношення (26).

Лема 2. Якщо матриця Λ невироджена, то правильними є рiвностi

T∫
0

Γ(s)Φ(s)ds = O,

T∫
0

H(t, s)Φ(s)ds = O, (36)

T∫
0

V (t)H(t, s)dt = O,

T∫
0

V (t)g(t)dt = β, (37)

де матриця Λ та функцiя g(t) визначаються формулами (23) та (33).

Доведення. Оскiльки справедливими є рiвностi(
Λ11 Λ12

Λ21 Λ22

) (
∆11 ∆12

∆21 ∆22

)
=

(
∆11 ∆12

∆21 ∆22

) (
Λ11 Λ12

Λ21 Λ22

)
=

(
J O
O I

)
, (38)

де J та I — одиничнi матрицi в Rl та Rn, то, використовуючи їх, формули (31), а також
рiвностi

T∫
0

X(s)Φ(s)ds =

T∫
0

V (s)Z(s)ds = Λ12,

T∫
0

Y (s)Φ(s)ds =

T∫
0

Ψ(s)(Z(s)− Φ(s))ds = Λ22,
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що очевидним чином випливають iз (14), (20), (21), маємо

T∫
0

Γ(s)Φ(s)ds =

T∫
0

(∆11X(s) + ∆12Y (s))Φ(s)ds = ∆11Λ12 + ∆12Λ22 = O, (39)

T∫
0

W (s)Φ(s)ds =

T∫
0

(∆21X(s) + ∆22Y (s))Φ(s)ds = ∆21Λ12 + ∆22Λ22 = I. (40)

Iз формул (35), (34), (14), (39) та (40) випливає

T∫
0

H(t, s)Φ(s)ds =

T∫
0

K(t, s)Φ(s)ds−
T∫

0

R(t, s)Φ(s)ds =

=

T∫
0

K(t, s)Φ(s)ds− C(t)

T∫
0

Γ(s)Φ(s)ds− Z(t)

T∫
0

W (s)Φ(s)ds =

= Z(t)− C(t) ·O − Z(t) · I = O.

Отже, властивостi (36) справджуються.
Аналогiчно встановлюються рiвностi (37). Справдi, на основi формул (35), (34), (20),

(17), (31) та (38), а також (33), (19), (30) маємо

T∫
0

V (t)H(t, s)dt = X(s)− Λ11(∆11X(s) + ∆12Y (s))− Λ12(∆21X(s) + ∆22Y (s)) =

= X(s)− (Λ11∆11 + Λ12∆21)X(s)− (Λ11∆12 + Λ12∆22)Y (s) =

= X(s)− J ·X(s)−O · Y (s) = O,

T∫
0

V (t)g(t)dt =

T∫
0

V (t)(p(t)− C(t)σ + Z(t)τ)dt =

= β − σ1 + Λ11(∆11σ1 + ∆12σ2) + Λ12(∆21σ1 + ∆22σ2) =

= β − σ1 + (Λ11∆11 + Λ12∆21)σ1 + (Λ11∆12 + Λ12∆22)σ2 =

= β − σ1 + J · σ1 −O · σ2 = β.

Зауваження 1. Використовуючи рiвностi (38), як i при доведеннi леми 2, встановлює-
мо правильнiсть рiвностей

T∫
0

Ψ(t)(g(t)− Φ(t)τ)dt = 0,
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T∫
0

Ψ(t)

 T∫
0

H(t, s)u(s)ds− u(t) + Φ(t)ν

 dt = 0,

де ν = τ − µ, а µ має вигляд (25).
Цi формули можна використати при подальшому дослiдженнi, зокрема, iз них випли-

ває важливе спiввiдношення

T∫
0

Ψ(t)

g(t) +

T∫
0

H(t, s)u(s)ds− u(t) + Φ(t)µ

 dt = 0. (41)

Зауваження 2. Iз формул (3) та (4) очевидним чином випливає тотожнiсть

x(t) = h(t) +

T∫
0

G(t, s)
(

d

ds
+ A(s)

)
x(s)ds, (42)

використовуючи яку i позначення (9), (10), отримуємо рiвностi

f(t)−
(

d

dt
+ P (t)

)
x(t) = p(t) +

T∫
0

K(t, s)y(s)ds− y(t), (43)

T∫
0

S(t)(x(t)− h(t))dt =

T∫
0

V (t)y(t)dt, (44)

якi правильнi при довiльнiй однiй iз функцiй x ∈ W 1
2 ([0, T ], Rm) чи y ∈ L2([0, T ], Rm).

Справдi, якщо задано функцiю y(t), то функцiя x(t) визначається формулою (4), а пiд-
ставивши її у лiвi частини (43), (44), отримаємо правi. Навпаки, якщо задано функцiю
x(t), то функцiя y(t) визначається формулою (3), а пiдставляючи її у правi частини i вра-
ховуючи рiвностi (42) та (5), маємо

p(t) +

T∫
0

K(t, s)y(s)ds− y(t) = f(t) + B(t)

h(t) +

T∫
0

G(t, s)
(

d

ds
+ A(s)

)
x(s)ds

−

− y(t) = f(t) + B(t)x(t)−
(

d

dt
+ A(t)

)
x(t) =

= f(t)−
(

d

dt
+ P (t)

)
x(t),

T∫
0

V (s)y(s) ds =

T∫
0

S(t)

T∫
0

G(t, s)
(

d

ds
+ A(s)

)
x(s) ds dt =

T∫
0

S(t)(x(t)− h(t)) dt.
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Лема 3. Якщо (x∗(t), λ∗) — розв’язок задачi (1), (2) i матриця Λ невироджена, то при

u(t) =
(

d

dt
+ A(t)

)
x∗(t) (45)

єдиним розв’язком системи алгебраїчних рiвнянь (22) є

λ = λ∗, µ = µ∗ = 0. (46)

Доведення. За умови леми правильними є рiвностi

(
d

dt
+ P (t)

)
x∗(t) = f(t) + C(t)λ∗,

T∫
0

S(t)x∗(t)dt = α.

Використавши їх i формули (43), (44), в яких покладемо y(t) = u(t), та (9), отримаємо

p(t) +

T∫
0

K(t, s)u(s)ds− u(t) = −C(t)λ∗, (47)

T∫
0

V (t)u(t)dt = α−
T∫

0

S(t)h(t)dt = β. (48)

Повернемось тепер до системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (22), права частина якої
визначається, як зазначено вище, таким чином:

d1 = β −
T∫

0

V (t)

p(t) +

T∫
0

K(t, s)u(s)ds

 dt,

d2 = −
T∫

0

Ψ(t)

p(t) +

T∫
0

K(t, s)u(s)ds− u(t)

 dt.

Якщо врахувати, що в цих формулах функцiя u(t) має вигляд (45), то, використовуючи
спiввiдношення (47), (48) i позначення (17), маємо

d1 =

T∫
0

V (t)C(t)λ∗dt = Λ11λ
∗,

d2 =

T∫
0

Ψ(t)C(t)λ∗dt = Λ21λ
∗.
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Отже, система (22) при вказаному виборi функцiї u(t) набирає вигляду

Λ11(λ− λ∗) + Λ12µ = 0, Λ21(λ− λ∗) + Λ22µ = 0. (49)

За умови леми однорiдна система (49) має лише тривiальний розв’язок, а тому маємо
λ− λ∗ = 0, µ = 0.

Теорема 1. Якщо матрицi

Ω =

T∫
0

Ψ(t)Φ(t)dt (50)

i Λ, що визначається формулою (23), невиродженi, то задача (1), (2) рiвнозначна iнте-
гральному рiвнянню

u(t) = g(t) +

T∫
0

H(t, s)u(s)ds. (51)

Доведення. Нехай u∗(t) — розв’язок iнтегрального рiвняння (51), тобто правильною
є рiвнiсть

u∗(t) = g(t) +

T∫
0

H(t, s)u∗(s)ds. (52)

Побудуємо функцiю

x∗(t) = h(t) +

T∫
0

G(t, s)u∗(s)ds (53)

i вектори

λ∗ = σ −
T∫

0

Γ(s)u∗(s)ds, (54)

µ∗ = τ −
T∫

0

W (s)u∗(s)ds. (55)

Тодi, використавши формулу (41), яка правильна при довiльнiй функцiї u(t), зокрема при
u∗(t), i рiвнiсть (52) та позначення (50), отримаємо

Ωµ∗ = 0. (56)
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Оскiльки за умовою теореми матриця Ω невироджена, то з рiвностi (56) випливає µ∗ = 0,
тобто, враховуючи зображення (55), маємо

T∫
0

W (s)u∗(s)ds = τ. (57)

Покладемо тепер у рiвностi (32) u(t) = u∗(t) i вiзьмемо до уваги, що в цьому випадку
λ = λ∗ i µ = µ∗ = 0. В результатi отримаємо

p(t) + C(t)λ∗ = g(t)−
T∫

0

R(t, s)u∗(s)ds. (58)

За допомогою формул (43), (44), поклавши в них y(t) = u∗(t), рiвностей (52), (58),
позначень (9), (35) i властивостей (37) неважко переконатись у тому, що вирази (53) та
(54) — це розв’язок задачi (1), (2). Справдi,

C(t)λ∗ + f(t)−
(

d

dt
+ P (t)

)
x∗(t) = C(t)λ∗ + p(t) +

T∫
0

K(t, s)u∗(s)ds− u∗(t) =

= g(t)−
T∫

0

R(t, s)u∗(s)ds +

T∫
0

K(t, s)u∗(s)ds− u∗(t) =

= g(t) +

T∫
0

H(t, s)u∗(s)ds− u∗(t) = 0,

T∫
0

S(t)x∗(t)dt =

T∫
0

S(t)h(t)dt +

T∫
0

V (t)u∗(t)dt =

= α− β −
T∫

0

V (t)

g(t) +

T∫
0

H(t, s)u∗(s)ds

 dt = α− β + β = α.

Навпаки, нехай (x∗(t), λ∗) — розв’язок задачi (1), (2), тобто правильною є рiвнiсть

C(t)λ∗ + f(t)−
(

d

dt
+ P (t)

)
x∗(t) = 0. (59)

Встановимо, що функцiя

u∗(t) =
(

d

dt
+ A(t)

)
x∗(t) (60)
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задовольняє рiвняння (51). Для цього використаємо лему 3, згiдно з якою у випадку, коли
функцiя u(t) має вигляд (60), правильними є рiвностi (46). Отже, виконуються рiвностi
(57) та (58).

На основi формул (43), (58), (59) iз урахуванням позначення (35) остаточно маємо

g(t) +

T∫
0

H(t, s)u∗(s)ds− u∗(t) =

= g(t)−
T∫

0

R(t, s)u∗(s)ds +

T∫
0

K(t, s)u∗(s)ds− u∗(t) =

= p(t) + C(t)λ∗ +

T∫
0

K(t, s)u∗(s)ds− u∗(t) =

= C(t)λ∗ + f(t)−
(

d

dt
+ P (t)

)
x∗(t) = 0.

Зауваження 3. Як видно iз доведення теореми, умову, накладену на матрицю Ω, мо-
жна замiнити слабкiшою умовою: розв’язок iнтегрального рiвняння (51) задовольняє рiв-
нiсть (57).

За вiдсутностi умови щодо матрицi Ω задача (1), (2) рiвнозначна iнтегральному рiв-
нянню (51) з обмеженнями (57).

Теорема 2. За умови теореми 1 задача (1), (2) має єдиний розв’язок лише тодi, коли
iснує єдиний розв’язок рiвняння (51).

Якщо спектральний радiус ρ(H) iнтегрального оператора

(Hu)(t) =

T∫
0

H(t, s)u(s)ds (61)

менший за одиницю, то iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2).

Доведення. Припустимо, що iснує єдиний розв’язок рiвняння (51), а задача (1), (2) має
два розв’язки (x∗(t), λ∗) та (x(t), λ), до того ж

x∗(t) 6= x(t), λ∗ 6= λ. (62)

Тодi згiдно з теоремою 1 функцiї, що визначаються формулами (60) i

u(t) =
(

d

dt
+ A(t)

)
x(t), (63)

є розв’язками рiвняння (51). Оскiльки за припущенням u∗(t) = u(t), то на основi виразiв
(60), (63) i того факту, що функцiї x∗(t) та x(t) задовольняють крайовi умови, маємо(

d

dt
+ A(t)

)
(x∗(t)− x(t)) = 0, x∗(0)− x(0) = D (x∗(T )− x(T )) .
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Звiдси згiдно з припущенням щодо крайової задачi (3) випливає x∗(t) = x(t), а з ураху-
ванням ще й виразу (24)

λ∗ − λ =

T∫
0

Γ(s) (u∗(s)− u(s)) ds = 0,

тобто λ∗ = λ, що суперечить припущенню (62).
Аналогiчно встановлюється обернене твердження. Справдi, припустимо, що iснує єди-

ний розв’язок задачi (1), (2), а рiвняння (51) має два розв’язки u∗(t) та u(t), до того ж

u∗(t) 6= u(t). (64)

Тодi за теоремою 1 задача (1), (2) має розв’язки вигляду (53), (54) i

x(t) = h(t) +

T∫
0

G(t, s)u(s)ds, λ = σ −
T∫

0

Γ(s)u(s)ds,

а використовуючи їх, маємо

T∫
0

G(t, s) (u∗(s)− u(s)) ds = 0,

оскiльки за припущенням x∗(t) = x(t). Звiдси на пiдставi властивостi функцiї Грiна оче-
видним чином випливає u∗(t) = u(t), що суперечить припущенню (64).

Твердження другої частини теореми є очевидним, оскiльки вiдома умова ρ(H) < 1
гарантує iснування та єдинiсть розв’язку iнтегрального рiвняння (51).

Зауваження 4. Як вiдомо [7], збiльшення n у розмiрностях матриць Φ(t) та Ψ(t) сприяє
зменшенню спектрального радiуса оператора (61).

3. Побудова наближених розв’язкiв. Для побудови наближених розв’язкiв задачi (1),
(2) можна використати iснуючi наближенi методи, зокрема проекцiйнi, iтерацiйнi чи ме-
тоди проекцiйно-iтеративного типу. При цьому iснують два пiдходи до їх побудови. Згiдно
з першим диференцiальна задача зводиться до рiвнозначного iнтегрального рiвняння, до
якого застосовується певний наближений метод, i з допомогою отриманого наближення
та простої диференцiальної задачi знаходиться розв’язок задачi (1), (2). При другому пiд-
ходi потрiбно використовувати чи розробляти наближенi методи, якi безпосередньо за-
стосовуються до диференцiальної задачi, а рiвнозначне iнтегральне рiвняння використо-
вувати при обґрунтуваннi методу. Нижче пропонується один iз таких методiв проекцiйно-
iтеративного типу.

Суть методу полягає в тому, що наближенi розв’язки задачi (1), (2) визначаємо iз кра-
йової задачi

dxk

dt
+ A(t)xk = yk(t), xk(0) = γ + Dxk(T ), (65)
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в якiй

yk(t) = C(t)λk + f(t) + B(t)zk(t), (66)

матриця B(t) має вигляд (5) i

zk(t) = xk−1(t) + δk(t), k ≥ 1. (67)

Функцiя δk(t) — це розв’язок крайової задачi

dδk

dt
+ A(t)δk = Φ(t)µk, δk(0) = Dδk(T ), (68)

а невiдомi параметри λk ∈ Rl та µk ∈ Rn визначаються з умов

T∫
0

S(t)xk(t)dt = α,

T∫
0

Ψ(t)(yk(t)− yk−1(t)− Φ(t)µk)dt = 0. (69)

За умови, що крайова задача (3) має єдиний розв’язок, метод (65) – (69) рiвнозначний
проекцiйно-iтеративному методу щодо iнтегрального рiвняння (7) з обмеженням (8).

Справдi, нехай

wk(t) = yk−1(t) + Φ(t)µk, (70)

тодi на основi формул (67), (68) i (65), замiнивши в останнiй iндекс k на k−1, будемо мати

dzk

dt
+ A(t)zk = wk(t), zk(0) = γ + Dzk(T ). (71)

Розв’язавши задачi (65) та (71), отримаємо

zk(t) = h(t) +

T∫
0

G(t, s)wk(s)ds, xk(t) = h(t) +

T∫
0

G(t, s)yk(s)ds, (72)

а пiдставивши цi розв’язки у формули (66) та (69) вiдповiдно i врахувавши позначення (9),
(10) та (70) вiдповiдно, одержимо

yk(t) = p(t) + C(t)λk +

T∫
0

K(t, s)wk(s)ds, (73)

T∫
0

V (t)yk(t)dt = β,

T∫
0

Ψ(t)(yk(t)− wk(t))dt = 0. (74)
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Отже, якщо покласти в проекцiйно-iтеративному методi (11) – (13) щодо iнтегрально-
го рiвняння (7) з обмеженням (8)

u(t) = yk−1(t), y(t) = yk(t), λ = λk, µ = µk, w(t) = wk(t), (75)

то неважко помiтити, що формули (70), (73) та (74) визначають той самий метод.
Звiдси випливає, що результати, висвiтленi у попередньому пунктi, правильнi i для

розглядуваного методу. Зокрема, для знаходження параметрiв λk та µk отримаємо систе-
му алгебраїчних рiвнянь

Λ11λk + Λ12µk = d1k, Λ21λk + Λ22µk = d2k. (76)

З урахуванням (75) систему (76) запишемо у виглядi

d1k = β −
T∫

0

V (t)

p(t) +

T∫
0

K(t, s)yk−1(s)ds

 dt,

d2k = −
T∫

0

Ψ(t)

p(t) +

T∫
0

K(t, s)yk−1(s)ds− yk−1(t)

 dt,

а вирази (24) – (26) наберуть вигляду

λk = σ −
T∫

0

Γ(s)yk−1(s)ds, µk = τ −
T∫

0

W (s)yk−1(s)ds, (77)

yk(t) = g(t) +

T∫
0

H(t, s)yk−1(s)ds. (78)

Формула (78) засвiдчує той факт, що метод (65) – (69) можна звести до методу послi-
довних наближень для iнтегрального рiвняння (51).

Теорема 3. Якщо матрицi Λ та Ω, що визначаються формулами (23) та (50), неви-
родженi i спектральний радiус iнтегрального оператора (61) менший за одиницю, то
iснує єдиний розв’язок (x∗(t), λ∗) задачi (1), (2) i послiдовнiсть {(xk(t), λk), k ≥ 0, }, по-
будована за методом (65) – (69), збiгається до цього розв’язку, тобто

lim
k→∞

xk(t) = x∗(t), lim
k→∞

λk = λ∗, (79)

а також

lim
k→∞

µk = 0. (80)
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Доведення. Умова ρ(H) < 1 гарантує iснування єдиного розв’язку u∗(t) iнтегрального
рiвняння (51) i збiжнiсть за нормою L2([0, T ], Rm) послiдовностi (78) до цього розв’язку,
тобто

lim
k→∞

yk(t) = u∗(t). (81)

Отже, згiдно з теоремою 2 iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2) i, як встановлено при до-
веденнi теореми 1, правильними є спiввiдношення (53) – (55). Використавши їх i формули
(72), (77), отримаємо

x∗(t)− xk(t) =

T∫
0

G(t, s)(u∗(s)− yk(s))ds, (82)

λ∗ − λk =

T∫
0

Γ(s)(yk−1(s)− u∗(s))ds, (83)

µ∗ − µk =

T∫
0

W (s)(yk−1(s)− u∗(s))ds. (84)

Перейшовши до границi в рiвностях (82) – (84) i врахувавши вираз (81) та лему 3, згiдно з
якою µ∗ = 0, отримаємо спiввiдношення (79) та (80).

Зауваження 5. Використавши норму оператора (61) i вiдомi оцiнки похибки методу
послiдовних наближень (78) щодо iнтегрального рiвняння (51), за допомогою формул
(82) – (84) та норм iнтегральних операторiв, що в них фiгурують, i властивостей (36) мо-
жна встановити оцiнки похибки методу (65) – (69).

Зауваження 6. При розробцi обчислювальних схем доцiльно формулу (66) записати у
виглядi

yk(t) = C(t)λk + B(t)δk(t) + vk(t), (85)

де

vk(t) = f(t) + B(t)xk−1(t), k ≥ 1, (86)

i побудувати матрицю U(t) розмiру m× n, яка є розв’язком задачi(
d

dt
+ A(t)

)
U(t) = Φ(t), U(0) = DU(T ). (87)

Тодi єдиний розв’язок задачi (68) можна зобразити у виглядi

δk(t) = U(t)µk, (88)
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а при формуваннi матрицi Λ (23) використати рiвнiсть

Z(t) = B(t)U(t), (89)

правильнiсть якої безпосередньо випливає iз позначень (14), (10) та задачi (87).
Взявши до уваги формули (85) – (89), можна дати рекомендацiї щодо побудови почат-

кового наближення. Одна iз них полягає в тому, що при k = 0 функцiю v0(t) задаємо
довiльним чином, зокрема можна взяти v0(t) = 0, якщо хоча б один iз векторiв σ чи γ
вiдмiнний вiд нульового, або v0(t) = f(t) чи

v0(t) = f(t) + B(t)h(t).

Функцiю y0(t) шукаємо у виглядi

y0(t) = C(t)λ0 + Z(t)µ0 + v0(t) (90)

i початкове наближення визначаємо iз задачi

dx0

dt
+ A(t)x0 = y0(t), x0(0) = γ + x0D(T ), (91)

вимагаючи при цьому, щоб справджувались умови

T∫
0

S(t)x0(t)dt = α,

T∫
0

Ψ(t)(y0(t)− Φ(t)µ0)dt = 0. (92)

Таким самим шляхом, як i вище, на основi формул (90) – (92) для визначення невiдомих
параметрiв λ0 та µ0 отримаємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (76), у якiй

d10 = β −
T∫

0

V (t)v0(t)dt, d20 = −
T∫

0

Ψ(t)v0(t)dt.

Зауваження 7. Частинним випадком запропонованого методу (65) – (69) є iтерацiйний
метод, згiдно з яким послiдовнi наближення також визначаються iз задачi (65), однак у
цьому випадку

yk(t) = C(t)λk + f(t) + B(t)xk−1(t)

i, очевидно, формули (67), (68) та друга умова (69) не використовуються.
Цей метод за умови, коли матриця Λ11, що визначається формулою (17), невиродже-

на, зводиться до методу послiдовних наближень для iнтегрального рiвняння (51), але його
ядро уже має вигляд

H(t, s) = K(t, s)−
T∫

0

C(t)∆11V (ξ)K(ξ, s)dξ,

де ∆11 — один iз блокiв матрицi (27).
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