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Boundary-value problems for a system of ordinary differential equations with a small parameter ε in the
equation and in a boundary-value condition are considered. We obtain conditions for a bifurcation of
solutions of a weakly perturbed linear boundary-value problem in a Banach space.

Рассматриваются краевые задачи для системы обыкновенных дифференциальных уравнений с
малым параметром ε в уравнении и в краевом условии. Получены условия бифуркации решений
слабовозмущенной линейной краевой задачи в банаховом пространстве.

1. Постановка задачi та попереднiй результат. Розглянемо у банаховому просторi B1 ди-
ференцiальне рiвняння

dx(t)
dt

= A(t)x(t) + εA1(t)x(t) + f(t), (1)

де вектор-функцiя f(t) дiє з вiдрiзка [a; b] у банахiв простiр B1 : f(t) ∈ C([a; b],B1) :=
:= {f(·) : [a;b] → B1, |||f ||| = supt∈[a;b] ‖f(t)‖}, C([a; b],B1) — банахiв простiр непе-
рервних на [a; b] вектор-функцiй; оператор-функцiї A(t) i A1(t), що дiють iз банахового
простору B1 в себе, сильно неперервнi [1, c. 141] з нормами |||A||| = supt∈[a;b] ‖A(t)‖ < ∞,
|||A1||| = supt∈[a;b] ‖A1(t)‖ < ∞, ε << 1 — малий параметр.

Разом з операторним рiвнянням (1) розглянемо крайову умову

`x(·) = α + ε`1x(·), (2)

де оператори ` i `1 є лiнiйними неперервними на [a; b] операторами, що дiють з прос-
тору C([a; b],B1) у банахiв простiр B2 : ` : C([a; b],B1) → B2, `1 : C([a; b],B1) →
→ B2, α — елемент простору B2 : α ∈ B2. Тодi пiд розв’язком рiвняння (1) будемо
розумiти розв’язок x(t) = x(t, ε) iнтегрального рiвняння

x(t, ε) = x0 +

t∫
a

(A(s)x(s) + εA1(s)x(s) + f(s))ds,
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який є неперервно диференцiйовним у кожнiй точцi t ∈ [a; b] i задовольняє рiвняння (1)
скрiзь на [a; b]. Отже, розв’язок x(t, ε) рiвняння (1) будемо шукати у просторi C1([a; b],B1)
неперервно диференцiйовних на [a; b] функцiй зi значеннями у банаховому просторi B1.

Задача

dx(t)
dt

= A(t)x(t) + f(t), (3)

`x(·) = α, (4)

яку отримуємо iз (1), (2) при ε = 0, називається породжуючою для крайової зада-
чi (1), (2).

Теорема 1 [2]. Якщо оператор Q = `U(·), що дiє з банахового простору B1 у бана-
ховий простiр B2, є узагальнено-оборотним, то неоднорiдна задача (3), (4) розв’язна
для тих i лише тих неоднорiдностей f(t) ∈ C([a; b],B1) та α ∈ B2, якi задовольняють
умову

PN(Q∗) ·

α− `

b∫
a

K(·, τ)f(τ)dτ

 = 0, (5)

i при цьому загальний розв’язок крайової задачi має вигляд

x(t) = U(t)PN(Q)c + U(t)Q−α + (G[f ])(t),

де U(t) — еволюцiйний оператор одорiдного диференцiального рiвняння (3) [1, c. 147],
Q = `U(·) — оператор, отриманий пiдстановкою еволюцiйного оператора в крайову
умову (4); Q− — узагальнено-обернений оператор до оператора Q [3], PN(Q) = I −Q−Q
та PN(Q?) = I−QQ− — оператори проектування, якi проектують банахiв простiр B1

на ядро N(Q) i коядро N(Q?) оператора Q вiдповiдно; (G[f ])(t) — узагальнений опера-
тор Грiна задачi (3), (4), який дiє на вектор-функцiю f(t) ∈ C([a; b],B1) таким чином:

(G[f ])(t) :=

b∫
a

K(t, τ)f(τ)dτ − U(t)Q− · `
b∫

a

K(·, τ)f(τ)dτ.

Знайдемо умови бiфуркацiї розв’язкiв та структуру слабкозбуреної неоднорiдної кра-
йової задачi (1), (2) при умовi, що породжуюча задача (3), (4) не має розв’язку. Вирiшенню
цiєї проблеми у випадку B1 = Rn, B2 = Rm присвячено роботи [3 – 5]. Крiм того, умовам
бiфуркацiї множини обмежених на всiй осi R = (−∞; +∞) розв’язкiв слабкозбуреного
диференцiального рiвняння у банаховому просторi присвячено роботу [6]. Для злiченно-
вимiрних систем у так званому некритичному випадку, коли B1 = B2 = M, збуренi задачi
розглядались у монографiї [7].

2. Основний результат. Припустимо, що породжуюча крайова задача (3), (4), отрима-
на iз (1), (2) при ε = 0, не має розв’язкiв при довiльних неоднорiдностях f(t) ∈ C([a; b],B1)
у диференцiальнiй системi i довiльних α ∈ B2 у крайовiй умовi (4). Згiдно з теоремою 1
це означає, що критерiй розв’язностi (5) крайової задачi (3), (4) не виконується.
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Виникає питання: чи можна за допомогою лiнiйних збурень зробити задачу (1), (2)
розв’язною, i якщо можна, то яким повинен бути доданок A1(t) у диференцiальнiй сис-
темi (1) i функцiонал `1x(·) у крайовiй умовi (2), щоб крайова задача (1), (2) була скрiзь
розв’язною? Вiдповiдь на це питання дає оператор B0,

B0 = PN(Q∗)

`1U(·)PN(Q) − `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)U(τ)PN(Q)dτ

 : B1 → B2, (6)

побудований з урахуванням збурюючих доданкiв A1(t) i `1. Використавши метод Вiшика –
Люстерника [8], знайдемо ефективнi коефiцiєнтнi умови виникнення розв’язку крайової
задачi (1), (2), який будемо шукати у виглядi частини ряду Лорана за степенями малого
параметра ε i який мiстить один доданок iз вiд’ємним степенем ε :

x(t, ε) =
+∞∑
i=−1

εixi(t). (7)

Пiдставимо ряд (7) у крайову задачу (1), (2) i прирiвняємо коефiцiєнти при однакових
степенях ε.

При ε−1 приходимо до однорiдної крайової задачi

ẋ−1(t) = A(t)x−1(t), (8)

`x−1(·) = 0. (9)

Згiдно з теоремою 1 задача (8), (9) має розв’язок

x−1(t, c−1) = U(t)PN(Q)c−1 (10)

для довiльного елемента c−1 ∈ B1, який буде визначено нижче.
Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε0, одержуємо крайову задачу для визначення коефi-

цiєнта x0(t) :

ẋ0(t) = A(t)x0(t) + A1(t)x−1(t, c−1) + f(t), (11)

`x0(·) = α + `1x−1(·, c−1). (12)

Критерiй розв’язностi (5) лiнiйної неоднорiдної крайової задачi (11), (12) згiдно з тео-
ремою 1 має вигляд

PN(Q∗)

α + `1U(·)PN(Q)c−1 − `

b∫
a

K(·, τ)
(
A1(τ)U(τ)PN(Q)c−1 + f(τ)

)
dτ

 = 0,
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звiдки отримуємо рiвняння вiдносно елемента c−1 банахового простору B1 :

B0c−1 = −PN(Q∗)

α− `

b∫
a

K(·, τ)f(τ)dτ

 , (13)

де оператор B0 має вигляд (6).
Припустимо, що оператор B0 : B1 → B2 є узагальнено-оборотним [5, c. 39]. Будемо

позначати через B−
0 : B2 → B1 [3] узагальнено-обернений оператор до оператора B0.

Тодi, як показано в [9], вiн є нормально-розв’язним i iснують обмеженi проекториPN(B0) :
B1 → N(B0) та PY : B2 → Y, якi iндукують розбиття B1 i B2 в прямi топологiчнi суми
замкнених пiдпросторiв

B1 = N(B0)⊕X,

B2 = Y ⊕R(B0).

Внаслiдок нормальної розв’язностi оператора B0 рiвняння (13) є розв’язним [10] тодi i
тiльки тодi, коли його права частина задовольняє умову

PN(B∗
0 )PN(Q∗)

α− `

b∫
a

K(·, τ)f(τ)dτ

 = 0.

Остання умова виконується, якщо буде виконано умову

PN(B∗
0 )PN(Q∗) = 0, (14)

а операторне рiвняння (13) при цьому буде мати множину розв’язкiв у виглядi

c−1 = −B−
0 PN(Q∗)

α− `

b∫
a

K(·, τ)f(τ)dτ

 + PN(B0)cρ, (15)

де cρ — довiльний елемент банахового простору B1 : cρ ∈ B1.
Розв’язок (15) можна записати у виглядi

c−1 = c−1 + PN(B0)cρ,

де

c−1 = −B−
0 PN(Q∗)

α− `

b∫
a

K(·, τ)f(τ)dτ

 .

Пiдставляючи c−1 у (10), отримуємо множину розв’язкiв крайової задачi (8), (9):

x−1(t, cρ) = x−1(t, c−1) + U(t)PN(Q)PN(B0)cρ ∀cρ ∈ B1,

x−1(t, c−1) = U(t)PN(Q)c−1,
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а крайова задача (11), (12) має множину розв’язкiв

x0(t, c0) = U(t)PN(Q)c0 + U(t)Q−(α + `1x−1(·, cρ)) + (G[A1(·)x−1(·, cρ) + f(·)])(t), (16)

де оператор (G[·])(t) — узагальнений оператор Грiна задачi (3), (4), визначений у теоре-
мi 1, а c0 ∈ B1 — довiльний елемент простору B1, що буде визначений на наступному
кроцi iтерацiйного процесу.

Використавши лiнiйнiсть узагальненого оператора Грiна, сiм’ю розв’язкiв (16) запи-
шемо у виглядi

x0(t, c0, cρ) = U(t)PN(Q)c0 +H0(t)PN(B0)cρ + x̃0(t), (17)

де частинний розв’язок x̃0(t) неоднорiдної крайової задачi (11), (12) має вигляд

x̃0(t) = U(t)Q−(α + `1x−1(·, c−1)) + (G[A1(·)x−1(·, c−1) + f(·)])(t)

i
H0(t) = U(t)Q−`1U(·)PN(Q) + (G[A1(·)U(·)PN(Q)])(t).

При ε1 для визначення коефiцiєнта x1(t) приходимо до крайової задачi

ẋ1(t) = A(t)x1(t) + A1(t)x0(t, c0, cρ), (18)

`x1(·) = `1x0(·, c0, cρ). (19)

Критерiй розв’язностi крайової задачi (18), (19) має вигляд

PN(Q∗)

[
`1U(·)PN(Q)c0 + `1H0(·)PN(B0)cρ + `1x̃0(·)−

− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)
{
U(τ)PN(Q)c0 +H0(τ)PN(B0)cρ + x̃0(τ)

}
dτ

]
= 0,

звiдки отримуємо наступне рiвняння вiдносно елемента c0 банахового простору B1 :

B0c0 = −PN(Q∗)

`1H0(·)− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)H0(τ)dτ

PN(B0)cρ +

+ `1x̃0(·)− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)x̃0(τ)dτ

 . (20)

При тiй же умовi (14) операторне рiвняння (20) має множину розв’язкiв у виглядi

c0 = c0 +R0PN(B0)cρ ∀cρ ∈ B1, (21)
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де

R0 = I −B−
0 PN(Q∗)

`1H0(·)− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)H0(τ)dτ


i

c0 = −B−
0 PN(Q∗)

`1x̃0(·)− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)x̃0(τ)dτ

 .

Пiдставивши (21) у (17), знайдемо розв’язок крайової задачi (11), (12):

x0(t, cρ) = x0(t, c0) + X0(t)PN(B0)cρ ∀cρ ∈ B1,

де

x0(t, c0) = U(t)PN(Q)c0 + x̃0(t),

X0(t) = U(t)PN(Q)R0 +H0(t).

Тодi розв’язок крайової задачi (18), (19) можна записати у виглядi

x1(t, c1, cρ) = U(t)PN(Q)c1 +H1(t)PN(B0)cρ + x̃1(t), (22)

де частинний розв’язок x̃1(t) неоднорiдної крайової задачi (18), (19) є таким:

x̃1(t) = U(t)Q−`1x0(·, c0) + (G[A1(·)x0(·, c0)])(t)

i

H1(t) = U(t)Q−`1X0(·) + (G[A1(·)X0(·)])(t),

c1 ∈ B1 — довiльний елемент простору B1, який буде визначено на наступному кроцi
iтерацiйного процесу.

При ε2 для визначення коефiцiєнта x2(t) приходимо до крайової задачi

ẋ2(t) = A(t)x2(t) + A1(t)x1(t, c1, cρ), (23)

`x2(·) = `1x1(·, c1, cρ). (24)

Критерiй розв’язностi крайової задачi (23), (24) має вигляд

PN(Q∗)

[
`1U(·)PN(Q)c1 + `1H1(·)PN(B0)cρ + `1x̃1(·)−

− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)
{
U(τ)PN(Q)c1 +H1(τ)PN(B0)cρ + x̃1(τ)

}
dτ

]
= 0,
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звiдки одержуємо рiвняння вiдносно елемента c1 банахового простору B1 :

B0c1 = −PN(Q∗)

`1H1(·)− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)H1(τ)dτ

PN(B0)cρ +

+ `1x̃1(·)− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)x̃1(τ)dτ

 . (25)

При тiй же умовi (14) операторне рiвняння (25) має множину розв’язкiв у виглядi

c1 = −B−
0 PN(Q∗)

`1H1(·)− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)H1(τ)dτ

PN(B0)cρ +

+ `1x̃1(·)− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)x̃1(τ)dτ

 + PN(B0)cρ, (26)

де cρ — довiльний елемент банахового простору B1 : cρ ∈ B1.
Розв’язок (26) можна записати у виглядi

c1 = c1 +R1PN(B0)cρ, (27)

де

R1 = I −B−
0 PN(Q∗)

`1H1(·)− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)H1(τ)dτ


i

c1 = −B−
0 PN(Q∗)

`1x̃1(·)− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)x̃1(τ)dτ

 .

Пiдставивши (27) у (22), знайдемо розв’язок крайової задачi (18), (19):

x1(t, cρ) = x1(t, c1) + X1(t)PN(B0)cρ,

де
x1(t, c1) = U(t)PN(Q)c1 + x̃1(t),

X1(t) = U(t)PN(Q)R1 +H1(t).

Тодi розв’язок крайової задачi (23), (24) можна записати у виглядi

x2(t, c2, cρ) = U(t)PN(Q)c2 +H2(t)PN(B0)cρ + x̃2(t), (28)
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де частинний розв’язок x̃2(t) неоднорiдної крайової задачi (23), (24) є таким:

x̃2(t) = U(t)Q−`1x1(·, c1) + (G[A1(·)x1(·, c1)])(t)

i
H2(t) = U(t)Q−`1X1(·) + (G[A1(·)X1(·)])(t),

c2 ∈ B1 — довiльний елемент простору B1, який буде визначено на наступному кроцi
iтерацiйного процесу.

Дiючи за iндукцiєю, для визначення коефiцiєнта xi(t) при εi ряду (7) приходимо до
крайової задачi

ẋi(t) = A(t)xi(t) + A1(t)xi−1(t, ci−1, cρ), (29)

`xi(·) = `1xi−1(·, ci−1, cρ). (30)

При тiй же умовi (14) крайова задача (29), (30) має сiм’ю розв’язкiв

xi(t, cρ) = xi(t, ci) + Xi(t)PN(B0)cρ, (31)

де

xi(t, ci) = U(t)PN(Q)ci + U(t)Q−`1xi−1(·, ci−1) + (G[A1(·)xi−1(·, ci−1)])(t), i = 1, 2, . . . ,

ci = −B−
0 PN(Q∗)

[
`1U(·)Q−`1xi−1(·, ci−1) + `1(G[A1(·)xi−1(·, ci−1)])(·)−

− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)
{
U(τ)Q−`1xi−1(·, ci−1)+

+ (G[A1(·)xi−1(·, ci−1)])(τ)
}
(τ)dτ

]
, i = 0, 1, 2, . . . ,

c−1 = −B−
0 PN(Q∗)

α− `

b∫
a

K(·, τ)f(τ)dτ

 ,

Xi(t) = U(t)PN(Q)

[
I −B−

0 PN(Q∗){`1U(·)Q−`1Xi−1(·) + `1(G[A1(·)Xi−1(·)])(·)−

− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ){U(τ)Q−`1Xi−1(·) + (G[A1(·)Xi−1(·)])(τ)}dτ}

]
+

+ U(t)Q−`1Xi−1(·) + (G[A1(·)Xi−1(·)])(t), i = 1, 2, . . . ,
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X−1(t) = U(t)PN(Q).

Зауваження 1. Оскiльки
(
PN(Q)

)2 = PN(Q), то множина лiнiйно незалежних розв’язкiв
вигляду (31) залежить вiд розмiрностi пiдпростору оператора PN(Q)PN(B0).

Доведення абсолютної збiжностi отриманих рядiв при достатньо малому фiксованому
параметрi ε ∈ (0, ε∗] проводиться методом мажорування рядiв [3].

Отже, умову бiфуркацiї розв’язкiв крайової задачi (1), (2) у банаховому просторi мож-
на сформулювати таким чином.

Теорема 2. Нехай оператор Q = `U(·), що дiє з банахового простору B1 у банаховий
простiр B2, є узагальнено-оборотним i породжуюча крайова задача, отримана iз (1),
(2) при ε = 0, при довiльних неоднорiдностях f(t) ∈ C ([a; b],B1) та α ∈ B2 не має
розв’язкiв. Тодi якщо виконуються умови:

1) оператор B0 є узагальнено-оборотним;
2) PN(B∗

0 )PN(Q∗) = 0,
то неоднорiдна крайова задача (1), (2) розв’язна при довiльних неоднорiдностях f(t) ∈
∈ C ([a; b],B1) та α ∈ B2 i має ρ-параметричну сiм’ю розв’язкiв у виглядi ряду

x(t, ε, cρ) =
+∞∑
i=−1

εi
[
xi(t, ci) + Xi(t)PN(B0)cρ

]
∀cρ ∈ B1,

абсолютно збiжного при довiльних фiксованих ε ∈ (0, ε∗], а оператор B0 має вигляд (6)
i коефiцiєнти ряду визначаються таким чином:

xi(t, ci) =



U(t)PN(Q)c−1, якщо i = −1,

U(t)PN(Q)c0 + U(t)Q−(α + `1x−1(·, c−1))+
+(G[A1(·)x−1(·, c−1) + f(·)])(t), якщо i = 0,

U(t)PN(Q)ci + U(t)Q−`1xi−i(·, ci−1)+
+(G[A1(·)xi−1(·, ci−1)])(t), якщо i = 1, 2, . . . ,

ci =


−B−

0 PN(Q∗)

[
α− `

b∫
a

K(·, τ)f(τ)dτ

]
, якщо i = −1,

−B−
0 PN(Q∗)

[
`1x̃i(·)− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)x̃i(τ)dτ

]
, якщо i = 0, 1, . . . ,

Xi(t) =



U(t)PN(Q), якщо i = −1,

U(t)PN(Q)Ri + U(t)Q−`1U(·)PN(Q)+
+(G[A1(·)U(·)PN(Q)])(t), якщо i = 0,

U(t)PN(Q)Ri + U(t)Q−`1Xi−1(·)+
+(G[A1(·)Xi−1(·)])(t), якщо i = 1, 2, . . . ,

Ri = I −B−
0 PN(Q∗)

`1Hi(·)− `

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)Hi(τ)dτ

 , i = 0, 1, . . . ,
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де
Hi(t) = U(t)Q−`1Xi−1(·) + (G[A1(·)Xi−1(·)])(t), i = 1, 2, . . . ,

H0(t) = U(t)Q−`1U(·)PN(Q) + (G[A1(·)U(·)PN(Q)])(t).

Зауваження 2. Якщо позначити ρ = dim R
(
PN(Q)PN(B0)

)
, то потужнiсть множини лi-

нiйно незалежних розв’язкiв крайової задачi (1), (2) не буде перевищувати ρ.

3. Приклад. Розглянемо збурену крайову задачу (1), (2) iз злiченновимiрною матри-
цею A(t) та злiченновимiрним вектором-стовпчиком f(t) :

A(t) = diag {− tan t, 0,− tan t, 0, . . . ,− tan t, 0, . . .}, (32)

f(t) = col {f1(t), f2(t), . . . , fn(t), . . .} (33)

i крайовою умовою вигляду

`x(·) := Mx(0)−Nx
(π

3

)
= α, (34)

де

M =



2k︷ ︸︸ ︷
3 0 . . . 0 0 . . . 0 . . .
0 1 . . . 0 0 . . . 0 . . .

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 . . . 3 0 . . . 0 . . .
0 0 . . . 0 1 . . . 0 . . .


,

N =



2k︷ ︸︸ ︷
4 0 . . . 0 0 . . . 0 . . .
0 1 . . . 0 0 . . . 0 . . .

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 . . . 4 0 . . . 0 . . .
0 0 . . . 0 1 . . . 0 . . .


,

`1 = 0, α = col {α1, α2, . . . , α2k} ∈ R2k, αi = const, i = 1, 2k.

Розв’язок даної задачi будемо шукати у виглядi неперервно диференцiйовної вектор-
функцiї x(t) = col {x1(t), x2(t), . . . , xn(t), . . .} ∈ C1 ([a; b],M) зi значенням у просторi M.

Дiйсно, оператор A(t) дiє у цьому просторi й

|||A||| = sup
t∈[0;π

3
],i,j∈N

|aij(t)| = sup
t∈[0;π

3
]
| − tan(t)| ≤

√
3 < +∞.

Еволюцiйний оператор задачi має вигляд

U(t) = diag {cos t, 1, cos t, 1, . . . , cos t, 1, . . .}.
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Обернений до U(t) оператор

U−1(t) = diag
{

1
cos t

, 1,
1

cos t
, 1, . . . ,

1
cos t

, 1, . . .

}
,

Q = M −NU
(π

3
, 0

)
=



2k︷ ︸︸ ︷
1 0 . . . 0 0 . . . 0 . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . .

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 . . . 1 0 . . . 0 . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . .


,

Q− =



2k︷ ︸︸ ︷
1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

... . . .
...

...


.

Проектори вiдповiдно мають вигляд

PN(Q) = I −Q−Q = diag

0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
2k

, 1, 1, . . . , 1, . . .

 : M → M,

PN(Q∗) = I −QQ− =



2k︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 1


: R2k → R2k.
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Породжуюча задача розв’язна тодi i лише тодi, коли

α2 = −

π
3∫

0

f2(τ)dτ,

α4 = −

π
3∫

0

f4(τ)dτ,

(35)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

α2k = −

π
3∫

0

f2k(τ)dτ.

Припустимо, що породжуюча задача нерозв’язна, тобто умова (35) не виконується.
Тепер розглянемо, яким чином потрiбно збурити породжуючу задачу, щоб збурена

крайова задача (1), (2) iз злiченновимiрною матрицею A(t) вигляду (32), злiченновимiр-
ним вектором f(t) вигляду (33) i крайовою умовою вигляду (34) була завжди розв’язною
(навiть для тих f(t) ∈ C([a; b],M), α ∈ R2k, якi не задовольняють умову розв’язностi (35)).

Для розв’язання цiєї проблеми виберемо оператор A1(t), наприклад, у виглядi дiаго-
нальної злiченновимiрної матрицi A1(t) = diag {cos t, cos t, . . . , cos t, . . .} та знайдемо опе-
ратор B0, що в даному випадку є злiченновимiрною (2k ×∞)-матрицею:

B0 = PN(Q∗)

`

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)U(τ)PN(Q)dτ

 =

= PN(Q∗)

−N

π
3∫

0

U
(π

3

)
U−1(τ)A1(τ)U(τ)PN(Q)dτ

 =

=



2k︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . .

0 −
√

3
2

. . . 0 0 . . . 0 . . .

...
...

. . .
...

...
... 0

...
0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . .

0 0 . . . 0 −
√

3
2

. . . 0 . . .


.

Оператор B0 має узагальнено-обернений оператор (є злiченновимiрною (∞ × 2k)-
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матрицею) вигляду

B−
0 =



2k︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 0 0

0 − 2
√

3
3

. . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 − 2
√

3
3

0 0 . . . 0 0
...

... . . .
...

...


.

Проектори вiдповiдно мають вигляд

PN(B0) = I −B−
0 B0 = diag

1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0︸ ︷︷ ︸
2k

, 1, 1, . . . , 1, . . .

 ,

PN(B∗
0 ) = I −B0B

−
0 =



2k︷ ︸︸ ︷
1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 0


.

Умову PN(B∗
0 )PN(Q∗) = 0 теореми 2 завжди виконано

PN(B∗
0 )PN(Q∗) =



2k︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0


.

Згiдно з теоремою 2 крайова задача (1), (2) iз злiченновимiрною матрицею A(t) ви-
гляду (32), злiченновимiрним вектором-функцiєю f(t) вигляду (33) i крайовою умовою
вигляду (34) при довiльних неоднорiдностях f(t) ∈ C([a; b],M), α ∈ R2k має злiченну
кiлькiсть розв’язкiв

(
ρ = dim R

(
PN(Q)PN(B0)

)
= ∞

)
. Згiдно з класифiкацiєю С. Г. Крей-

на [11] така задача називається d-нормальною.
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