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This article deals with general problems regarding existence of invariant toroidal sets for linear and weakly
nonlinear impulsive systems of differential equations defined in direct product of m-measurable torus and
n-measurable Euclidean space. Some classes of problems for which the conditions of existence of invariant
toroidal manifolds are satisfied are invertigated.

Рассматриваются общие вопросы существования инвариантных тороидальных множеств ли-
нейной и слабонелинейной систем дифференциальных уравнений с импульсным воздействием,
определенных в прямом произведении m-мерного тора и n-мерного евклидового пространства.
Исследованы классы задач, для которых условия существования инвариантных тороидальных
множеств выполняются.

Теорiя iмпульсних диференцiальних рiвнянь використовується для математичного опису
процесiв та явищ, що характеризуються короткотермiновими збуреннями, тривалiстю
яких можна знехтувати. В останнi роки математична теорiя диференцiальних рiвнянь з
iмпульсним збуренням iнтенсивно розвивається. Одним iз головних питань є встановлен-
ня умов iснування iнварiантних множин iмпульсних систем та дослiдження їх стiйкостi.
Основними роботами в цьому напрямку є [1 – 3]. Умови iснування iнварiантних множин
експоненцiально дихотомiчної iмпульсної системи диференцiальних рiвнянь, визначеної
в прямому добутку тора й евклiдового простору, та їх гладкiсть дослiджено в роботi [4].
Дану статтю присвячено дослiдженню умов iснування iнтегральних множин лiнiйної та
слабконелiнiйної систем диференцiальних рiвнянь, визначених у прямому добутку тора й
евклiдового простору, та виокремлено деякi класи задач, для яких умови iснування мають
мiсце.

Дослiдимо питання iснування iнварiантних множин лiнiйної системи диференцiальних
рiвнянь, визначеної в прямому добутку m-вимiрного тора Tm i n-вимiрного евклiдового
простору Rn, яка пiддається iмпульсному збуренню в момент потрапляння точки в задану
множину фазового простору. Розглянемо систему рiвнянь

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= A(ϕ)x+ f(ϕ), ϕ 6∈ Γ,

(1)
∆x|ϕ∈Γ = B(ϕ)x+ g(ϕ),

де x ∈ Rn, ϕ ∈ Tm, A(ϕ) i B(ϕ) — неперервнi 2π-перiодичнi по кожнiй компонентi ϕj ,
j = 1, . . . ,m, матрицi, a(ϕ) — неперервна 2π-перiодична по кожнiй компонентi ϕj , j =
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= 1, . . . ,mфункцiя, f(ϕ) i g(ϕ) — неперервнi функцiї, 2π-перiодичнi по кожнiй компонен-
тi ϕj , j = 1, . . . ,m.

Вважатимемо, що множина Γ є пiдмножиною тора Tm, а саме, многовидом розмiр-
ностi m − 1, який визначається рiвнянням Φ(ϕ) = 0, де Φ(ϕ) — неперервна скалярна
2π-перiодична по ϕ функцiя.

Позначимо через ϕt(ϕ) розв’язок першого рiвняння системи (1) такий, що ϕ0(ϕ) = ϕ,
а через t = ti(ϕ) розв’язки рiвняння

Φ(ϕt(ϕ)) = 0. (2)

Розв’язки рiвняння (2) є моментами часу iмпульсної дiї в системi (1). Вважатимемо, що
рiвняння (2) має розв’язки t = ti(ϕ), бо iнакше система (1) була б не iмпульсною, а зви-
чайною динамiчною системою.

Лема 1. Для будь-якого розв’язку t = ti(ϕ) рiвняння (2) виконується рiвнiсть

ti(ϕ−t(ϕ))− ti(ϕ) = t (3)

для всiх ϕ ∈ Tm, t ∈ R.

Доведення. Якщо ti(ϕ) є розв’язком рiвняння (2), то для будь-якого ϕ ∈ Tm

Φ(ϕti(ϕ)(ϕ)) = 0.

Для будь-якого t ∈ R точка ϕ−t(ϕ) належить тору Tm. Тому, замiнюючи ϕ на ϕ−t(ϕ),
одержуємо

Φ(ϕti(ϕ−t(ϕ))(ϕ−t(ϕ)).

Тодi для деякого j i будь-яких ϕ ∈ Tm, t ∈ R

ti(ϕ−t(ϕ))− t = tj(ϕ). (4)

Якщо t = 0, то з (4) випливає, що ti(ϕ) = tj(ϕ) для будь-якого ϕ ∈ Tm, а отже i = j, що i
доводить лему.

Позначимо через Ωt
τ (ϕ) матрицант однорiдної системи диференцiальних рiвнянь з iм-

пульсною дiєю

dx

dt
= A(ϕt(ϕ))x, t 6= ti(ϕ),

(5)
∆x|t=ti(ϕ) = B(ϕti(ϕ)(ϕ))x,

залежної вiд ϕ ∈ Tm як вiд параметра. Зазначимо, що для однозначностi розв’язку систе-
ми (5) матриця (E + B(ϕti(ϕ)(ϕ))) повинна бути невиродженою для всiх ϕ ∈ Tm [1]. Тому
далi вважатимемо, що матриця E +B(ϕ) невироджена для ϕ ∈ Tm.

Нехай C(ϕ), ϕ ∈ Tm — неперервна матриця. Покладемо

G(t, τ, ϕ) =
{

Ωt
τ (ϕ)C(ϕt(ϕ)) при t ≥ τ,

Ωt
τ (ϕ)(C(ϕt(ϕ))− E) при t < τ

(6)
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i назвемо, аналогiчно [4], G(t, τ, ϕ) функцiєю Грiна – Самойленка системи рiвнянь

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = A(ϕ)x, ϕ 6∈ Γ,

∆x|ϕ∈Γ = B(ϕ)x,

якщо ‖G(t, τ, ϕ)‖ ≤ Ke−γ|t−τ | для деяких K > 0, γ > 0.
Функцiя G(t, τ, ϕ) задовольняє систему (5) при t 6= τ, тобто

d

dt
G(t, τ, ϕ) = A(ϕt(ϕ))G(t, τ, ϕ), t 6= ti(ϕ),

∆G(t, τ, ϕ)|t=ti(ϕ) = B(ϕti(ϕ)(ϕ))G(ti(ϕ), τ, ϕ),

а при t = τ вона має розрив першого роду зi стрибком G(τ + 0, τ, ϕ)−G(τ − 0, τ, ϕ) = E.

Легко перевiрити, що G(t, τ, ϕ) задовольняє рiвностi

G(t, τ, ϕ+ 2π) = G(t, τ, ϕ),
(7)

G(t, t+ τ, ϕ) = G(0, τ, ϕt(ϕ)).

Нехай матриця G(t, τ, ϕ) i функцiї ti(ϕ) такi, що функцiя xt(ϕ), залежна вiд ϕ ∈ Tm як
вiд параметра,

xt(ϕ) =

+∞∫
−∞

G(t, τ, ϕ)f(ϕτ (ϕ))dτ +
∑

−∞<ti(ϕ)<+∞

G(t, ti(ϕ) + 0, ϕ)g(ϕti(ϕ)(ϕ)), (8)

визначена для всiх t ∈ R i рiвномiрно обмежена. Покладемо xt(ϕ) = u(ϕt(ϕ)) i замiнимо
у (8) ϕ на ϕ−t(ϕ). Тодi з урахуванням (3) i (7)

u(ϕ) =

+∞∫
−∞

G(0, τ, ϕ)f(ϕτ (ϕ))dτ +
∑

−∞<ti(ϕ)<+∞

G(0, ti(ϕ) + 0, ϕ)g(ϕti(ϕ)(ϕ)). (9)

Якщо iнтеграл та сума в (9) є збiжними, то функцiя u(ϕ) визначає iнварiантну множину
системи рiвнянь (1)

x = u(ϕ), u(ϕ+ 2π) = u(ϕ).

Дiйсно, функцiя xt(ϕ) = u(ϕt(ϕ)) при t 6= ti(ϕ) задовольняє рiвняння

ẋ = A(ϕt(ϕ))x+ f(ϕt(ϕ)),

а при t = ti(ϕ) має стрибок

∆x = u(ϕti(ϕ)+0(ϕ))− u(ϕti(ϕ)−0(ϕ)) = B(ϕti(ϕ)(ϕ))u(ϕti(ϕ)−0(ϕ)) + g(ϕti(ϕ)−0(ϕ)).

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2010, т . 13, N◦ 2



IНВАРIАНТНI МНОГОВИДИ ОДНОГО КЛАСУ СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ . . . 243

Зауважимо, що для збiжностi iнтеграла та суми з (9) достатньо, щоб функцiя G(t, τ, ϕ)
задовольняла нерiвнiсть

‖G(t, τ, ϕ)‖ ≤ Ke−γ|t−τ | (10)

для всiх t, τ ∈ R, ϕ ∈ Tm при деяких K > 0 i γ > 0 i щоб розв’язки рiвняння (2) задоволь-
няли умову

ti+1(ϕ)− ti(ϕ) ≥ θ > 0 (11)

для всiх i ∈ Z, ϕ ∈ Tm i деякого θ > 0.
Беручи до уваги цi умови, з (9) отримуємо

‖u(ϕ)‖ ≤ 2K
γ

max
ϕ∈T m

‖f(ϕ)‖+
2K

1− e−γθ
max
ϕ∈T m

‖g(ϕ)‖ (12)

для всiх ϕ ∈ Tm.

Отже, справедливою є така теорема.

Теорема 1. Нехай в системi (1) 2π-перiодичнi функцiї f(ϕ) i g(ϕ) неперервнi на торi
Tm, матрицi A(ϕ) i B(ϕ) неперервнi на торi Tm i 2π-перiодичнi. Якщо матриця G(t, τ, ϕ)
задовольняє оцiнку (10) i функцiї ti(ϕ) задовольняють нерiвнiсть (11), то система (1)
має iнварiантну тороїдальну множину

x = u(ϕ), u(ϕ+ 2π) = u(ϕ),

де функцiя u(ϕ) кусково-неперервна з розривами першого роду на множинi Γ, до того ж
iснує додатна стала C, яка не залежить вiд функцiй f(ϕ) i g(ϕ), така, що

‖u(ϕ)‖ ≤ Cmax
{

max
ϕ∈T m

‖f(ϕ)‖ , max
ϕ∈T m

‖g(ϕ)‖
}
. (13)

Доведення. Якщо виконуються умови теореми, то iнварiантна множина x = u(ϕ)
визначається функцiєю u(ϕ) iз спiввiдношення (9). Оцiнка (13) випливає з (12), якщо
покласти

C = max
{

2K
γ
,

2K
1− e−γθ

}
.

Теорему доведено.
Розглянемо деякi класи задач, для яких матриця G(t, τ, ϕ) i коренi ti(ϕ) рiвняння (2)

задовольняють нерiвностi (10) i (11) вiдповiдно.
Покажемо, що якщо множину Γ задано таким чином:

Γ = {ϕ ∈ Tm : 〈b, ϕ〉 = 0(mod 2π)} , (14)

b = (b1, . . . , bm) ∈ Qm,
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то при деяких умовах, накладених на систему (1), рiвняння

〈b, ϕt(ϕ)〉 = 0(mod 2π)

має розв’язки, до того ж вiдстань мiж двома послiдовними розв’язками ti(ϕ) та ti+1(ϕ)
допускає оцiнку (11).

Далi вважатимемо, що компоненти bi, i = 1, . . . ,m, вектора b — цiлi числа з найбiль-
шим спiльним дiльником 1, тобто

bi ∈ Z, НСД (b1, b2, . . . , bm) = 1.

Лема 2. Нехай задано лiнiю Γ = {ϕ ∈ Tm : 〈b, ϕ〉 = 0(mod 2π)} на поверхнi тора
Tm. Тодi найменша вiдстань θ мiж будь-якими двома лiнiями на картi тора допускає
зображення

θ =
2π
‖b‖

, (15)

де

‖b‖ =
√
〈b, b〉.

Доведення. Нехай ϕ(1), ϕ(2) ∈ Γ — двi точки, якi лежать на сусiднiх звоях лiнiї Γ, тобто

〈b, ϕ(1)〉 = 2kπ,

〈b, ϕ(2)〉 = 2(k + 1)π.

Тодi

〈b, ϕ(2) − ϕ(1)〉 = 2π.

Позначимо d =
∥∥ϕ(2) − ϕ(1)

∥∥ , тодi

‖d‖ =
2π

‖b‖ cosα
,

де α — кут мiж d i b. Отже, найменша вiдстань мiж звоями лiнiї Γ

θ = min
α
d =

2π
‖b‖

.

Лема 3. Нехай задано систему диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю (1) та
множину Γ спiввiдношенням (14). Якщо ai(ϕ) > 0, bi > 0, i = 1, 2, . . . ,m, то вiдстань
мiж моментами iмпульсної дiї допускає оцiнку

ti+1(ϕ)− ti(ϕ) ≥ θ > 0,
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де

θ =
2π ‖q‖
〈b,Q〉

, (16)

qi = min
ϕ∈Tm

ai(ϕ), Qi = max
ϕ∈Tm

ai(ϕ), q = (q1, q2, . . . , qm), Q = (Q1, Q2, . . . , Qm).

Доведення. Оскiльки функцiя a(ϕ) неперервна на компактнiй множинi, то вона дося-
гає свого найбiльшого i найменшого значень на цiй множинi, тобто iснують

qi = min
ϕ∈Tm

ai(ϕ),

i = 1, 2, . . . ,m.

Qi = max
ϕ∈Tm

ai(ϕ),

Покладемо

min
ϕ∈Tm

a(ϕ) =

√√√√ m∑
i=1

qi = ‖q‖.

Введемо функцiю ψ = 〈b, ϕ〉. Тодi ψ̇ = 〈b, ϕ̇〉. Остаточно отримаємо систему

ϕ̇ = a(ϕ),
(17)

ψ̇ = 〈b, a(ϕ)〉,

де правi частини обох рiвнянь додатнi.
При ψ = 2kπ, k ∈ Z, розв’язки системи (17) будуть вiдповiдати моментам iмпульсної

дiї системи (1). Не порушуючи загальностi, розглянемо точку (ϕ0, 0), в якiй фазова крива
системи (17) перетинає пряму ψ = 0. Оскiльки всi ai(ϕ) > 0 i bi > 0, наступний iмпульс
виникне в момент перетину фазовою кривою системи (17) прямої ψ = 2π.

Розглянемо допомiжну систему

ϕ̇ = ω1,

ψ̇ = ω2,

де ω1 i ω2 — деякi додатнi константи. Тодi θ можна визначити як вiдстань по осi ϕ мiж
кiнцями вiдрiзка, проведеного пiд кутом α вiд точки (ϕ0, 0) до прямої ψ = 2π, де

tgα =
ω2

ω1
.

У цьому випадку

θ =
2π
tgα

.
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Повертаючись до системи (17), для оцiнки θ знизу потрiбно вибрати ω1 i ω2 так, щоб
tg α було найбiльшим. Тому

ω1 = min
ϕ∈Tm

a(ϕ),

ω2 = max
ϕ∈Tm

〈b, a(ϕ)〉.

Звiдси

θ =
2π ‖q‖
〈b,Q〉

.

Лему доведено.
Порiвняємо оцiнки (15) i (16):

2π
‖b‖

> 2π
‖q‖
〈b,Q〉

,

〈b,Q〉 > ‖b‖ ‖q‖ ,

‖b‖ ‖Q‖ cos (̂b,Q) > ‖b‖ ‖q‖ ,

cos (b̂, Q) >
‖q‖
‖Q‖

. (18)

Отже, при виконаннi умови (18) оцiнка (15) краща за оцiнку (16).
Таким чином, ми довели таку теорему.

Теорема 2. Нехай задано систему диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєї (1) i мно-
жину Γ = {ϕ ∈ Tm : 〈b, ϕ〉 = 0(mod 2π)}. Якщо ai(ϕ) > 0, bi > 0, i = 1, . . . ,m, то
вiдстань мiж двома послiдовними моментами iмпульсної дiї допускає оцiнку

ti+1(ϕ)− ti(ϕ) ≥ θ > 0,

де

θ =


2π
‖b‖

, якщо cos (b̂, Q) >
‖q‖
‖Q‖

,

2π
‖q‖
〈b,Q〉

, якщо cos (b̂, Q) ≤ ‖q‖
‖Q‖

.

Розглянемо обмеження, якi треба накласти на систему (1), щоб матриця G(t, τ, ϕ) за-
довольняла оцiнку (10). Нехай

Ω =
⋃

ϕ∈T m

Ωϕ,

де Ωϕ — ω-гранична множина пiвтраєкторiй ϕt(ϕ), ϕ ∈ Tm, t ∈ [0,+∞), а

α2 = max
j=1,...,n

ϕ∈Ω

λj

[
(E +B(ϕ))T (E +B(ϕ))

]
,

тобто λj

[
(E +B(ϕ))T (E +B(ϕ))

]
≤ α2, ϕ ∈ Ω =

⋃
ϕ∈T m Ωϕ ⊂ Tm, j = 1, . . . , n.
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Проведемо мiркування, аналогiчнi [5]. Зафiксуємо деяке ϕ∗ ∈ Tm та розглянемо ком-
пактну пiвтраєкторiю ϕt(ϕ∗), t ∈ [0,+∞). Множина її ω-граничних точок Ωϕ∗ — не по-
рожня, замкнена, iнварiантна, компактна та зв’язна множина [6], для якої lim

t→+∞
ρ(ϕt(ϕ∗),

Ωϕ∗) = 0. Якщо ϕ∗ ∈ Ωϕ∗ , то λj(ϕt(ϕ∗) ≤ α2, t ≥ 0, j = 1, . . . , n.
Нехай ϕ0 ∈ Ωϕ∗ . Тодi iснує послiдовнiсть {τn}∞n=1 така, що

lim
n→+∞

tn = +∞ i lim
n→+∞

ϕtn(ϕ∗) = ϕ0.

Розглянемо послiдовнiсть функцiйϕt+tn(ϕ∗), кожна з яких визначена при t ∈ [−tn,+∞).
З неперервностi розв’язку ϕt(ϕ) по ϕ випливає

lim
n→+∞

ϕt+tn(ϕ∗) = lim
n→+∞

ϕt(ϕtn(ϕ∗)) = ϕt(ϕ0) ⊂ Ωϕ∗ .

Звiдси

λj(ϕ0) ≤ α2 ⇒ λj(ϕt(ϕ0)) ≤ α2 ⇒

⇒ λj

[
lim

n→+∞
ϕt(ϕtn(ϕ∗))

]
≤ α2 ⇒ λj

[
lim

n→+∞
ϕt+tn(ϕ∗)

]
≤ α2.

Внаслiдок довiльностi ϕ∗ одержуємо умову

lim
t→+∞

λj

[
(E +B(ϕt(ϕ)))T (E +B(ϕt(ϕ)))

]
≤ α2 ∀ϕ ∈ Tm. (19)

Умова (19) означає, що для будь-якого ε1 > 0 та довiльного початкового значення ϕ ∈
∈ Tm iснує такий момент часу T (ϕ) > 0, що для всiх t ≥ T (ϕ) справджується умова

λj

[
(E +B(ϕt(ϕ)))T (E +B(ϕt(ϕ)))

]
≤ α2 + ε1, j = 1, . . . , n. (20)

Покажемо, що iснує такий скiнченний момент часу T > 0, не залежний вiд ϕ ∈ Tm, що
умова (20) буде виконуватися при будь-якому ϕ ∈ Tm.

Припустимо супротивне, тобто T = ∞. Розглянемо довiльну послiдовнiсть точок
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn, . . . на торi Tm. Тодi для кожної з цих точок iснує скiнченний момент ча-
су T (ϕi) такий, що для будь-якого t ≥ T (ϕi) виконується умова (20). Впорядкуємо дану
послiдовнiсть таким чином, щоб T (ϕi) ≤ T (ϕi+1), i = 1, 2, . . . .Оскiльки тор — компактна
множина, то з цiєї послiдовностi можна вибрати збiжну пiдпослiдовнiсть {ϕik} →

k→∞
ϕ∗ ∈ Ω.

Це означає, що iснує скiнченний момент часу T такий, що lim
k→+∞

T (ϕik) = T, але ми при-

пустили, що T = ∞. Ця суперечнiсть доводить, що iснуватиме такий скiнченний момент
часу T > 0, не залежний вiд ϕ ∈ Tm, що умова (20) буде виконуватися при будь-якому
ϕ ∈ Tm.

Позначимо через Xt
τ (ϕ) матрицант системи

dx

dt
= A(ϕt(ϕ))x,

залежної вiд ϕ ∈ Tm як вiд параметра.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2010, т . 13, N◦ 2



248 M. О. ПЕРЕСТЮК, П. В. ФЕКЕТА

Теорема 3. Нехай в системi (1) моменти часу iмпульсних збурень ti(ϕ) такi, що рiв-
номiрно по t iснує скiнченна границя

lim
T̃→∞

i(t, t+ T̃ )
T̃

= p, (21)

де i(t, t + T̃ ) — кiлькiсть точок послiдовностi ti(ϕ), що належать промiжку [t, t + T̃ ).
Позначимо через γ число, для якого виконується спiввiдношення∥∥Xt

τ (ϕ)
∥∥ ≤ K1e

γ(t−τ) (22)

для будь-якого t ≥ τ i деяких K1 > 0, γ ∈ R. Тодi якщо виконується нерiвнiсть

γ + p lnα < 0,

то матрицант Ωt
τ (ϕ) однорiдної системи з iмпульсним збуренням (5) допускає оцiнку∥∥Ωt

τ (ϕ)
∥∥ ≤ Ke−γ1(t−τ) (23)

для будь-якого t ≥ τ i деяких K > 0, γ1 > 0.

Доведення. Розглянемо матрицант Ωt
τ (ϕ) однорiдної задачi (5) для будь-якого t ≥ T.

Тодi
Ωt

τ (ϕ) = Ωt
T (ϕ) ΩT

τ (ϕ),

де матрицант Ωt
T (ϕ) на промiжку t ≥ T має вигляд

Ωt
T (ϕ) = Xt

ti(ϕ)

∏
T<tj(ϕ)<ti(ϕ)

(E +B(ϕtj(ϕ)(ϕ)))Xtj(ϕ)

tj−1(ϕ)(ϕ).

Тут t0(ϕ) = T, ti(ϕ) < t ≤ ti+1(ϕ). Позначимо D1 = maxϕ∈T m

∥∥ΩT
τ (ϕ)

∥∥ , тодi, беручи до
уваги умови (20) i (22), одержуємо оцiнку∥∥Ωt

τ (ϕ)
∥∥ ≤ K1D1e

γ(t−T )αi(T,t).

З iснування скiнченної границi (21) випливає, що для будь-якого ε2 > 0 можна вказати
таке K2 = K2(ε2) > 0, при якому

αi(T,t) ≤ K2e
(ε2+p ln α)(t−T ).

Тодi ∥∥Ωt
τ (ϕ)

∥∥ ≤ K1D1K2e
(ε2+γ+p ln α)(t−T ) = K1D1K2e

(ε2+γ+p ln α)(t−τ)e(ε2+γ+p ln α)(τ−T ).

Позначимо K = K1D1K2e
(ε2+γ+p ln α)(τ−T ). Для виконання оцiнки (23) достатньо, щоб

γ + p lnα < 0,

бо ε2 можна вибрати як завгодно малим.
Теорему доведено.
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Розглянемо умову (23) при τ = 0. Тодi∥∥Ωt
0(ϕ)

∥∥ ≤ Ke−γ1t при t ≥ 0, (24)

а функцiя G(0, τ, ϕ) матиме вигляд

G(0, τ, ϕ) =
{

Ω0
τ (ϕ) при τ ≤ 0,

0 при t > 0,
(25)

якщо покласти C(ϕ) ≡ E. Дiйсно, з нерiвностi (24) випливає∥∥Ω0
τ (ϕ)

∥∥ =
∥∥Ω−τ

0 (ϕτ (ϕ))
∥∥ ≤ Keγ1τ при τ ≤ 0,

що забезпечує виконання умови

‖G(0, τ, ϕ)‖ ≤ Ke−γ1|τ | при τ ∈ R.

З урахуванням (25) iнварiантний тороїдальний многовид x = u(ϕ) системи, для якої ви-
конуються умови теореми 3, набирає вигляду

u(ϕ) =

0∫
−∞

G(0, τ, ϕ)f(ϕτ (ϕ))dτ +
∑

ti(ϕ)<0

G(0, ti(ϕ) + 0, ϕ)g(ϕti(ϕ)(ϕ)). (26)

Нехай xt(ϕ) — довiльний розв’язок системи (1), а x∗t (ϕ) = u(ϕt(ϕ)) — розв’язок, що
належить iнварiантнiй множинi. Тодi, враховуючи (24) i (25), одержуємо

lim
t→∞

‖xt(ϕ)− u(ϕt(ϕ))‖ = 0.

Це означає, що iнварiантний многовид (26) є асимптотично стiйким.
Розглянемо випадок, коли матрична функцiя A(ϕ) на множинi Ω є сталою матрицею,

тобто A(ϕ) = Ã для всiх ϕ ∈ Ω, а функцiя B(ϕ) на множинi Ω — нульовою матрицею,
тобто B(ϕ) = 0 для всiх ϕ ∈ Ω. Це означає, що для всiх ϕ ∈ Tm

lim
t→∞

A(ϕt(ϕ)) = Ã,

(27)
lim
t→∞

B(ϕt(ϕ)) = 0.

Як вiдомо [7], якщо дiйснi частини власних чисел матрицi Ã вiд’ємнi, то матрицант
Xt

τ (ϕ) системи ẋ = A(ϕt(ϕ))x, залежної вiд ϕ ∈ Tm як вiд параметра, допускає оцiнку∥∥Xt
τ (ϕ)

∥∥ ≤ Ke−γ(t−τ),

для будь-якого t ≥ τ i деяких K, γ > 0. З урахуванням того, що

max
j=1,...,n

ϕ∈Ω

λj

[
(E +B(ϕ))T (E +B(ϕ))

]
= 1,
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однорiдна система з iмпульсним збуренням (5), для якої виконуються умови (27), задо-
вольняє умови теореми 3, а її матрицант Ωt

τ (ϕ) допускає оцiнку∥∥Ωt
τ (ϕ)

∥∥ ≤ K1e
−γ1(t−τ)

для будь-якого t ≥ τ i деяких K1 > 0, γ1 > 0.
Отже, ми довели таку теорему.

Теорема 4. Нехай система диференцiальних рiвнянь з iмпульсним збуренням (1) така,
що

lim
t→∞

A(ϕt(ϕ)) = Ã,

lim
t→∞

B(ϕt(ϕ)) = 0

для всiх ϕ ∈ Tm i Reλj(Ã) < 0, j = 1, 2, . . . , n. Тодi для будь-яких 2π-перiодичних непе-
рервних на торi Tm функцiй f(ϕ) i g(ϕ) система (1) має асимптотично стiйкий iнварi-
антний тороїдальний многовид.

Тепер наведемо достатнi умови iснування iнварiантних множин слабконелiнiйної си-
стеми диференцiальних рiвнянь з iмпульсним збуренням

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= A(ϕ)x+ f(ϕ, x), ϕ 6∈ Γ,

(28)
∆x|ϕ∈Γ = B(ϕ)x+ g(ϕ, x).

Тут матриця A(ϕ) i множина Γ такi ж самi, як i в системi (1), функцiї f(ϕ, x) та g(ϕ, x)
визначенi для всiх ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn, неперервнi, 2π-перiодичнi по ϕ i рiвномiрно по ϕ ∈ Tm

задовольняють умову Лiпшиця по x∥∥∥f(ϕ, x
′
)− f(ϕ, x

′′
)
∥∥∥ +

∥∥∥g(ϕ, x′)− g(ϕ, x
′′
)
∥∥∥ ≤ N

∥∥∥x′ − x
′′
∥∥∥ (29)

для всiх x
′
, x

′′ ∈ Rn.

Для довiльної функцiї D(ϕ) ∈ C(Tm) позначимо норму

‖D(ϕ)‖0 = max
ϕ∈T m

‖D(ϕ)‖,

де ‖·‖ — норма в Rn або у просторi матриць.
Доведемо наступну теорему.

Теорема 5. Якщо функцiя Грiна – Самойленка G(t, τ, ϕ) задовольняє нерiвнiсть (10), а
для розв’язкiв ti(ϕ) рiвняння (2) виконується нерiвнiсть (11), то для достатньо малої
сталої Лiпшиця N система (28) має iнварiантну тороїдальну множину

x = u(ϕ), u(ϕ+ 2π) = u(ϕ).
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Доведення. Будемо шукати iнварiантну множину системи (28) як границю послiдов-
ностi множин

M(k) : x = u(k)(ϕ), ϕ ∈ Tm, k = 1, 2, . . . , u0(ϕ) = 0,

кожна з яких є iнварiантною множиною системи

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= A(ϕ)x+ f(ϕ, u(k−1)(ϕ)), ϕ 6∈ Γ,

(30)

∆x|ϕ∈Γ = B(ϕ)x+ g(ϕ, u(k−1)(ϕ)).

За теоремою 1 система (30) має iнварiантну множину

x = u(k)(ϕ) =

+∞∫
−∞

G(0, τ, ϕ)f(ϕτ (ϕ), u(k−1)(ϕτ (ϕ))dτ+

+
∑

−∞<ti(ϕ)<+∞

G(0, ti(ϕ) + 0, ϕ)g(ϕti(ϕ)(ϕ), u(k−1)(ϕti(ϕ)(ϕ))) (31)

для кожного k = 1, 2, . . . . Беручи до уваги оцiнку (13) i умову (29), отримуємо∥∥∥u(1)(ϕ)
∥∥∥

0
= max

ϕ∈T m

∥∥∥u(1)(ϕ)
∥∥∥ ≤ 2Cmax{‖f(ϕ, 0)‖0 , ‖g(ϕ, 0)‖0},

∥∥∥u(k)(ϕ)
∥∥∥

0
≤

∥∥∥u(k)(ϕ)− u(1)(ϕ)
∥∥∥

0
+

∥∥∥u(1)(ϕ)
∥∥∥

0
≤

≤ 1
1− 2NC

∥∥∥u(1)(ϕ)
∥∥∥

0
≤ 2C

1− 2NC
max{‖f(ϕ, 0)‖0 , ‖g(ϕ, 0)‖0}.

Бiльш того, ∥∥∥u(k+1)(ϕ)− u(k)(ϕ)
∥∥∥

0
≤ 2NC

∥∥∥u(k)(ϕ)− u(k−1)(ϕ)
∥∥∥

0
. (32)

Якщо 2NC < 1, то з оцiнки (32) випливає, що послiдовнiсть функцiй uk(ϕ) рiвномiрно
збiжна. Нехай

u(ϕ) = lim
k→∞

u(k)(ϕ).

З рiвномiрної збiжностi послiдовностi u(k) випливає, що гранична функцiя u(ϕ) є 2π-
перiодичною та кусково-неперервною з розривами першого роду на множинi Γ. Перехо-
дячи до границi в (31) по k → ∞, бачимо, що функцiя u(ϕ) задовольняє рiвнiсть

x = u(k)(ϕ) =

+∞∫
−∞

G(0, τ, ϕ)f(ϕτ (ϕ), u(ϕτ (ϕ))dτ+

+
∑

−∞<ti(ϕ)<+∞

G(0, ti(ϕ) + 0, ϕ)g(ϕti(ϕ)(ϕ), u(ϕti(ϕ)(ϕ))).
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Тепер легко бачити, що x = u(ϕt(ϕ)) задовольняє рiвнiсть

dx

dt
= A(ϕt(ϕ))x+ f(ϕt(ϕ), x)

для ϕt(ϕ) 6∈ Γ, тобто при t 6= ti(ϕ), i умову стрибка

x(t+ 0)− x(t− 0) = B(ϕt(ϕ))u(ϕt−0(ϕ)) + g(ϕt−0(ϕ), u(ϕt−0(ϕ)))

для ϕt(ϕ) ∈ Γ, тобто при t = ti(ϕ). Отже, (x(t), ϕt(ϕ)) є розв’язком системи (28). Це
означає, що x = u(ϕ) визначає iнварiантну множину системи (28).

Теорему доведено.
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