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We find explicit estimates for closeness of trajectories of the exact and the averaged systems. It is shown that
the optimal control for the averaged system is ε-optimal for the exact system both on asymptotically finite(

of order
1
ε

)
and infinite time intervals.

Получены явные оценки близости траекторий точной и усредненной систем. Показано, что
оптимальное управление усредненной задачи является ε-оптимальным для точной как на асимп-

тотически конечных
(

порядка
1
ε

)
, так и бесконечных временных интервалах.

Вступ. При дослiдженнi задач оптимального керування ефективним виявився метод усе-
реднення, що дозволило звести розв’язання початкової неавтономної задачi до бiльш
простої усередненої задачi. Даним питанням присвячено низку робiт (див, наприклад, [1 –
4]). Отримано твердження про близькiсть розв’язкiв точної i вiдповiдної усередненої сис-
тем у нелiнiйному випадку i у випадку лiнiйних за керуванням задач на асимптотично

скiнченних
(

порядку
1
ε

)
iнтервалах (див. [5, 6]).

У данiй роботi одержано явнi оцiнки (за малим параметром) близькостi розв’язкiв
точної та вiдповiдної усередненої систем на скiнченному часовому iнтервалi та на пiвосi у
випадку перiодичної правої частини. Також знайдено умови, за яких оптимальне керуван-
ня усередненої задачi здiйснює наближений оптимальний синтез точної задачi.

Дослiдження на скiнченному часовому iнтервалi. Розглядається задача оптимального
керування системою диференцiальних рiвнянь

ẋ = εX(t, x, u),
(1)

x(0) = x0,

з критерiєм якостi

Jε(u) = Φ
(

x

(
T

ε
, u

))
,

де ε > 0 — малий параметр, x ∈ D — фазовий вектор, D — область в Rn, u ∈ U ⊂ Rm

— вектор керування, t ≥ 0, T > 0 — деяка константа, X — вектор-функцiя, перiодична
по t з перiодом Θ, Φ(x) — деяка функцiя.

Керування u(t) вважаються допустимими, якщо виконуються такi умови:
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a) u(t) є вимiрними, локально iнтегровними при t ≥ 0, u(t) ∈ U при t ≥ 0;
b) для кожного u(t) iснує стала u0 ∈ U така, що |u(t)− u0| ≤ ϕ(t), де ϕ(t) не залежить

вiд u i
∫∞
0 ϕ(t)dt = Cϕ < ∞;

c) для кожного керування u(t) iснує ε0 > 0 таке, що при 0 < ε < ε0 розв’язок задачi

Кошi (1) є визначеним i єдиним при t ∈
[
0,

T

ε

]
.

Множину допустимих керувань позначимо через F. Для кожного допустимого керування
u(t) позначимо через x(t, u) розв’язок системи (1) при u = u(t). Крiм того, позначимо
Jε = infu(t)∈F Jε(u).

Поставимо у вiдповiднiсть системi (1) на
[
0,

T

ε

]
усереднену систему

ẏ = εX0(y, ū),
(2)

y(0) = x0,

де X0(x, u) =
1
Θ

∫ Θ

0
X(t, x, u)dt. Для неї допустимi керування ū задовольняють такi ж

умови, що i допустимi керування задачi (1), де умова c) виконується для розв’язку зада-

чi Кошi (2). Позначимо J̄ε(ū) = Φ
(

y

(
T

ε
, ū

))
. Нехай u∗(t, ε) — оптимальне керування

усередненої системи (2), тобто J̄ε = inf
ū(t)∈F̄

J̄ε(ū) = J̄ε(u∗(t, ε)).

Справедливою є наступна лема.

Лема 1. Нехай в областi Q = {x ∈ D ⊂ Rn, t ≥ 0, u ∈ U ⊂ Rm} виконуються такi
умови:

1) X(t, x, u) є вимiрною по t, обмеженою та задовольняє умову Лiпшиця по x та u,
тобто |X(t, x, u)| ≤ K, |X(t, x1, u1)−X(t, x2, u2)| ≤ M(|x1 − x2|+ |u1 − u2|);

2) розв’язок ȳ = ȳ(t, u0), ȳ(0, u0) = x0, усередненої системи

˙̄y = εX0(ȳ, u0),
(3)

ȳ(0) = x0,

визначений при всiх t ≥ 0 i лежить в областi D разом з деяким ρ-околом, до того ж ρ не
залежить вiд u та ε.

Тодi для довiльного T > 0 iснує ε0 = min
{

ρ

4eTMMCϕ
,

ρ

2eTMKΘ(2 + MT )

}
таке, що

для довiльного 0 < ε < ε0 розв’язки x(t, u) i y(t, u) визначено на
[
0,

T

ε

]
i справджується

оцiнка

|x(t, u)− y(t, u)| ≤ Cε, дe C = eMT (2MCϕ + KΘ(2 + MT )).

Доведення. Для довiльного допустимого керування u(t) i ε > 0 оцiнимо на
[
0,

T

ε

]
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норму рiзницi мiж розв’язками системи (1) та системи

˙̄x = εX(t, x̄, u0),
(4)

x̄(0) = x0,

x̄(t) = x̄(t, u0), де u0 вибрано з умови b) для u(t). Переходячи в (1) i (4) до iнтегральних
зображень, для довiльного t ≥ 0 до виходу хоча б одного з розв’язкiв на межу областi D
маємо x(t) = x0+ε

∫ t
0 X(s, x(s), u(s))ds та x̄(t) = x0+ε

∫ t
0 X(s, x̄(s), u0)ds, де x(t) = x(t, u).

Оцiнимо рiзницю

|x(t)− x̄(t)| =

∣∣∣∣∣∣ε
t∫

0

[X(s, x(s), u(s))−X(s, x̄(s), u(s))]ds +

+ ε

t∫
0

[X(s, x̄(s), u(s))−X(s, x̄(s), u0)

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ εM

t∫
0

|x(s)− x̄(s)|ds + εM

t∫
0

|u(s)− u0|ds ≤ εM

t∫
0

|x(s)− x̄(s)|ds + εMCϕ.

З леми Гронуолла – Беллмана отримуємо оцiнку

|x(t)− x̄(t)| ≤ εMCϕeTM , (5)

справедливу до моменту виходу розв’язкiв на межу областi D.
Для розв’язкiв систем (3) i (4) справджується оцiнка

|x̄(t)− ȳ(t)| ≤ εC̃,

де C̃ = eTMKΘ(2 + MT ) згiдно з зауваженням 2 [1, с. 11]. Отже, при достатньо малих ε

розв’язок x̄(t) лежить в областi D при t ∈
[
0,

T

ε

]
. Тодi, враховуючи (5), маємо

|x(t)− ȳ(t)| ≤ |x(t)− x̄(t)|+ |x̄(t)− ȳ(t)| ≤ εMCϕeTM + εC̃ = ε(MCϕeTM + C̃). (6)

Розглянемо норму рiзницi мiж розв’язками систем (2) i (3). Аналогiчно (5) при t ∈

∈
[
0,

T

ε

]
отримуємо оцiнку |y(t)− ȳ(t)| ≤ εMCϕeTM , що справджується до моменту вихо-

ду розв’язкiв на межу областi D. Оскiльки ȳ(t) задовольняє умову 2 леми, то для достат-

ньо малих ε розв’язок y(t) лежить в областi D при t ∈
[
0,

T

ε

]
. Тодi, використовуючи (6),

знаходимо оцiнку |x(t)− y(t)| ≤ |x(t)− ȳ(t)|+ |ȳ(t)− y(t)| ≤ εeTM (2MCϕ + KΘ(2 + MT )).
Отже, |x(t)− y(t)| ≤ εC, де C = eTM (2MCϕ + KΘ(2 + MT )).

Лему доведено.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2010, т . 13, N◦ 2



150 Т. В. ДОБРОДЗIЙ

Теорема 1. Нехай в областi Q = {x ∈ D ⊂ Rn, t ≥ 0, u ∈ U ⊂ Rm} виконуються
такi умови:

1) X(t, x, u) є вимiрною по t, обмеженою та задовольняє умову Лiпшиця по x та u;
2) розв’язок ȳ = ȳ(t, u0), ȳ(0, u0) = x0, усередненої системи (3) визначений при всiх

t ≥ 0 i лежить в областi D разом з деяким ρ-околом, до того ж ρ не залежить вiд u
та ε;

3) функцiя Φ(x) задовольняє умову Лiпшиця з константою L в областi D;
4) iснує оптимальне керування u∗(t, ε) системи (2).

Тодi для будь-якого T > 0 iснує ε0 = min
{

ρ

4eTMMCϕ
,

ρ

2eTMKΘ(2 + MT )

}
таке, що

для довiльного 0 < ε < ε0 Jε > −∞ i виконується нерiвнiсть

|Jε(u∗(t, ε))− Jε)| ≤ ε(2LC + 1), де C = eTM (2MCϕ + KΘ(2 + MT )).

Доведення цiєї теореми є аналогiчним доведенню теореми [5] з використанням оцiнки,
що отримана в лемi 1.

Дослiдження на пiвосi. Будемо розглядати задачу оптимального керування системою
диференцiальних рiвнянь (1) з критерiєм якостi

J(u) =

∞∫
0

L(t, x, u)dt → inf,

де ε > 0 — малий параметр, t ≥ 0, x ∈ D — фазовий вектор, D — область Rn, u ∈ U ⊂
⊂ Rm — вектор керування, X — n-вимiрна вектор-функцiя, перiодична по t з перiодом Θ,
а для функцiї L(t, x, u) виконується умова |L(t, x, u)−L(t, y, u)| ≤ γ(t)|x−y|, де

∫∞
0 γ(t)dt =

= Cγ < ∞.

Керування u(t) вважаються допустимими, якщо виконуються умови a), b) з поперед-
нього пункту та

c1) для кожного керування u(t) iснує ε0 > 0 таке, що при ε < ε0 розв’язок задачi Кошi
(1) є визначеним i єдиним при t ≥ 0;

d1) |J(u)| < ∞.
Множину допустимих керувань задачi (1) позначимо через F.

Поставимо у вiдповiднiсть системi (1) при t ≥ 0 усереднену систему (2) з функцiона-
лом керування

J̄(ū) =

∞∫
0

L(t, y, ū)dt, де X0(x, u) =
1
Θ

Θ∫
0

X(t, x, u)dt, t ≥ 0.

Для неї допустимi керування ū задовольняють такi ж умови, що i допустимi керуван-
ня задачi (1), де умова c1) виконується для розв’язку задачi Кошi (2), а умова d1) — для
функцiонала J̄(ū). Множину допустимих керувань усередненої задачi позначимо через F̄ .
Крiм того, позначимо J∗ = infu(t)∈F J(u), J̄∗ = inf ū(t)∈F̄ J̄(ū).

Далi будемо вважати, що для усередненої системи виконуються такi умови:
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А1) для довiльної сталої u0 ∈ U розв’язок ȳ(τ) = ȳ(τ, u0) усередненої системи

dȳ

dτ
= X0(ȳ, u0),

(7)
ȳ(0) = x0, τ = εt,

визначений при всiх τ ≥ 0 i лежить в областi D разом з деяким ρ-околом, де ρ не залежить
вiд u0;

А2) розв’язок ȳ(τ) є експоненцiально стiйким, тобто iснує δ > 0 таке, що з нерiвностi

|ȳ(τ0, u0)− ȳ1(τ0, u0)| ≤ δ

випливає виконання нерiвностi

|ȳ(τ, u0)− ȳ1(τ, u0)| ≤ N |ȳ(τ0, u0)− ȳ1(τ0, u0)|e−α(τ−τ0) при τ ≥ τ0,

де N, α — деякi додатнi сталi, ȳ1(τ, u0) — довiльний розв’язок (7).

Лема 2. Нехай в областi Q = {t ≥ 0, x ∈ D ⊂ Rn, u ∈ U ⊂ Rm} виконуються такi
умови:

1) X(t, x, u) є вимiрною по t, обмеженою та задовольняє умову Лiпшиця по x та u,
тобто |X(t, x, u)| ≤ K, |X(t, x1, u1)−X(t, x2, u2)| ≤ M(|x1 − x2|+ |u1 − u2|);

2) виконуються умови A1) та A2).

Тодi для довiльного 0 < ε < ε̃0, де ε̃0 = min
{

δ

6C1 + C2
,

ρ

2C1(1 + 2N)
,

ρ

8(2C1 + C2)

}
,

розв’язки точної системи (1) та усередненої системи (2) визначено при t ≥ 0 та викону-
ється оцiнка |x(t, u)−y(t, u)| ≤ εC0 для кожного керування u(t), що задовольняє умови a)

та b), де C0 = 2C1(1+4N)+C2(1+N), C1 = MCϕ(2N)
M
α , C2 = (2N)

M
α KΘ

(
2 +

M ln 2N

α

)
.

Доведення. Для довiльного допустимого керування u(t) iснує u0 таке, що розв’язок
ȳ(τ, u0) усередненої системи (7) є експоненцiально стiйким, отже, виконується нерiвнiсть
|ȳ(τ, u0)− ȳ1(τ, u0)| ≤ Nδe−α(τ−τ0) при τ ≥ τ0, де N, α — деякi додатнi сталi, ȳ1(τ, u0) — до-
вiльний розв’язок (7). Знайдемо таке τ1 = τ0+T, починаючи з якого |ȳ(τ, u0)− ȳ1(τ, u0)| ≤

≤ δ

2
для деякого δ > 0, тобто Nδe−α(τ1−τ0) =

δ

2
, звiдки T =

ln 2N

α
. Отже, при всiх τ ≥ τ1

розв’язок ȳ1(τ, u0), що починається в δ-околi розв’язку ȳ(τ, u0), буде лежати в
δ

2
-околi

розв’язку ȳ1(τ, u0). Позначимо далi C1 = MCϕ(2N)
M
α , C2 = (2N)

M
α KΘ

(
2 +

M ln 2N

α

)
.

На пiдставi леми 1 для вказаного T > 0 при 0 < ε < ε0 (ε0 фiгурує в лемi 1) та при
τ ∈ [τ0, τ0 + T ] отримуємо ∣∣∣ȳ(τ, u0)− y

(τ

ε
, u

(τ

ε

))∣∣∣ ≤ εC1, (8)

де y
(τ

ε
, u

(τ

ε

))
— розв’язок системи (2) з керуванням u, що задовольняє умови a) i b).
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Розглянемо такий розв’язок ȳT (τ, u0) усередненої системи (7), що ȳT (T, u0) =

= y

(
T

ε
, u

(
T

ε

))
. Оскiльки ȳ(τ, u0) є експоненцiально стiйким, то, враховуючи нерiв-

нiсть |ȳ(T, u0)− ȳT (T, u0)| ≤ εC1, при 0 < ε <
δ

2C1
та при τ ≥ T маємо оцiнку |ȳ(τ, u0)−

−ȳT (τ, u0)| ≤ εNC1e
−α(τ−T ). Отже, справедливою є оцiнка |ȳ(τ, u0)− ȳT (τ, u0)| ≤ εNC1 ≤

≤ 2εNC1, τ ≥ T. При τ = 2T маємо оцiнку |ȳ(2T, u0) − ȳT (2T, u0)| ≤ εNC1e
−αT . Врахо-

вуючи, що e−αT =
1

2N
, одержуємо |ȳ(2T, u0)− ȳT (2T, u0)| ≤ εC1.

Тодi при τ ∈ [T, 2T ] справджується оцiнка

∣∣∣y (τ

ε
, u

(τ

ε

))
− ȳ(τ, u0)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣y (τ

ε
, u

(τ

ε

))
− ȳT (τ, u0)

∣∣∣+|ȳT (τ, u0)− ȳ(τ, u0)| ≤ εC1+2εNC1,

а отже, ∣∣∣y (τ

ε
, u

(τ

ε

))
− ȳ(τ, u0)

∣∣∣ ≤ εC1(1 + 2N), (9)

а при τ = 2T

∣∣∣∣y (
2T

ε
, u

(
2T

ε

))
− ȳ(2T, u0)

∣∣∣∣ ≤ 2εC1. (10)

Перевiримо справедливiсть отриманих оцiнок на промiжку [2T, 3T ]. Розглянемо такий

розв’язок ȳ2T (τ, u0) усередненої системи (7), що ȳ2T (2T, u0) = y

(
2T

ε
, u

(
2T

ε

))
. Врахо-

вуючи (10), маємо |ȳ2T (2T, u0) − ȳ(2T, u0)| ≤ 2εC1. Оскiльки ȳ(τ, u0) є експоненцiаль-
но стiйким, то має мiсце оцiнка |ȳ(τ, u0) − ȳT (τ, u0)| ≤ 2εNC1e

−α(τ−2T ) при τ ≥ 2T.
Зокрема, при τ ∈ [2T, 3T ] отримуємо оцiнку |ȳ(τ, u0) − ȳ2T (τ, u0)| ≤ 2εNC1, а при τ =
= 3T одержуємо |ȳ(3T, u0) − ȳ2T (3T, u0)| ≤ εC1. Тодi для довiльного τ ∈ [2T, 3T ] маємо∣∣∣y (τ

ε
, u

(τ

ε

))
− ȳ(τ, u0)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣y (τ

ε
, u

(τ

ε

))
− ȳ2T (τ, u0)

∣∣∣+|ȳ2T (τ, u0)−ȳ(τ, u0)| ≤ εC1(1+2N),

а при τ = 3T отримуємо
∣∣∣∣y (

3T

ε
, u

(
3T

ε

))
− ȳ(3T, u0)

∣∣∣∣ ≤ 2εC1.

Продовжуючи далi даний процес, встановлюємо оцiнку
∣∣∣y (τ

ε
, u

(τ

ε

))
− ȳ(τ, u0)

∣∣∣ ≤
≤ εC1(1 + 2N) для довiльного τ ≥ 0 i довiльного керування u(t), що задовольняє умо-
ви a) та b).

За лемою 1 для вказаного T > 0 iснує ε1 = min
{

δ

2C1
,

ρ

2C1(1 + 2N)
,

ρ

8(2C1 + C2)

}
таке, що при 0 < ε < ε1 на [τ0, τ0 + T ] розв’язки x

(τ

ε
, u

(τ

ε

))
та y

(τ

ε
, u

(τ

ε

))
визначенi,

лежать в областi D i задовольняють нерiвностi

∣∣∣x(τ

ε
, u

)
− y

(τ

ε
, u

)∣∣∣ ≤ C̃ε ≤ εCg, C̃ = eMT (2MCϕ + KΘ(2 + MT )), Cg = 4C1 + C2.

(11)
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Розглянемо такий розв’язок ȳT (τ, u0) усередненої системи (7), що ȳT (T, u0) =

= x

(
T

ε
, u

(
T

ε

))
, та розв’язок x̄T

(τ

ε
, u0

)
системи

dx̄

dτ
= X

(τ

ε
, x̄, u0

)
, x̄(0) = x0,

такий, що x̄T

(
T

ε
, u0

)
= x

(
T

ε
, u

(
T

ε

))
. На пiдставi леми 1 при 0 < ε < ε1 маємо оцiнку

∣∣∣x(τ

ε
, u

)
− x̄T

(τ

ε
, u0

)∣∣∣ ≤ εC1, τ ∈ [T, 2T ]. (12)

Згiдно з зауваженням 2 [1, с. 11]∣∣∣x̄T

(τ

ε
, u0

)
− ȳT (τ, u0)

∣∣∣ ≤ εC2, τ ∈ [T, 2T ], ε < ε1. (13)

Тодi з (8) та (11) одержуємо при 0 < ε < ε1 нерiвнiсть∣∣∣∣x(
T

ε
, u

)
− ȳ(T, u0)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x(
T

ε
, u

)
− y

(
T

ε
, u

)∣∣∣∣ +
∣∣∣∣y (

T

ε
, u

)
− ȳ(T, u0)

∣∣∣∣ ≤ ε(6C1 + C2),

звiдки |ȳT (T, u0)− ȳ(T, u0)| ≤ ε(6C1 + C2). Тодi з експоненцiальної стiйкостi отримуємо

|ȳT (τ, u0)− ȳ(τ, u0)| ≤ Nε(6C1 + C2)e−α(τ−T ) ≤ εN(6C1 + C2), τ ≥ T, (14)

при ε <
δ

6C1 + C2
. З (9), (12) – (14) при τ ∈ [T, 2T ] та при ε < ε̃0, де

ε̃0 = min
{

δ

6C1 + C2
,

ρ

2C1(1 + 2N)
,

ρ

8(2C1 + C2)

}
,

маємо ∣∣∣x(τ

ε
, u

)
− y

(τ

ε
, u

)∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣x(τ

ε
, u

)
− x̄T

(τ

ε
, u0

)∣∣∣ +
∣∣∣x̄T

(τ

ε
, u0

)
− ȳT (τ, u0)

∣∣∣ +

+ |ȳT (τ, u0)− ȳ(τ, u0)|+
∣∣∣ȳ(τ, u0)− y

(τ

ε
, u

)∣∣∣ ≤
≤ εC1 + εC2 + εN(6C1 + C2) + εC1(1 + 2N) =

= ε[2C1(1 + 4N) + C2(1 + N)],

a при τ = 2T ∣∣∣∣x(
2T

ε
, u

)
− y

(
2T

ε
, u

)∣∣∣∣ ≤ ε[4C1 + C2]. (15)
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З нерiвностей (10) та (15) знаходимо∣∣∣∣x(
2T

ε
, u

)
− ȳ(2T, u0)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x(
2T

ε
, u

)
− y

(
2T

ε
, u

)∣∣∣∣+∣∣∣∣y (
2T

ε
, u

)
− ȳ(2T, u0)

∣∣∣∣ ≤ ε(6C1+C2).

Продовжуючи даний процес, отримуємо оцiнку
∣∣∣x(τ

ε
, u

)
− y

(τ

ε
, u

)∣∣∣ ≤ ε[2C1(1+4N)+

+C2(1 + N)] для довiльного τ ≥ 0 i довiльного керування u(t), що задовольняє умови a)
та b).

Лему доведено.

Теорема 2. Нехай в областi Q = {t ≥ 0, x ∈ D ⊂ Rn, u ∈ U ⊂ Rm} виконуються
умови леми 2 та iснує оптимальне керування u∗ усередненої задачi (2).

Тодi iснує таке ε̃0 = min
{

δ

6C1 + C2
,

ρ

2C1(1 + 2N)
,

ρ

8(2C1 + C2)

}
, що для довiльного

0 < ε < ε̃0 J∗ > −∞ i виконується нерiвнiсть |J(u∗) − J∗| ≤ ε(1 + 2Cγ)C0, де C0 =

= 2C1(1 + 4N) + C2(1 + N), C1 = MCϕ(2N)
M
α , C2 = (2N)

M
α KΘ

(
2 +

M ln 2N

α

)
.

Доведення цiєї теореми є аналогiчним доведенню теореми [5] з використанням оцiнки,
що отримана в лемi 2.
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