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ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
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A new numerical-analytic algorithm for investigating boundary-value problems for semilinear differential
systems is suggested.

Предложен новый численно-аналитический алгоритм исследования краевых задач для полули-
нейных систем дифференциальных уравнений.

Одним iз напрямкiв теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, який бурхливо розвиваєть-
ся, є теорiя крайових задач. Рiзним її аспектам присвячено велику кiлькiсть робiт (див.,
наприклад, [1 – 9]). Серед них важливе мiсце займають питання iснування i наближеної
побудови розв’язкiв як лiнiйних, так i нелiнiйних крайових задач.

Розглянемо питання iснування i наближеної побудови розв’язкiв систем диференцi-
альних рiвнянь iз видiленою лiнiйною частиною

dx

dt
= A(t)x + f(t, x), x, f ∈ Rn, (1)

пiдпорядкованих лiнiйним крайовим умовам

`x = α, α ∈ Rn, (2)

де A(t) — (n× n)-вимiрна матриця з дiйсними компонентами, A(t) ∈ C[a, b], ` — лiнiйний
вектор-функцiонал, ` : C[a, b] → Rn, α ∈ Rn — сталий вектор.

Згiдно з теоремою Ф. Рiсса [10], для будь-якого лiнiйного функцiонала `, заданого на
просторi неперервних на [a, b] функцiй, iснує матричнозначна функцiя C(t) обмеженої
варiацiї така, що лiнiйний функцiонал можемо записати за допомогою iнтеграла Рiмана –
Стiльтьєса, а отже, можемо записати крайовi умови (2) у виглядi

b∫
a

[
dC(t)

]
x(t) = α.

Зауваження 1. Будь-яку визначену на [a, b] функцiю C(t) з обмеженою варiацiєю мож-
на подати у виглядi C(t) = C1(t) + C2(t), де C1(t) ∈ C[a, b], а C2(t) — стала функцiя
на [a, b], за винятком скiнченної або злiченної множини точок, у яких C2(t) має розриви
першого роду. У випадку скiнченної множини точок розриву з (1), (2) одержуємо лiнiйну
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40 I. I. КОРОЛЬ

багатоточкову крайову задачу. При цьому C1(t) = 0, а точками розриву функцiї C2(t) є
точки, значення розв’язку в яких входить у крайовi умови.

Припустимо, що:
A) det(F ) 6= 0, де F =

∫ b
a Z(s) ds =

∫ b
a [dC(t)]

∫ t
a Ωt

s ds, Z(s) =
∫ b
s [dC(τ)]Ωτ

s , Ωt
a —

матрицант вiдповiдної (1) лiнiйної однорiдної системи

dx

dt
= A(t)x. (3)

Крiм того, нехай при (t, x) ∈ [a, b] ×D, де D ⊂ Rn — замкнена обмежена область, вико-
нуються умови:

B) вектор-функцiя f(t, x) неперервна i виконуються оцiнки

|f(t, x)| ≤ M(t),
∣∣f(t, x′)− f(t, x′′)

∣∣ ≤ K(t)
∣∣x′ − x′′

∣∣ , (4)

де M(t) i K(t) — вiдповiдно вектор-функцiя i матриця-функцiя з невiд’ємними iнтегров-
ними компонентами, |f(t, x)| = col (|f1(t, x)|, . . . , |fn(t, x)|) i всi нерiвностi в роботi розгля-
даємо покомпонентно;

C) Dβ ≡ {ξ ∈ Rn|B(x0(t, ξ), β) ⊆ D, t ∈ [a, b]} 6= ∅,
де

x0(t, ξ) = Ωt
aξ, B(y, %) = {x ∈ Rn : |x− y| ≤ %}, β = β(ξ) = max

t∈[a,b]
(β1(t, ξ) + β2(t)),

β1(t, ξ) = |Ωt
aR(t)F−1(α−Gξ)|, β2(t) =

b∫
a

|L(t, s)|M(s)ds,

G = Z(a) = `Ω•
a =

b∫
a

[dC(t)]Ωt
a,

R(t) =

t∫
a

Ωa
sds, L(t, s) =

{
Ωt

s − Ωt
aR(t)F−1Z(s), 0 ≤ s ≤ t ≤ b,

−Ωt
aR(t)F−1Z(s), 0 ≤ t < s ≤ b;

D) найбiльше власне значення матрицi Q менше за одиницю,

Q = max
t∈[a,b]

b∫
a

|L(t, s)|K(s) ds.

Розглянемо оператор Q : C([a, b], Rn) → C([a, b], Rn), сiм’ю вiдображень Lξ : C([a, b],
Rn) → C([a, b], Rn) i вектор-функцiонал µ : C ([a, b], Rn) → Rn, де C([a, b], Rn) — простiр
неперервних при t ∈ [a, b] n-вимiрних вектор-функцiй, якi визначено згiдно з формулами

(Qx)(t) =

b∫
a

|L(t, s)|K(s)x(s)ds,
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(Lξx)(t) = Ωt
a

(
ξ + R(t)F−1(α−Gξ)

)
+

b∫
a

L(t, s)f(s, x(s))ds,

µ(x) = F−1

α−Gξ −
b∫

a

Z(s)f(s, x(s))ds

 .

Лема. Нехай виконується умова A. Тодi для того щоб функцiя ϕ(t), ϕ(a) = ξ була
розв’язком крайової задачi (1), (2), необхiдно i достатньо, щоб ϕ(t) була розв’язком
системи рiвнянь

x = Lξx, (5)

µ(x) = 0. (6)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай ϕ(t) є розв’язком системи рiвнянь (1). Тодi

ϕ(t) ≡ Ωt
aξ +

t∫
a

Ωt
sf(s, ϕ(s))ds. (7)

Пiдставляючи (7) у крайовi умови (2), одержуємо

Gξ +

b∫
a

Z(s)f(s, ϕ(s))ds = α,

тобто µ(ϕ) = 0. З того, що

Lξx = Ωt
aξ +

t∫
a

Ωt
sf(s, x(s))ds + Ωt

aR(t)µ(x), (8)

випливає, що ϕ(t) є розв’язком системи рiвнянь (5), (6).

Достатнiсть. Нехай ϕ(t) є розв’язком рiвняння x = Lξx. Пiдставимо ϕ(t) у крайовi
умови (2):

α− `ϕ = α−
b∫

a

[dC(t)]ϕ(t) =

= α−
b∫

a

[dC(t)]Ωt
aξ −

b∫
a

[dC(t)]

b∫
a

Ωt
sf(s, ϕ(s)) +

b∫
a

[dC(t)]

t∫
a

Ωt
sds µ(ϕ) = 0.

Отже, ϕ(t) задовольняє крайовi умови (2). Крiм того, оскiльки µ(ϕ) = 0, то з (8) випливає,
що ϕ(t) є розв’язком системи диференцiальних рiвнянь (1), що завершує доведення леми.
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42 I. I. КОРОЛЬ

Для знаходження розв’язку крайової задачi (1), (2) побудуємо рекурентну послiдов-
нiсть функцiй

xm(t, ξ) = x0(t, ξ) + Ωt
aR(t)F−1(α−G ξ) +

t∫
a

Ωt
sf(s, xm−1(s, ξ))ds−

−
b∫

a

Ωt
aR(t)F−1Z(s)f(s, xm−1(s, ξ))ds, x0(t, ξ) = Ωt

a ξ, m ∈ N, (9)

якi задовольняють крайовi умови (2) при всiх натуральних m.

Зауваження 2. При A = 0 маємо Ωt
a = In, де In — одинична матриця порядку n, i з (9)

одержуємо послiдовнi наближення чисельно-аналiтичного методу А. М. Самойленка для
багатоточкової крайової задачi. Зокрема, якщо `x =

∑p
k=1 Ak x(tk), a = t1 < t2 < . . .

. . . < tp = b, то

G =
p∑

k=1

Ak, F =
p∑

k=1

Ak tk,

xm(t, ξ) = ξ +

t∫
a

f(s, xm−1(s, ξ))ds + tF−1

α−Gξ −
p∑

k=1

Ak

tk∫
a

f(s, xm−1(s, ξ))ds

 ,

x0(t, ξ) = ξ, m ∈ N,

що вiдповiдає формулi (180) з [11].
Беручи до уваги (4), (9), одержуємо оцiнки

|(Lξx)(t)− x0(t, ξ)| ≤ |Ωt
aR(t)F−1(α−G ξ)|+

t∫
a

|L(t, s)|M(s)ds ≤ β, (10)

|xm+1(t, ξ)− xm(t, ξ)| ≤ |(Lξ(xm(·, ξ)− xm−1(·, ξ)))(t)| ≤

≤
t∫

a

|L(t, s)| |f(s, xm(s, ξ))− f(s, xm−1(s, ξ))|ds ≤

≤
t∫

a

|L(t, s)|K(s)|xm(s, ξ)− xm−1(s, ξ)|ds ≤ (Q|xm(·, ξ)− xm−1(·, ξ)|)(t) ≤

≤
(
Q2|xm−1(·, ξ)− xm−2(·, ξ)|

)
(t) ≤ . . . ≤ (Qm|x1(·, ξ)− x0(·, ξ)|) (t) ≤ Qmβ,

(11)
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|xm+j(t, ξ)− xm(t, ξ)| ≤
j−1∑
i=0

|xm+i+1(t, ξ)− xm+i(t, ξ)| ≤

≤
j−1∑
i=0

(
Qm+i |x1(·, ξ)− x0(·, ξ)|

)
(t) ≤

j−1∑
i=0

Qm+iβ. (12)

З (10) i умови C випливає, що (Lξx)(t) ∈ D при всiх ξ ∈ Dβ , t ∈ [a, b], x ∈ C([a, b], D).
Оскiльки `Lξx = α, то оператор Lξ вiдображає пiдпростiр K([a, b], Rn) ⊂ C([a, b], Rn) не-
перервних функцiй, якi задовольняють крайовi умови (2), у себе. Крiм того, з (11) i умови
D випливає, що Lξ є стискуючим оператором. Згiдно з принципом стиснутих вiдобра-
жень, рiвняння (5) має в K([a, b], D) єдиний розв’язок x∗(t, ξ), який при всiх ξ ∈ Dβ ⊂ Rn є
границею послiдовностi функцiй (9): x∗(t, ξ) = lim

m→∞
xm(t, ξ). Переходячи в (12) до грани-

цi при j → ∞ i враховуючи умову D, одержуємо оцiнку вiдхилень послiдовних наближень
вiд граничної функцiї:

|x∗(t, ξ)− xm(t, ξ)| ≤ (In −Q)−1Qmβ. (13)

Якщо при цьому ξ = ξ∗ таке, що µ(x∗(·, ξ∗)) = 0, то згiдно з лемою x∗(t) = x∗(t, ξ∗) є
розв’язком крайової задачi (1), (2).

Отже, має мiсце наступне твердження.

Теорема 1. Нехай для крайової задачi (1), (2) справджуються припущення А – D. Тодi:
1) при всiх t ∈ [a, b], ξ ∈ Dβ ⊂ Rn послiдовнiсть (9) рiвномiрно збiгається при m →

→ ∞ до граничної функцiї x∗(t, ξ) = lim
m→∞

xm(t, ξ); для збiжностi послiдовних наближень

при всiх натуральних m виконуються оцiнки (13);
2) гранична функцiя x∗(t, ξ) задовольняє крайовi умови (2) i при t = a набуває почат-

кового значення x∗(a, ξ) = ξ;
3) функцiя x∗(t) = x∗(t, ξ∗) є розв’язком крайової задачi (1), (2) тодi i тiльки тодi,

коли точка ξ = ξ∗ є розв’язком визначального рiвняння ∆(ξ) = 0, де

∆(ξ)
df=Fµ(x∗(·, ξ)) = α−Gξ −

b∫
a

Z(s)f(s, x∗(s, ξ)) ds.

Таким чином, для знаходження розв’язку крайової задачi (1), (2) потрiбно спочатку
знайти члени xm(t, ξ) послiдовностi (9), де ξ ∈ Rn — довiльний параметр, та граничну
функцiю x∗(t, ξ). Пiсля цього слiд знайти значення ξ = ξ∗ таке, що ∆(ξ∗) = 0. В резуль-
татi одержимо функцiю x∗(t) = x∗(t, ξ∗), яка є шуканим розв’язком задачi (1), (2). Проте
при практичному знаходженнi розв’язку важливо вмiти робити висновки про iснування
розв’язкiв крайової задачi на пiдставi аналiзу властивостей самих тiльки послiдовних на-
ближень xm(t, ξ), без знаходження їх граничної функцiї.

Зауваження 3. Запропонований алгоритм можна застосувати до дослiдження крайо-
вих задач як у резонансному випадку (коли det (G) = 0 i вiдповiдна лiнiйна однорiдна
крайова задача має нетривiальнi розв’язки), так i в нерезонансному.
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Наступне твердження мiстить достатнi умови iснування розв’язкiв крайової задачi
(1), (2).

Теорема 2. Нехай для крайової задачi (1), (2) справджуються припущення А – D i,
крiм того:

1) iснує опукла замкнена область D′ ⊂ Dβ ⊂ Rn така, що при деякому фiксованому
натуральному m вiдображення ∆m(ξ) : Dβ → Rn :

∆m(ξ)
df=Fµ(xm(·, ξ)) = α−Gξ −

b∫
a

Z(s)f(s, xm(s, ξ)) ds

мiстить в областi D′ єдину особливу точку ξ0m ненульового iндексу;
2) на границi ∂D′ областi D′ виконується нерiвнiсть

inf
ξ∈∂D′

|∆m (ξ)| > Q1 (In −Q)−1 Qmβ, (14)

де Q1 =
∫ b

a
|Z(s)|K(s)ds.

Тодi iснує розв’язок x = x∗(t) = x∗(t, ξ∗), x∗(a) = ξ∗ крайової задачi (1), (2), де ξ∗ ∈
∈ D′.

Доведення. З (13) i умови Лiпшиця (4) маємо оцiнку

|∆(ξ)−∆m(ξ)| =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

Z(s)(f(s, x∗(s, ξ))− f(s, xm(s, ξ)))ds

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
b∫

a

|Z(s)|K(s)|x∗(s, ξ)− xm(s, ξ)|ds ≤ Q1(In −Q)−1Qmβ. (15)

З’єднаємо поля ∆(ξ) i ∆m(ξ) за допомогою сiм’ї ∆(θ, ξ) неперервних на ∂D′ векторних
полiв:

∆(θ, ξ) = ∆m(ξ) + θ (∆(ξ)−∆m(ξ)) , 0 ≤ θ ≤ 1, ∆(0, ξ) = ∆m(ξ), ∆(1, ξ) = ∆(ξ).

Припустимо, що iснує θ0 ∈ [0, 1] таке, що ∆(θ0, ξ) = 0. Тодi

∆m(ξ) = −θ0(∆(ξ)−∆m(ξ)), (16)

i, беручи до уваги (15), одержуємо оцiнку

|∆m(ξ)| ≤ |∆(ξ)−∆m(ξ)| ≤ Q1(En −Q)−1Qmβ,

яка суперечить умовi (14). Отже, при θ ∈ [0, 1], ξ ∈ ∂D′ сiм’я полiв ∆(θ, ξ) є невиродже-
ною, а тому векторнi поля ∆(ξ) i ∆m(ξ) гомотопнi. Це означає, що в D′ iснує точка ξ∗,
яка є розв’язком рiвняння ∆(ξ) = 0.

Теорему доведено.
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Зауваження 4. Вiдмiннiстю запропонованого в данiй роботi методу вiд iнших моди-
фiкацiй чисельно-аналiтичного методу А. М. Самойленка є те, що на величину лiнiйної
частини системи (1) не накладається жодних обмежень. Всi обмеження методу стосу-
ються нелiнiйної складової f(t, x) та крайових умов, що суттєво розширює клас задач,
якi можуть бути дослiдженi.

Зауваження 5. При практичному знаходженнi наближених розв’язкiв виникає питан-
ня побудови матрицанта лiнiйної неавтономної однорiдної диференцiальної системи (3).
Проте, його завжди можна явно записати, якщо матриця A(t) є сталою, або задовольняє
умову Лаппо – Данилевського. Крiм того, даний метод можна застосувати до дослiджен-
ня достатньо широкого класу задач у випадку, коли A(t) = A + B(t), де A — деяка стала
матриця, B(t) — достатньо мала матриця-функцiя. Нарештi, матрицант також може бути
знайдений чисельно [12, 13].

Приклад. Для iлюстрацiї алгоритму розглянемо рiвняння типу Дуффiнга

x′′ + x− 1
4

x2 sin(t) +
1
4

xx′ sin(t) =
1

400
e4t sin(t) +

1
2

e2t,

пiдпорядковане двоточковим крайовим умовам

−2x(0)− 4x′(0) +
√

2x
(π

4

)
= −1 +

√
2

10
e

π
2 ,

−3
2
x(0)− 1

2
x′(0) +

√
2 x
(π

4

)
− 1√

2
x′
(π

4

)
= −1

4
.

Використавши замiну x1 = x, x2 =
dx

dt
, можемо записати цю задачу у виглядi

dx1

dt
= x2,

(17)
dx2

dt
= −x1 +

1
4

x2
1 sin(t)− 1

4
x1 x2 sin(t) +

1
400

e4t sin(t) +
1
2

e2t,

 −2 −4

−3
2

−1
2

x(0) +


√

2 0

√
2 −

√
2

2

x
(π

4

)
=


−1 +

√
2 eπ/2

10

−1
4

 . (18)

Крайову задачу (17), (18) будемо розглядати в областi

(t, x) ∈
[
0,

π

4

]
×D, D =

{
x = (x1, x2) : |x1| ≤

6
5
, |x2| ≤ 2

}
.
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Зауважимо, що вiдповiдна (17), (18) лiнiйна однорiдна крайова задача

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= −x1,

 −2 −4

−3
2

−1
2

x(0) +


√

2 0

√
2 −

√
2

2

x
(π

4

)
=
(

0
0

)

має нетривiальнi розв’язки, якi утворюють однопараметричну сiм’ю:

x(t) = ((−3 cos(t) + sin(t))c, (3 sin(t) + cos(t))c) ,

тобто має мiсце критичний випадок. В результатi розрахункiв одержуємо

F =


1

2−
√

2√
2

1 +
√

2
2

2
√

2− 3
2

 , M(t) =

 0

24 sin(t)
25

+
e4t sin(t)

400
+

e2t

2

 ,

K(t) =

 0 0

11 sin(t)
10

3 sin(t)
10

 , β = β(ξ) = max
t∈[a,b]

(
β1(t, ξ) + β2(t)

)
,

β1(t, ξ) =

(
β11(t, ξ)

β12(t, ξ)

)
, max

t∈[0, π
4 ]

β2(t) =

(
0, 062473987

0, 653282272

)
,

β11(t, ξ) =

∣∣∣∣∣(−10 +
√

2e
π
2 + 10ξ1 + 30ξ2)((2

√
2− 3) sin(t) + (

√
2 + 1) cos(t)− 1−

√
2)

40− 20
√

2

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣(
√

2− 1) sin(t) + cos(t)− 1
8− 4

√
2

∣∣∣∣∣ ,

β12(t, ξ) =

∣∣∣∣∣(−10 +
√

2e
π
2 + 10ξ1 + 30ξ2)((2

√
2− 3) cos(t)− (

√
2 + 1) sin(t) + 3− 2

√
2)

40− 20
√

2

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣sin(t) + (1−
√

2) cos(t)− 1 +
√

2
8− 4

√
2

∣∣∣∣∣ .
Безпосередньою перевiркою можемо переконатися, що Dβ ⊃ D1, Dβ ⊃ D2, де D1 =

= [0, 09; 0, 28]×[−0, 12; 0, 23], D2 = [−0, 4; −0, 32]×[0, 3; 0, 36], тобто умова C виконується.
Крiм того, оскiльки

Q =

(
0, 3889087298 0, 3068142473

0, 1060660172 0, 08367661288

)
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i найбiльшим її власним значенням є λmax(Q) = 0, 4725853423, то крайова задача (17), (18)
у вказанiй областi задовольняє умови A – D.

Наближенi розв’язки будемо шукати за формулою (9), де

Ωt
a =

(
cos(t) sin(t)

− sin(t) cos(t)

)
, x0(t, ξ) =

(
ξ1 cos(t) + ξ2 sin(t)

−ξ1 sin(t) + ξ2 cos(t)

)
,

G =
(
−1 −3

0 0

)
, R(t) =

(
sin(t) cos(t)− 1

1− cos(t) sin(t)

)
,

Z(t) =

 cos(t) + sin(t) cos(t)− sin(t)

3
2

cos(t) +
1
2

sin(t)
1
2

cos(t)− 3
2

sin(t)

 ,

f(t, xm(t, ξ)) =

(
0

1
4
x2

m1(t, ξ) sin(t)− 1
4
xm1(t, ξ) xm2(t, ξ) sin(t) +

1
400

e4t sin(t) +
1
2
e2t

)
.

Початковi значення ξ = ξm−1 = (ξm−1,1, ξm−1,2), m ∈ N, наближеного розв’язку
xm(t) = xm(t, ξm−1) на кожному кроцi побудови послiдовних наближень знаходимо як
коренi ξ = (ξ1, ξ2) = ξm−1 визначального рiвняння

∆m−1(ξ) = 0, (19)

де

∆m(ξ) = (∆m1(ξ),∆m2(ξ)),

∆m1(ξ) =− 1 +
√

2
10

e
π
4 + ξ1 + 3ξ2 −

π
4∫

0

(cos(s)− sin(s))
(

1
4
x2

m1(s, ξ) sin(s)−

− 1
4
xm1(s, ξ)xm2(s, ξ) sin(s) +

1
400

e4s sin(s) +
1
2
e2s

)
ds,

∆m2(ξ) =− 1
4
−

π
4∫

0

(
1
2

cos(s)− 3
2

sin(s)
)(

1
4
x2

m1(s, ξ) sin(s)−

− 1
4
xm1(s, ξ)xm2(s, ξ) sin(s) +

1
400

e4s sin(s) +
1
2
e2s

)
ds.
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При m = 1 рiвняння (19) не має дiйсних розв’язкiв, а при m = 2 має два розв’язки:

ξ̆1 = (ξ̆1,1, ξ̆1,2) = (0, 09730310773; 0, 2009014753),

ξ̄1 = (ξ̄1,1, ξ̄1,2) = (−0, 3345358573; 0, 3461115090).

Пiдставивши їх у (9), одержимо при m = 1 два перших наближення: x̆1(t) = x1(t, ξ̆1) =
= (x̆11(t), x̆12(t)) = (x11(t, ξ̆1), x12(t, ξ̆1)) i x̄1(t) = x1(t, ξ̄1) = (x̄11(t), x̄12(t)) = (x11(t, ξ̄1),
x12(t, ξ̄1)), а при m = 2 — вiдповiдно два других наближення: x̆2(t) = x2(t, ξ̆1) = (x̆21(t),
x̆22(t)) = (x21(t, ξ̆1), x22(t, ξ̆1)) i x̄2(t) = x2(t, ξ̄1) = (x̄21(t), x̄22(t)) = (x21(t, ξ̄1), x22(t, ξ̄1)).

Наближене визначальне рiвняння ∆2(ξ) = 0 також має два розв’язки:

ξ̆2 = (ξ̆21, ξ̆22) = (0, 1000716330; 0, 1999762023),

ξ̄2 = (ξ̄21, ξ̄22) = (−0, 3353716152; 0, 3464003743).

Зауважимо, що ξ̆1, ξ̆2 ∈ D1, ξ̄1, ξ̄2 ∈ D2. Обчислюючи значення функцiй (9) при m = 3 i
пiдставляючи в них значення ξ̆2 i ξ̄2, отримуємо вiдповiднi їм третi наближення: x̆3(t) =
= (x̆31(t), x̆32(t)) = (x31(t, ξ̆), x32(t, ξ̆)) i x̄3(t) = (x̄31(t), x̄32(t)) = (x31(t, ξ̄), x32(t, ξ̄)) до
розв’язку крайової задачi (17), (18).

Зауважимо, що x̆1(t), x̆2(t), x̆3(t) є послiдовними наближеннями до точного розв’язку

x∗(t) =
(

e2t

10
,
e2t

5

)
задачi (17), (18), а їх похибки складають:

|x̆1,1(t)− x∗1(t)| ≤ 2, 7 · 10−3, |x̆1,2(t)− x∗2(t)| ≤ 2, 6 · 10−3,

|x̆2,1(t)− x∗1(t)| ≤ 2, 7 · 10−3, |x̆2,2(t)− x∗2(t)| ≤ 2, 6 · 10−3,

|x̆3,1(t)− x∗1(t)| ≤ 1, 8 · 10−5, |x̆3,2(t)− x∗2(t)| ≤ 1, 7 · 10−5.

Якщо ж пiдставити у систему (17) наближення x̄1(t), x̄2(t), x̄3(t), то одержимо, що вiд-
хил для x̄11(t), x̄21(t), x̄31(t) не перевищує вiдповiдно 2, 7 · 10−3, 8, 1 · 10−5, 1, 9 · 10−6, а для
x̄12(t), x̄22(t), x̄32(t) менший вiдповiдно за 4, 6 · 10−2, 9, 1 · 10−5 i 1, 6 · 10−5.
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