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Abstract. Within the framework of linearized theory of elasticity, a plane contact prob-

lem is solved on passing theconcentrated load from the stringer to two compressed by one 
end identical stripes with initial stresses. An analysis is carried out for the theory of large 
initial deformations and different variants of the theory of small initial deformations for the 
elastic potential of arbitrary form. A solving the problem relative to the tangential contact 
stresses is reduced to solving the integro-differential equations that are solved in the form of 
Jacobi’s polynomials. Further, after some transformations the quite quasi-regular infinite 
system of linear algebraic equations is obtained that is solved by the known numerical 
methods. It is shown that the initial stresses in elastic strips influence essentially on a law of 
distribution of contact stresses. Namely, in the case of compression the contact stresses de-
crease essentially (in the case of tension – increase) whereas the displacements in the case of 
compression increase and of tension – decrease. The highly elastic materials show more 
essential quantitative influence ar compared with the rigid materials. The qualitative influ-
ence is similar for all materials. 

 
Key words: сontact problem, linearized theory of elasticity, stripe, initial compression 

(tension), initial deformation. 
 
Введение.  
Одним из наиболее распространенных на практике способов передачи внешних 

усилий является контактное взаимодействие. Поэтому исследование контактных за-
дач – это весьма актуальная проблема на протяжении многих лет. Не менее важным 
фактором (наряду с другими), оказывающим существенное влияние на надежность и 
долговечность инженерных сооружений, механических конструкций и деталей ма-
шин, является наличие в них начальных (остаточных) напряжений [1, 9]. 

Отметим, что по проблемам, относящихся к контактным задачам для упругих, 
пластических и вязкоупругих тел без начальных напряжений, получены результаты 
по широкому кругу вопросов. Все эти исследования рассмотрены в многочисленных 
изданиях монографического и учебного характера, а также отражены в периодиче-
ских изданиях. Исследование вопросов контактных взаимодействий, связанных с пе-
редачей нагрузки от упругих накладок (стрингеров) разной формы и длины к массив-
ным телам в случае отсутствия начальных напряжений (классический случай) приве-
дено в [5]. Впервые контактные задачи для предварительно напряженной полуплоско-
сти и накладок рассмотрены в работах [1, 7]. Влияние начальных напряжений, при-
сутствующих в упругой полосе, на контактное взаимодействие с упругими накладка-
ми исследовано в работах [3, 4]. Материалы данной работы отличаются от ранее 
опубликованных тем, что здесь впервые рассмотрено и исследовано контактное взаи-
модействие накладки конечной длины с двумя предварительно напряжёнными полосами. 
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§1. Постановка задачи. Основные соотношения. 
В рамках линеаризированной теории упругости [1, 7] изложим постановку и ре-

шение задачи о передаче нагрузки от накладки конечной длины к двум одинаковым, 
защемленным по одному краю полосам с начальными напряжениями. 

Предположим, что две бесконечные упругие полосы изготовлены из одинаковых 
сжимающихся или несжимающихся материалов с потенциалом произвольной струк-
туры. В данных полосах действуют одинаковые начальные (остаточные напряжения). 
Принимаем, что полосы соединены между собой упругой накладкой длиной 2a , ма-
лой толщины h  и толщиной полос t. Начальные напряжения в упругой накладке от-
сутствуют. Модуль упругости материала накладки Е1 и коэффициент Пуассона 1 . В 

средней точке упругой накладки действует горизонтальная сила  0 1Q y  (рис. 1). 

 
Рис. 1 

Определим закон распределения нормальных и тангенциальных напряжений 
вдоль линии соединения [ ;a a ] накладки с предварительно напряжёнными полоса-

ми. При рассмотрении данной задачи принимаем и в дальнейшем всегда придержива-
емся основных известных положений в теории контактного взаимодействия тел с 
начальными напряжениями [1, 2, 7, 12]. 

Как известно из теории сопротивления материалов, под действием приложенной 
нагрузки и только тангенциальных контактных напряжений, стрингер растягивается 
(или сжимается) как стержень и находится в одноосном напряженном состоянии [13, 
15]. Примем, что вдоль горизонтальной оси вертикальные упругие перемещения по-
стоянные, что обусловлено малой толщиной стрингера.  

Обозначим интенсивности нормальных и тангенциальных контактных напряже-
ний – p(y1) и q(y1), а вертикальные и горизонтальные перемещения точек стрингера – 
соответственно, (1)

1( )yv  и (1)( )1yu . Тогда можно записать, что 
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При условии полного контакта по линии контакта должны выполняться условия: 
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Здесь (1)
1( )yu , (1)

1( )yv  – компоненты вектора перемещений в упругом стрингере; 
(2)
1 1( )u y , (2)

2 1( )u y  – компоненты вектора перемещений в упругих полосах с начальны-

ми напряжениями. 
Приняв во внимание (1.1) – (1.4) относительно неизвестных контактных напряже-

ний    ,p t q t , опустив некоторые преобразования, получим следующую систему 

интегро-дифференциальных уравнений: 
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Здесь  1y  – функция Хевисайда, а  , 1, 2ijh i j   – функции влияния для упругой 

полосы с начальными напряжениями, выражения которых задаются [4, 15, 16]. 

§2. О преобразовании системы сингулярных интегро-дифференциальных 
уравнений. 

Подставляя в (1.5) выражения  1 , , 1,2ijh y i j  , используя при этом [3, 4, 16] и 

произведя замену переменных 

1 ;y a t a   ,                                                (2.1) 

после ряда преобразований, полагая 
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в результате получим, что система уравнений (1.5), которая должна рассматриваться вме-
сте с условиями (1.2) и (1.3) к сингулярному интегро-дифференциальному уравнению – 
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а условия (1.2), (1.3) представим в таком виде:  
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где    1 1 1 44 1, , , , , ;ij j j jh y c c n m l c    2 2 44 1, , , ,j j jc c n m l c   – функции, которые 

определяют вид упругого потенциала и в каждом конкретном случае определяются, 
согласно формул [3, 4, 16]. 
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§3. О решении основного уравнения. 
Таким образом, решение поставленной задачи сведено к решению сингулярного 

интегро-дифференциального уравнения (2.3) при условии (2.4). 
Решение уравнения (2.3) ищем в виде рядов по полиномах Якоби 
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– неизвестные комплексные коэффициенты, 

подлежащие вычислению. 
Подставляя ( )   (3.1) в сингулярное интегро-дифференциальное уравнение 

(2.3), используя ортогональность многочленов Якоби [15], методику [14, 16, 17], по-
сле ряда преобразований для вычисления неизвестных коэффициентов ,n n 

, 
 полу-

чаем следующую бесконечную систему линейных алгебраических уравнений: 
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где введены такие обозначения: 
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 Г   – гамма-функция;  , , ,F a b c y  – гипергеометрическая функция Гаусса; 

 1 ,ijh y  1ijh y  – функции, которые определяют вид упругого потенциала и в каждом 

конкретном случае определяются согласно формулам [3, 4, 16]. 
Коэффициент 0 , входящий в правую часть системы (3.3), определяется из гра-

ничного условия (2.4) и в результате непосредственно получаем формулу 
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многочленов Якоби [7, 16], в случае  Re , 1     можно показать, что 
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ют, по крайней мере, порядок  0,5O m   , если m  . 

Такие оценки дают возможность утверждать, что система вполне квазирегулярна 
для произвольных значений физических и геометрических параметров широкого 
класса конструкционных материалов; соответственно, её можно решить известными 
численными методами.  

Для получения числовых результатов используем систему (3.3) и решения (3.1). Из 
последнего, используя метод последовательных приближений и асимптотические фор-
мулы Дарбу для полиномов Якоби [5, 6, 16] получим довольно удобные для вычисле-
ний выражения для тангенциальных и нормальных контактных напряжений: 
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               
  

              1 4 1 2sh sin sin cos 1 1
2

 
            

                   
;  

(3.5)
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1 32

2 2
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p

c c
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

               
  

              1 4 1 2sh cos cos sin 1 1
2

 
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;  

(3.6)
 

функции  i   определяем, используя формулы 
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
   


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Эти формулы дают возможность определить безразмерные величины контактных 
напряжений для упругих потенциалов конкретной структуры, а именно: гармониче-
ского потенциала; потенциала Бартенева – Хазановича, потенциала Трелоара (для 
неогуковских материалов). 

На основании формул (3.6) выполнен численный анализ [8, 9], результаты которо-
го представлены в виде графиков (рис. 2, 3). На графиках показано распределение 
контактных напряжений под накладкой для потенциалов простейшей структуры: гар-
монического потенциала (рис. 2), потенциала Бартенева – Хазановича (рис. 3), а для 
потенциала Трелоара результаты (графики) качественно совпадают c данными (рис. 3) 
и отличаются только количественно. 

 

Рис. 2 

 

Рис. 3 

Здесь ( )q 

 
– безразмерные контактные тангенциальные напряжения. Значение 

1 1  (на графиках пунктирная линия) – соответствует классической теории упруго-

сти и совпадает с результатами работы [5]; 1 0,7; 0,8; 0,9  – соответствует началь-

ным напряжениям сжатия; 1 1,1; 1,2; 1,3   – соответствует начальным напряжениям 

растяжения ( t  – безразмерная координата начального напряжённого состояния в 
упругих полосах с начальными напряжениями). 
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Заключение. 
В рамках линеаризированной теории упругости получено решение плоской зада-

чи о передаче горизонтальной сосредоточенной нагрузки от упругой накладки конеч-
ной длины к двум защемлённым по одному краю одинаковым полосам с начальными 
напряжениями. Исследования проведены в общем виде для теории больших началь-
ных деформаций и разных вариантов теории малых начальных деформаций при про-
извольной структуре упругого потенциала. Задача сведена к рассмотрению сингуляр-
ного интегро-дифференциального уравнения, решение которого строится в виде ряда 
с полиномами Якоби. После ряда преобразований [11, 16] получена вполне квазире-
гулярная бесконечная система линейных алгебраических уравнений (в дальнейшем 
она решается известными численными методами [16]. 

В результате исследований установлено, что наличие начальных напряжений в 
упругих полосах приводит к существенному изменению закона распределения кон-
тактных напряжений; при этом, в случае сжатия контактные напряжения значительно 
уменьшаются (в случае растяжения – увеличиваются), а перемещения в случае сжатия 
значительно возрастают (при растяжении – уменьшаются). Более существенное влия-
ние (количественного характера) начальные (остаточные) напряжения оказывают в 
высокоэластических материалах по сравнению с более жесткими; качественное влия-
ние – имеет идентичный характер. 

 
Р Е З Ю М Е .  В рамках лінеаризованої теорії пружності отримано розв’язок плоскої контактної 

задачі про передачу горизонтального зосередженого навантаження від скінченного стрингера до двох 
затиснених по одному краю однакових смуг з початковими напруженнями. Проведено дослідження в 
загальному вигляді для теорії великих початкових деформацій та різних варіантів теорії малих поча-
ткових деформацій при довільній структурі пружного потенціалу. Розв’язок задачі відносно танген-
ціальних контактних напружень зведено до сингулярного інтегро-диференційного рівняння, 
розв’язок якого визначено у вигляді ряду з поліномами Якобі. В подальшому, після ряду перетво-
рень, отримана цілком квазірегулярна нескінченна система лінійних алгебраїчних рівнянь, розв’язок 
якої визначається за допомогою відомих числових методів. Початкові напруження в пружних смугах 
істотно впливають на закон розподілу контактних напружень, а саме: при стиску контактні напру-
ження значно зменшуються ( при розтягу – збільшуються), а переміщення при стиску значно зроста-
ють (при розтягу – зменшуються). Більш істотний вплив (кількісного характеру) початкові напру-
ження мають у високоеластичних матеріалах, в порівнянні з жорсткішими матеріалами; якісний 
вплив має аналогічний характер. 
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