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У статті розглянуто приклад розрахунку критерію статистичної подібності умов відпрацювання тве-
рдопаливного двигуна за п'ятьма параметрами. За вихідними даними, які отримані в натурних умовах
(льотні випробування) і при наземному експериментальному відпрацюванні (вогневі стендові випробу-
вання), наведено розрахунки: коваріаційних і кореляційних матриць, власних чисел цих матриць, статис-
тичного критерію подібності умов відпрацювання твердопаливного двигуна. При отриманні вихідних
даних класичний підхід вимагає виключення рядків і стовпців, які містять пропущені значення, що не-
прийнятно в умовах малих вибірок і вагомої вартості вимірювань, тому пропонується заміна пропущених
значень параметра його середнім арифметичним значенням. Оскільки розглянутий в статті метод голов-
них компонент найбільш ефективний, коли всі компоненти вимірюються в одних одиницях, то пропону-
ється застосувати нормування вихідної статистики. В результаті нормування всі вихідні дані перетворю-
ються в безрозмірні величини, але при великих розбіжностях у величинах параметрів можливе застосу-
вання ітераційних процедур (наприклад, методу Якобі). Після отримання коваріаційних і кореляційних
матриць для натурних умов і наземного експериментального відпрацювання (НЕВ) обчислюються їх вла-
сні числа. Далі при побудові варіаційного ряду власних чисел обох матриць для натурних умов і НЕВ
рекомендується використовувати критерій максимального значення власного числа з розглянутого ряду.
Такий підхід дещо знижує вірогідність розрахунків, але цілком може бути застосовний для практичних
розрахунків статистичного критерію подібності за вихідними даними твердопаливного двигуна. Результат
розрахунків статистичного критерію подібності зіставляється з наведеним значенням функції бажаності
Харінгтона, яке підтверджує його придатність.

Ключові слова: cтатистичний критерій, еліпсоїд розсіювання, метод головних компонентів, твер-
допаливний двигун, коваріаційна матриця.

В статье рассмотрен пример расчета критерия статистического подобия условий отработки твердо-
топливного двигателя по пяти параметрам. По исходным данным, которые получены в натурных условиях
(летные испытания) и при наземной экспериментальной отработке (огневые стендовые испытания), пред-
ставлены расчеты: ковариационных и корреляционных матриц, собственных чисел этих матриц, статисти-
ческого критерия подобия условий отработки твердотопливного двигателя. При получении исходных
данных классический подход требует исключения строк и столбцов, содержащих пропущенные значения,
что неприемлемо в условиях малых выборок и высокой стоимости измерений, поэтому предлагается заме-
на пропущенных значений параметра его средним арифметическим значением. Поскольку рассматривае-
мый в статье метод главных компонент наиболее эффективен, когда все компоненты измеряются в одних
единицах, то предлагается применить нормировку исходной статистики. В результате нормировки все
исходные данные преобразуются в безразмерные величины, но при больших размерностях параметров
возможно применение итерационных процедур (например, метод Якоби). После получения ковариацион-
ных и корреляционных матриц для натурных условий и наземной экспериментальной отработки (НЭО)
вычисляются их собственные числа. Далее для построения вариационного ряда собственных чисел обоих
матриц для натурных условий и НЭО рекомендуется использовать критерий максимального значения
собственного числа из рассматриваемого ряда. Такой подход несколько снижает достоверность расчетов,
но вполне применим для практических расчетов статистического критерия подобия по исходным данным
твердотопливного двигателя. Результат расчетов статистического критерия подобия сопоставляется с
приведенным значением функции желаемости Харингтона, которое подтверждает его применимость.

Ключевые слова: cтатистический критерий, эллипсоид рассеяния, метод главных компонент,
твердотопливный двигатель, ковариационная матрица.

This paper considers an example of calculating a statistical similarity criterion for solid-propellant engine
five-parameter tryout conditions. The paper presents covariation and correlation matrices, their eigenvalues, and a
statistical similarity criterion for solid-propellant engine tryout conditions calculated from the input data obtained
in flight tests and ground tryout (firing bench tests). When obtaining input data, the classical approach requires
the elimination of rows and columns containing missing values, which is unacceptable in the case of small sam-
ples and a high measurement cost. Because of this, it is proposed to replace the missing values of a parameter
with its arithmetic mean. Since the principal components method considered in the paper is most efficient when
all components are measured in the same units, it is proposed to normalize the input statistics. On normalization,
all input data are converted into dimensionless quantities, but for large parameter values iterative procedures are
possible (for example, the Jacobi method). After obtaining the covariance and correlation matrices for the flight
tests and the ground tryout, their eigenvalues are calculated. Further, in order to construct a variation series of the
eigenvalues of both matrices for the flight tests and the ground tryout, it is recommended to use the criterion of

 Л. В. Кривобоков, Д. В. Дунаев, А. В. Демченко, 2019
Техн. механіка. – 2019. – № 3.



31

the maximum value of the eigenvalue from the series considered. This approach somewhat reduces calculation
reliability, but it is quite applicable for practical calculations of a statistical similarity criterion from solid-
propellant engine input data. The calculated statistical similarity criterion is compared with the value of the
Harington desirability function, which confirms its applicability.

Keywords: statistical criterion, dispersion, principal components method, solid-propellant engine, covari-
ation matrix.

Введение. Статья содержит пример использования критерия статистиче-
ского подобия условий отработки, который представлен в статье [1], для
твердотопливного двигателя. Представленные далее примеры расчетов по
исходным данным позволят наглядно проследить весь алгоритм расчета кри-
терия статистического подобия условий отработки, что является существен-
ным для дальнейшего применения данного критерия.

Метод решения задачи. В статьях [1, 2] обоснован критерий статисти-
ческого подобия условий отработки систем ракет космического назначения
в виде
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где  TP – точечное значение вероятности подобия условий отработки срав-
ниваемых этапов  1T ; Тπ – временной параметр сравнения длительности
испытаний в различных условиях;Ф – функция Лапласа; maxН , maxЛ –
максимальное значение собственного числа ковариационных матриц, полу-
ченных по результатам испытаний в наземных и натурных(летных) условиях
соответственно;  – угол, учитывающий расположение эллипсоидов рассея-
ния друг относительно друга при проектировании на плоскость; Нn , Лn –
объем выборки, по которой определялись значения maxН , maxЛ соответ-

ственно; 
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; k – количество па-

раметров системы ракеты космического назначения, входящих в исходную
матрицу.

Для расчета количественного значения статистического критерия подо-
бия воспользуемся результатами испытаний твердотопливного двигателя на
этапах огневых стендовых (таблица 1) и летных (таблица 2) испытаний. В
таблицах 1 и 2 приняты следующие обозначения:

Х1 – время появления задержки тяги, с;
Х2 – время выхода двигателя на установившийся режим, с;
Х3 – время работы двигателя на участке спада давления, с;
Х4 – максимальное давление в камере сгорания двигателя, кгс/см2;
Х5 – среднеинтегральная величина секундного расхода продуктов сгора-

ния на установившемся режиме, кгс/с;
Х6 – среднеинтегральная величина импульса тяги в пустоте, кгс·с/кгс.
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В таблице 2 для параметра Х6 наблюдаются пропуски значений в резуль-
татах испытаний 2, 4, 8, что при классическом подходе требует исключения
столбцов этих испытаний из таблицы. Однако каждое летное испытание
твердотопливного двигателя требует значительных затрат и исключение дан-
ных ухудшает статистику, поэтому, следуя рекомендациям [3], пропущенные
значения заменим их средним арифметическим значением, которое оценива-
ется по имеющимся измерениям Х6. В нашем случае вместо пропусков запи-
сываем 272,54. После исключения пропусков проводим расчеты по опреде-
лению статистического критерия подобия результатов стендовых и летных
испытаний в соответствии с [2] на основе метода главных компонент [4], ко-
вариационного и корреляционного анализов [4]. Для этого перейдем к без-
размерным величинам путем нормировки исходных данных
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где Ni ,1 – количество параметров (в нашем случае 6N ); Sj ,1 – ко-
личество испытаний (в нашем случае для огневых испытаний 14S , лет-
ных испытаний 13S ); ijx – значение i-го параметра в j-ом испытании по

данным таблицы 1 (таблицы 2); ix – среднее значение i-го параметра; i –

среднеквадратическое отклонение i-го параметра; н
ijх – пронормированный

параметр.
В результате применения формул (2) – (4) для данных таблиц 1 и 2 полу-

чаем таблицы 3 и 4 соответственно.
Вычисляем выборочную ковариационную матрицу A и A (для этапов

наземных и натурных испытаний соответственно) по данным таблиц 3 и 4
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; 14m , 13n – объем выборки, по ко-

торой определялись X и X  соответственно.
Для нашего случая получаем матрицы A и A
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Вводим матрицу
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и точно такую же матрицу IA  , где  и  – собственные числа матриц

1A и 1A соответственно; I – единичная матрица.
Находим собственные значения  как корни характеристического урав-

нения

0 IAdet (8)

и соответственно

0 IAdet . (9)

85421 , , 788712 , , 020713 , , 211404 , , 102805 , , 022506 , .(10)

0101 , , 12702 , , 16403 , , 64204 , , 74115 , , 31736 , . (11)

Для вычисления (5) и (6) используем итерационные методы, например,
[0].
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Вычисляем выборочную корреляционную матрицу для этапов наземной
(R ) и натурной (R ) отработки соответственно

1

1
1

21

221

112







kk

k

k

rr

rr
rr

R  и

1

1
1

21

221

112







kk

k

k

rr

rr
rr

R






 , (12)

где
 

ji

ji
ij

xx
r




,cov
– коэффициент корреляции случайных величин ix , jx .

Для нашего случая получаем матрицы R и R

1
1501
57066401
1670936067901
174021700460
334022401170

0260
010

1
87101

,
,,
,,,
,,,
,,,

,
,,







R ,

1
15301
789036101
0910964027101
084062100460
05406220060

690
670

1
84901

,
,,

,,,
,,,
,,,

,
,,





R .

Вводим матрицы
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где k и k – собственные числа матриц R и R соответственно.
Находим собственные значения k и k как корни характеристического

уравнения

0 IR kdet и 0 IR kdet , (15)
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033401 ,k , 116702 ,k , 203 ,k , 0114 ,k , 82315 ,k , 8226 ,k . (16)

02901 ,k , 1302 ,k , 17603 ,k , 6204 ,k , 72715 ,k , 31836 ,k . (17)

Из вариационных рядов (10), (11) и (16), (17) выбирается максимальное
значение maxi и соответственно находятся значения max , maxk , maxk
для матриц A  2,854, A  3,317, R  2,8172 и R  3,218.

Вычисляем значение cos по формуле
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Вычисляется значение критерия подобия по формуле (1)
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Для оценки полученного результата воспользуемся функцией желаемо-
сти Харрингтона [6], значения которой, сопоставленные с соответствующей
оценкой, представлены в таблице 5. Значение 0,88 попадает в диапазон от 0,8
до 1 функции желаемости Харрингтона, который соответствует оценке «от-
лично».

Таблица 5
Значение функции желаемости xf Результат

0,8  xf 1,0 Отлично

0,63  xf 0,8 Хорошо

0,37  xf 0,63 Удовлетворительно

0,2  xf 0,37 Неудовлетворительно

0  xf 0,2 Плохо

Выводы. По результатам расчетов коэффициента статистического подо-
бия условий отработки твердотопливного двигателя для испытаний в назем-
ных и натурных условиях получено значение 0,88, что согласно функции же-
лаемости Харрингтона квалифицируется как отличный результат.
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