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Äîñë³äæåíî äèíàì³÷íèé íàïðóæåíèé ñòàí ò³ë ç óðàõóâàííÿì ìîìåíòíèõ íàïðóæåíü ³ç âèêî-

ðèñòàííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º òà ìåòîäó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè

óçãîäæóþòüñÿ ç îñíîâíèìè ïðèíöèïàìè õâèëüîâî¿ ìåõàí³êè. Ðîçðîáëåíà ìåòîäèêà äîçâîëÿº

äîñë³äæóâàòè íåñòàö³îíàðí³ äèíàì³÷í³ ïðîöåñè ó ñèíòåòè÷íèõ ìàòåð³àëàõ ³ç ïîðîæíèíàìè

ïðàêòè÷íî äîâ³ëüíîãî ïåðåð³çó. Âèâ÷åíî âïëèâ ãåîìåòð³¿ ïîðîæíèíè íà ðîçïîä³ë äèíàì³÷íèõ

íàïðóæåíü ó ï³íèñòèõ ñåðåäîâèùàõ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: íåñòàö³îíàðíà çàäà÷à, ìîìåíòí³ íàïðóæåííÿ, òóíåëüíà ïîðîæíèíà.

Âñòóï. Íà ñüîãîäí³ øèðîêèé ðîçâèòîê îòðèìàëè åêñïåðèìåíòàëüí³ äîñë³äæåííÿ

âïëèâó òåìïåðàòóðíèõ ³ ìåõàí³÷íèõ ÷èííèê³â íà ì³êðîñòðóêòóðó òà ìåõàí³÷í³ âëàñòè-

âîñò³ êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â [1]. Ïîðÿä ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè ïðîâîäÿòüñÿ ðîáîòè,

ïðèñâÿ÷åí³ ïîáóäîâ³ ìîäåëåé ðîçðàõóíêó øâèäêîñò³ ðîñòó äåôåêò³â ó êîìïîçèòíèõ

ìàòåð³àëàõ çà ä³¿ ³ìïóëüñíèõ òà îñöèëþþ÷èõ íàâàíòàæåíü [2, 3] ç óðàõóâàííÿì

ïðóæíî-ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ [4].

Ïðè äîñë³äæåíí³ äèíàì³÷íèõ ïðîöåñ³â ó åëåìåíòàõ êîíñòðóêö³é ç íåòðàäèö³éíèõ

ìàòåð³àë³â (ïîë³óðåòàíè, ñï³íåí³ ïîë³àêðèëàì³äè, ï³íîïîë³óðåòàíè òà ³í.), ùî äîñòàò-

íüî øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ, íåîáõ³äíî âðàõîâóâàòè âíóòð³øí³é ìîìåíò ê³ëüêîñò³

ðóõó ì³êðî÷àñòèíîê. Ïðîöåñè äåôîðìóâàííÿ ó òàêèõ ìàòåð³àëàõ íå ìîæíà îïèñàòè

ð³âíÿííÿìè êëàñè÷íî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³. Òîìó ïîòð³áíî âèêîðèñòîâóâàòè ìîäåë³ ñåðå-

äîâèù, êîæíà ìàòåð³àëüíà òî÷êà ÿêèõ º àáñîëþòíî òâåðäèì ò³ëîì. Ð³âíÿííÿ ðóõó

òàêèõ ñåðåäîâèù îïèñóþòüñÿ ó ðàìêàõ ìîìåíòíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³.

Íàïðóæåííÿ ó öèõ ìàòåð³àëàõ ïðè ïëîñêîìó òà ïðîñòîðîâîìó íàïðóæåíèõ

ñòàíàõ âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ð³âíÿíü ìîìåíòíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ùî äîçâî-

ëÿþòü âðàõîâóâàòè îáåðòàëüíî-çñóâí³ äåôîðìàö³¿ [5]. Ðîçì³ðí³ åôåêòè, ùî âèíèêàþòü

çà ð³çíèõ âèä³â íàâàíòàæåíü ó ïîë³ìåðíèõ ìàòåð³àëàõ, òàêîæ ìîæíà äîñë³äèòè íà

îñíîâ³ ð³âíÿíü ìîìåíòíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³. Îêð³ì òîãî, çðîñòàííÿ ïðóæíèõ õàðàê-

òåðèñòèê ïðè çìåíøåíí³ ðîçì³ð³â ò³ëà, ùî íåìîæëèâî îïèñàòè çà äîïîìîãîþ êëà-

ñè÷íî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ìîæíà ïîÿñíèòè íà îñíîâ³ ìåòîä³â ìîìåíòíî¿ òåîð³¿ ïðóæ-

íîñò³.

Ó ðîáîòàõ [6, 7] òà ³í. äëÿ ïîë³ì³òàêðèë³ì³äó åêñïåðèìåíòàëüíî äîñë³äæåíî

âïëèâ ì³êðîñòðóêòóðè ìàòåð³àëó íà éîãî äèíàì³÷íó ïîâåä³íêó. ×èñëîâîìó äîñë³ä-

æåííþ ïîøèðåííÿ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â ó ìîìåíòíèõ ñåðåäîâèùàõ ïðèñâÿ÷åíî ïðàö³

[8, 9], Ñàðê³ñÿíà Ñ. Î. òà ³í.

Ïîáóäîâà àíàë³òè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â äèíàì³÷íèõ òà ñòàòè÷íèõ çàäà÷ ùîäî êîí-

öåíòðàö³¿ íàïðóæåíü ó åëåìåíòàõ êîíñòðóêö³é ç ïîë³óðåòàí³â â îñíîâíîìó ïðîâî-

äèòüñÿ äëÿ ìîìåíòíîãî ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà, ùî äîçâîëÿº ñïðîñòèòè ðîçâ’ÿ-

çàííÿ òàêèõ çàäà÷. Ó ðîáîòàõ [10–12] ïîáóäîâàíî äåÿê³ àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè äâî-

âèì³ðíèõ çàäà÷ ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà äëÿ îáëàñòåé ç öèë³íäðè÷íèìè ïîðîæ-

íèíàìè. Àíàë³òèêî-÷èñëîâèé ï³äõ³ä äî äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó ñåðåäîâèù ³ç

ì³êðîñòðóêòóðîþ çà ñòàòè÷íèõ íàâàíòàæåíü íà îñíîâ³ ìåòîäó ãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â

çàïðîïîíîâàíî â [13].
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Ó ðîáîò³ [14] îïèñàíî àíàë³òèêî-÷èñëîâèé ï³äõ³ä äî äîñë³äæåííÿ êîíöåíòðàö³¿

íàïðóæåíü ó ³çîòðîïíèõ ïëàñòèíêàõ ç îòâîðàìè çà äèíàì³÷íèõ íàâàíòàæåíü, ùî

áàçóºòüñÿ íà ïåðåòâîðåíí³ Ôóð’º çà ÷àñîì, ìåòîä³ ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü,

àïàðàò³ òåîð³¿ ôóíêö³¿ êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿. Öåé ï³äõ³ä âèÿâèâñÿ åôåêòèâíèì äëÿ ò³ë

ïðàêòè÷íî äîâ³ëüíî¿ ôîðìè.

Ìåòîþ äàíî¿ ðîáîòè º ðîçðîáêà àíàë³òèêî-÷èñëîâî¿ ìåòîäèêè äîñë³äæåííÿ ðîç-

ïîä³ëó íàïðóæåíü ó ñåðåäîâèùàõ, ïîñëàáëåíèõ òóíåëüíèìè ïîðîæíèíàìè, çà ä³¿

äèíàì³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ íà îñíîâ³ ð³âíÿíü ìîìåíòíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³.

Ìîäåëþâàííÿ îá’ºêòó äîñë³äæåííÿ. Äîñë³äæóþòüñÿ åëåìåíòè êîíñòðóêö³é, ùî

âèãîòîâëåí³ ç ï³íîïîë³óðåòàí³â. Äëÿ îïèñó íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó öèõ

ìàòåð³àë³â âèêîðèñòîâóþòüñÿ ã³ïîòåçè ë³í³éíî¿ ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà ç

óðàõóâàííÿì ìîæëèâîñò³ îáåðòàííÿ ì³êðî÷àñòèíîê ñåðåäîâèù. Äîñë³äæåííÿ ïðîâå-

äåíî íà îñíîâ³ ð³âíÿíü ðóõó ìîìåíòíîãî ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà äëÿ âèïàäêó ä³¿

äèíàì³÷íèõ íàâàíòàæåíü. Òóò êîæíà ìàòåð³àëüíà òî÷êà ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê ìàëå àáñî-

ëþòíî òâåðäå ò³ëî, à âåêòîðè ì³êðî- ³ ìàêðîïîâîðîò³â çá³ãàþòüñÿ [5, 12]:

�� rot U / ,2

äå U – âåêòîð ïåðåì³ùåííÿ öåíòðà âàãè; � – âåêòîð ïîâîðîòó. Çàçíà÷èìî, ùî U ³ � º

íåïåðåðâíèìè ôóíêö³ÿìè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî ò³ëî, ùî ïîñëàáëåíå òóíåëüíîþ ïîðîæíèíîþ

ñòàëîãî äîâ³ëüíîãî ïåðåð³çó, äî ãðàíèö³ ÿêîãî ïðèêëàäåíå äèíàì³÷íå íàâàíòàæåííÿ ó

âèãëÿä³ îñåñèìåòðè÷íîãî òèñêó â³ä ä³¿ ïðóæíîãî ³ìïóëüñó (ðèñ. 1). Äîñë³äèìî ðîçïî-

ä³ë ê³ëüöåâèõ òà ðàä³àëüíèõ íàïðóæåíü ó ò³ë³ ç óðàõóâàííÿì îáåðòàëüíî-çñóâíèõ

äåôîðìàö³é ì³êðî÷àñòèíîê íà îñíîâ³ ð³âíÿíü ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà.

Ãðàíè÷í³ óìîâè çàäà÷³ çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿä³
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Ðèñ. 1. Ìîäåëþâàííÿ çì³íè ³íòåíñèâíîñò³ íàâàíòàæåííÿ ç ÷àñîì.



Ðîçðîáêà ìåòîäèêè òà îñíîâí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ. Â³äíåñåìî ò³ëî äî äåêàðòîâî¿

ñèñòåìè êîîðäèíàò Oxy, ÿêó ðîçì³ñòèìî ó éîãî öåíòð³ âàãè.

Ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà çã³äíî ç ïñåâäîêîíòèíóóìîì Êîññåðà çàïèøåìî íàñòóïíèì

÷èíîì [12]:
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[9].

Àíàëîã³÷íî [14] äëÿ ðîçâ’ÿçêó íåñòàö³îíàðíî¿ çàäà÷³ âèêîðèñòàºìî ïåðåòâîðåííÿ
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²ç (6) âèäíî, ùî øâèäê³ñòü õâèë³ ðîçøèðåííÿ íå âïëèâàº íà ìîìåíòí³ íàïðó-

æåííÿ. Ïðè l! 0 øâèäê³ñòü îäí³º¿ ç õâèëü c3 ïðÿìóº äî c2, à ³íøà ç óÿâíèì

õâèëüîâèì ÷èñëîì � ( )ic4 çíèêàº. Òîáòî, êîëè âïëèâ ì³êðîñòðóêòóðè ìàòåð³àëó º

íàñò³ëüêè ìàëèì, ùî íèì ìîæíà çíåõòóâàòè, ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â çá³ãàþòüñÿ ç

êëàñè÷íîþ òåîð³ºþ ïðóæíîñò³ äëÿ ³çîòðîïíèõ ìàòåð³àë³â.

Ðîçðîáêà àëãîðèòìó ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³. Äëÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ùîäî êîíöåíòðàö³¿

äèíàì³÷íèõ íàïðóæåíü íà ãðàíèö³ ïîðîæíèí òà îòâîð³â ó ïñåâäîêîíòèíóóì³ Êîññåðà

âèêîðèñòàºìî ìåòîä ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Çàñòîñóºìî ïåðåòâîðåííÿ

Ôóð’º (5) äî ð³âíÿíü (3):
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³ îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ, åêâ³âàëåíòí³ ð³âíÿííÿì óñòàëåíèõ êîëèâàíü ³ç öèêë³÷íîþ

÷àñòîòîþ �, äå ~,u ~v,
~
Qx ,

~
Qy – Ôóð’º-çîáðàæåííÿ ïåðåì³ùåíü ³ ìàñîâèõ ñèë, ùî

çíàõîäÿòüñÿ íà îñíîâ³ çàëåæíîñòåé (5).

Âèîêðåìèâøè âïëèâ ÷àñîâîãî ôàêòîðà çà äîïîìîãîþ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâî-

ðåííÿ Ôóð’º, ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ áóäåìî ïðîâîäèòè â îáëàñò³ Ôóð’º-çîáðàæåíü.

Çàñòîñóºìî ïåðåòâîðåííÿ (5) äî ãðàíè÷íèõ óìîâ (1) ³ îòðèìàºìî

~ ~
( ), ~ ,� � � � � �r L r L

�� �0 0 (8)

äå
~

( )� � – çîáðàæåííÿ ôóíêö³¿ (2).

Äëÿ ïåðøî¿ îñíîâíî¿ çàäà÷³ ïîòåíö³àëüíå çîáðàæåííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó äëÿ

ïåðåì³ùåíü âèáåðåìî ó âèãëÿä³ [15]

~
� ,U = p U"� ds

L

(9)

äå p x( , ) ( , )0 � � p px y – íåâ³äîì³ êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëüí³ ôóíêö³¿; � ( , , )U x x
0 � �

�
#

$

%
%

&

'

(
(

� �

� �

U U

U U

xx yx

xy yy

– ôóíäàìåíòàëüíèé òåíçîð; L – ãðàíèöÿ îáëàñò³. ²íòåãðóâàííÿ âçäîâæ

ãðàíèö³ ïðîâîäèòüñÿ çà çì³ííèìè x
0

1
0

2
0� ( , ),x x x

0 – äîâ³ëüíà òî÷êà ò³ëà.

Ïðè ïîáóäîâ³ âèðàç³â äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî òåíçîðà �U ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîñ-

ñåðà íåîáõ³äíî âðàõóâàòè óìîâè Çîììåðôåëüäà [15]. Çàïèøåìî öåé òåíçîð ó âèãëÿä³

ñóìè ñêëàäîâèõ äëÿ êëàñè÷íî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ �Uêë òà äîäàòêîâèõ ìîìåíòíèõ

êîìïîíåíò �Uì , ùî âèçíà÷àþòü âïëèâ ì³êðîñòðóêòóðè ìàòåð³àëó:

� � � .U = U Uêë ì� (10)

Â³äïîâ³äíî äî [16] äëÿ íåóñòàëåíèõ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â êëàñè÷íî¿ òåîð³¿ ïðóæ-

íîñò³ �U
jkêë çàïèñóºòüñÿ ó âèãëÿä³

� ( ) (( ) ( ))U K r K r
jk jk k j

m
mêë � � �

#

$

%
%

�1

2

1
10 2

2
2

1
0��

) *
)
� � )

&

'

(
(, (11)
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äå ) �m mi c� – õâèëüîâ³ ÷èñëà, m�1, 2, i� �1; K r0 ( ) – ìîäèô³êîâàíà ôóíêö³ÿ

Áåññåëÿ òðåòüîãî ðîäó íóëüîâîãî ïîðÿäêó (àáî ôóíêö³ÿ Ìàêäîíàëüäà); r – â³äñòàíü

â³ä äîñë³äæóâàíî¿ òî÷êè äî ãðàíèö³, r x x x x� � � �( ) ( ) ;1 1
0 2

2 2
0 2 j k x y, { , }.!

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ìîìåíòíèõ ñêëàäîâèõ �U
jkì ïðîäèôåðåíö³þºìî ïåðøå ð³âíÿí-

íÿ (7) ïî x, à äðóãå – ïî ó òà äîäàìî ¿õ. Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ Ãåìãîëüöà

äëÿ
~
�:

��
#

$

%
%

&

'

(
( ��

�
�

�
�

2

1
2

1
2

1

c c
Qj j

~
,

çâ³äêè
~

( ).�
��

� )�
1

2 1
2 0 1

c
K rj

Ï³äñòàâèìî çàëåæí³ñòü (10) ç óðàõóâàííÿì ïðåäñòàâëåíü (11) ó ð³âíÿííÿ (7) òà

ïðîâåäåìî â³äïîâ³äí³ ñïðîùåííÿ:

� ( ) ( ),U
D

D K r
jk jk k j m mì �� �

2 1 10��
* � � )� �

äå

Dm

m m

m

m

m m
1

1 1

1

1

1 1

1 1
2

3
2 2

4
2 2

3

1
2

�
�

�
�

#

$

%
%

&

'

(
( �

��) ) ) )
*

*

) )2

4

2
2 2

1

1 1

�
��

*

) )

m

m m

; m1 2 3 4� , , ;

D�
�

1

3
2

4
2) �

.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ïîòåíö³àëüíèõ ôóíêö³é p1, p2 ðîçðàõóºìî íàïðó-

æåííÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè [12]:

~
( ) (

�
� � � � � � � � �

� �
r

x y i x y xy yx i x y xy
e

i
e

i
�

�
�

� � �
�

� � �
�

2 4

2 2
�

�
� � � � � � �

�
� �

yx

r

xy yx i x y xy yx iie
i

ie

)
;

~
( )

4

2 4

2 2�
�

�
� � �

� � x y xy yxi� � �� � �( )
,

4

(12)

äå � – êóò ì³æ íîðìàëëþ
�
n äî ïëîùèíêè òà â³ññþ Ox.

Ï³äñòàâèìî ïîòåíö³àëüíå çîáðàæåííÿ (9) ç óðàõóâàííÿì (10) ó ôîðìóëè (12) ³

îòðèìàºìî ³íòåãðàëüí³ çàëåæíîñò³:

~ ( ( , ) ) ;� r j j

L

f p ds�� x x
0 ~ ( ( , ) ) .� �r j j

L

g p ds�� x x
0

(13)

Òóò f j , g j – â³äîì³ ôóíêö³¿, äî ÿêèõ âõîäÿòü ôóíêö³¿ Áåññåëÿ òðåòüîãî ðîäó, â

îïåðàòîðíîìó âèãëÿä³ çàïèñóþòüñÿ òàê:

f K r K r Dj
j j m

m
j

� � � ��1

2

1
11 0 2

2
2 2

1
0 3�

+ )
)
+ ) +

( ) ( ) (
( ) (( ) ( ))

)
( ( )) ;D K rl l0 )

#

$

%
%

&

'

(
(
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K r K r Dj
j j m

m
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2

1
11 0 2

2
2 2
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, ) ,

( ) ( ) (
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(
(
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1
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11 1
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z
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1

2 2 2
21 1

( )
(( ) ( ) / );� � � � ��i e ei

z
i

z

+ � � � � �� �
2
1

1
2 2 2 21 2

( )
(( / ) ( ));� � � � �� e ei

z
i

z

+ � � � � �� �
2
2

2
2 2 2 21 2

( )
(( / ) ( ));� � � � �� e ei

z
i

z

+ � � �� �
3
1

2
2 2 2 22

( )
( );�� ��i e ei

z
i

z�

+ � � �� �
3
2

1
2 2 2 22

( )
( );� � �i e ei

z
i

z�

, � �� �
1
1 2 2( )

;� � �e ei
z

i
z , � �� �

1
2 2 2( )

( );�� � �i e ei
z

i
z

, � � �� �
2
1

1
2 2 2 22

( )
( );� � �e ei

z
i

z , � � �� �
2
2

2
2 2 2 22

( )
( );� � �e ei

z
i

z

, � � � �� �
3
1

2
2 2 2 22 2

( )
( / ( ) ( ));� � � � �� ��B i e ei

z
i

z

, � � � �� �
3
2

1
2 2 2 22 2

( )
( / ( ) ( )),� � � �� ��B i e ei

z
i

z

äå � � �z z� ; � � �z z� ; z x ix� �1 2; z x ix� �1 2.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ï³ä³íòåãðàëüí³ ôóíêö³¿ f j , g j ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ àðãóìåíòó

º íåðåãóëÿðíèìè, äëÿ ôóíêö³é Áåññåëÿ òðåòüîãî ðîäó âèêîðèñòàºìî àñèìïòîòè÷í³

âèðàçè [17]:

K r r r r O r0
2 32

1

4
2 1( ) ln ln (ln ln ) ( ),� � � � � � � �� �

äå � – åéëåðîâà êîíñòàíòà.

Âèä³ëèìî íåðåãóëÿðí³ ñêëàäîâ³ ó ï³ä³íòåãðàëüíèõ ôóíêö³ÿõ f j , g j òà çà äîïî-

ìîãîþ ôîðìóë Ïëåìåëÿ–Ñîõîöüêîãî [12, 15] ïðè ãðàíè÷íîìó ïåðåõîä³ ó çàëåæíîñòÿõ

(13) îòðèìàºìî ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü:

Re( ) / ( ( , ) ( , ) ) ~;

Im( (

q f qd f qd

q

L

2

1

1
0

2
0� � �

�

�v. p. x x x x- - �

( / ) )) / ( ( , ) ( , ) ) ,l c g qd g qdj j

L

2
2 0 02 0� � �

�

�
�

�
�v. p. x x x x- -�

(14)

äå q i pds d� " / ;- p p ip� �1 2 – íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ; -� �x ix1
0

2
0. Òóò ï³ä ³íòåãðàëàìè

áóäåìî ðîçóì³òè ¿õ ãîëîâí³ çíà÷åííÿ.

Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ äîñë³äæåíü. Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìèõ íà ãðàíèö³ ôóíê-

ö³é p1, p2 ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (14) ðîçâ’ÿçóâàòèìåìî ÷èñëîâî ìåòîäîì

ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð òà êîëîêàö³¿. Äî ³íòåãðàë³â, ùî ìàþòü îñîáëèâîñò³ òèïó Êîø³,

çàñòîñóºìî óòî÷íåí³ êâàäðàòóðí³ ôîðìóëè. Äëÿ âèçíà÷åííÿ çíà÷åíü íåâ³äîìèõ íà

ãðàíèö³ ôóíêö³é p1, p2 îäåðæèìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü:
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Re( ) / ( , ) ( , )q h f q h f qs s n n n s n

n

N

n

N

n2 1
0

2
0

11

� . � .
��

// x x x x0 0 �

0

n s

s s n n n sq l c h g q h g

�

� � . �

~ ;

Im( ( ( / ) )) / ( , ) (1 22
2

1
0

2x x x , ) ,xn n n

n

N

n

N

q0

11

0. �

�

�

�
�

�

�
�

��

// 0

äå 0 0 1n n� ( ); 1 n hn� ; h N� 2� ; 0 1( ) – ïàðàìåòðè÷íå çàäàííÿ ãðàíèö³ îáëàñò³ L;

N – ê³ëüê³ñòü âóçëîâèõ òî÷îê.

Ïàðàìåòð 1 âèáèðàºòüñÿ íà îñíîâ³ íåë³í³éíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ñ³ä³ [18] òàê, ùîá

ïðè îáõîä³ âçäîâæ ãðàíèö³ îáëàñòü çàëèøàëàñÿ çë³âà. Âèêîðèñòàííÿ òàêîãî ï³äõîäó

âèÿâèëîñÿ åôåêòèâíèì ïðè äîñë³äæåíí³ íàïðóæåíîãî ñòàíó ïëàñòèíîê ³ç ðîçð³çàìè çà

óñòàëåíèõ êîëèâàíü [19].

Ðîçðàõóíîê äèíàì³÷íèõ ê³ëüöåâèõ íàïðóæåíü íà ãðàíèö³. Äëÿ ðîçðàõóíêó

çîáðàæåíü ê³ëüöåâèõ íàïðóæåíü íà ãðàíèö³ âèêîðèñòàºìî ôîðìóëè [12]

~ ( ) / ( ( ( )) (� � � � � � � � ��
� �� � � � � � � � ��

x y
i

x y xy yx
i

x ye i e2 2 2 i xy yx( ))) / ,� �� 4

ÿê³ ïðè ï³äñòàíîâö³ ó íèõ ïîòåíö³àëüíîãî çîáðàæåííÿ (6) â îïåðàòîðíîìó âèãëÿä³

çàïèøåìî òàê:
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Âèä³ëèìî íåðåãóëÿðí³ ñêëàäîâ³ ó (15) òà âèêîíàºìî ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä íà îñíîâ³

ôîðìóë Ïëåìåëÿ–Ñîõîöüêîãî [12, 15]. Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî çàëåæíîñò³ äëÿ ðîç-

ðàõóíêó çîáðàæåíü ê³ëüöåâèõ íàïðóæåíü íà ãðàíèö³:

~ Re( ) ( ( , ) ( , ) ).�
�
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1
0
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0q h qd h qd

L

v. p. x x x x

Çîáðàæåííÿ ðàä³àëüíèõ äèíàì³÷íèõ íàïðóæåíü ó ò³ë³ âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìó-

ëàìè
~ ( , ) .� r j j

L

f p ds� �v. p. x x
0
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Äëÿ âèçíà÷åííÿ äèíàì³÷íèõ íàïðóæåíü ¿õ îðèã³íàëè ðîçðàõóºìî íà îñíîâ³ äèñ-

êðåòíîãî îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º:

� �2� � � �( ) Re ~ )exp ~( )T
T

i
nk

K
k n n

n

K

n

K

�
#

$
%

&

'
(�

�

�

�

�

/2
2

0

1

0

1

/
#

$

%
%

&

'

(
(, (16)

äå K – ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â äèñêðåòíî¿ âèá³ðêè; � �n n T� 2 – ÷àñòîòè âèá³ðêè;

T kT Kk � ; k K� �0 1, ... , – ô³êñîâàí³ ìîìåíòè ÷àñó.

Âèêîðèñòàííÿ äèñêðåòíîãî îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º (16) ïðè âèçíà÷åíí³

îðèã³íàë³â ê³ëüöåâèõ íàïðóæåíü äàº ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè äîñòîâ³ðí³ çíà÷åííÿ äëÿ

óñ³õ íàïåðåä ô³êñîâàíèõ ìîìåíò³â ÷àñó, à íå äëÿ ïîëîâèíè ç íèõ, ÿê ó âèïàäêó

çàñòîñóâàííÿ âèêëþ÷íî äèñêðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º.

Îö³íêà äîñòîâ³ðíîñò³ ðîçðîáëåíî¿ ìåòîäèêè. Òî÷í³ñòü äàíîãî ï³äõîäó ïåðå-

â³ðèìî ïðè ïîð³âíÿíí³ îòðèìàíèõ çà äîïîìîãîþ ðîçðîáëåíî¿ ìåòîäèêè çíà÷åíü â³ä-

íîñíèõ äèíàì³÷íèõ íàïðóæåíü äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ³çîòðîïíî¿ ïëàñòèíè, ïîñëàáëåíî¿

êðóãîâèì îòâîðîì, ³ç â³äîìèìè äàíèìè äëÿ âèïàäêó ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó

(ðèñ. 2). ×èñëîâ³ ðîçðàõóíêè âèêîíàºìî äëÿ áåçðîçì³ðíîãî ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà

l l a� òà áåçðîçì³ðíîãî ÷àñîâîãî ïàðàìåòðà t tc a� 1 , äå à – äåÿêèé õàðàêòåðíèé

ðîçì³ð. Ïðè öüîìó âðàõîâóâàëîñÿ, ùî ñåðåäí³é ðîçì³ð çåðíà äëÿ ñòàë³ 20 ñòàíîâèòü

25 ìêì. Çà ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â íàâàíòàæåííÿ, ÿêå ïðèêëàäåíå äî ãðàíèö³ îòâîðó ó

ïëàñòèí³, çàäàâàëîñÿ ó âèãëÿä³ (9) ïðè p1 272� , p2 0 272� , , 
1 10� , 
2 01� , , n1 2� ,

n2� 1.

²ç ðèñ. 2 âèäíî, ùî ïðè l ! 0 â³äíîñí³ äèíàì³÷í³ íàïðóæåííÿ, ðîçðàõîâàí³ íà

îñíîâ³ ð³âíÿíü ìîìåíòíîãî ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà, çá³ãàþòüñÿ ç ðîçðàõîâàíèìè

çà êëàñè÷íîþ òåîð³ºþ äëÿ ³çîòðîïíèõ ò³ë [20], ùî óçãîäæóºòüñÿ ç ïîïåðåäí³ìè

âèêëàäêàìè. Îòðèìàí³ ðîçðàõóíêè ï³äòâåðäæóþòü òî÷í³ñòü òà åôåêòèâí³ñòü çàïðîïî-

íîâàíî¿ àíàë³òèêî-÷èñëîâî¿ ìåòîäèêè.

Ðîçðàõóíîê äèíàì³÷íèõ íàïðóæåíü ó ïîë³óðåòàíîâèõ ò³ëàõ. Íà îñíîâ³ ðîç-

ðîáëåíîãî ï³äõîäó äîñë³äèìî çì³íó ç ÷àñîì â³äíîñíèõ ê³ëüöåâèõ òà ðàä³àëüíèõ

íàïðóæåíü ó ïðóæíîìó ï³íèñòîìó ò³ë³ ç òóíåëüíîþ öèë³íäðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ

ðàä³óñà R, äî ãðàíèö³ ÿêîãî ïðèêëàäåíå äèíàì³÷íå íàâàíòàæåííÿ (9). Íà ðèñ. 3

íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â äëÿ ï³íîïîë³óðåòàíó âèñîêî¿ ì³öíîñò³ [6]
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Ðèñ. 2. Ðîçïîä³ë â³äíîñíèõ äèíàì³÷íèõ ê³ëüöåâèõ íàïðóæåíü íà ãðàíèö³ êðóãîâîãî îòâîðó,

îòðèìàíèé íà îñíîâ³ ðîçðîáëåíî¿ ìåòîäèêè: 1 – l � 2 5, ; 2 – l � 0 025, ; 3 – l � 0 0025, ; 4 – äàí³,

íàâåäåí³ ó [20].

Â. ². Øâàá’þê, Î. À. Ì³êóë³÷, Â. Â. Øâàá’þê



(ãóñòèíà �� 0 34, ã/ñì 3, ìîäóëü Þíãà Å� 300 ÌÏà, êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà �� 0 44, ,

Â� 44 5, Í), ï³íèñòîãî ïîë³óðåòàíó WF 300 [7] (�� 0 38, ã/ñì 3, Å� 637 ÌÏà, �� 013, ,

Â� 676 Í) òà ñèíòåòè÷íîãî ïîë³óðåòàíó [8] (�� 0 59, ã/ñì 3, Å� 2 768, ÃÏà, �� 0 34, ,

Â� 4 23, Í). Ðîçðàõóíîê íàïðóæåíü ïðîâîäèâñÿ ó N� 80 âóçëîâèõ òî÷êàõ. Îðèã³íàëè

â³äíîñíèõ äèíàì³÷íèõ íàïðóæåíü âèçíà÷àëèñÿ äëÿ K� 210 åëåìåíò³â äèñêðåòíî¿

âèá³ðêè. ×èñëîâèé ðîçðàõóíîê çä³éñíþâàâñÿ íà îñíîâ³ àëãîðèòìó øâèäêîãî ïåðå-

òâîðåííÿ Ôóð’º.

ßê âèäíî ç ðèñ. 3,à, ðîçïîä³ë â³äíîñíèõ äèíàì³÷íèõ ê³ëüöåâèõ íàïðóæåíü ìàº

êîëèâíèé õàðàêòåð, ùî ïîÿñíþºòüñÿ âïëèâîì ì³êðîñòðóêòóðè ìàòåð³àëó òà ï³äòâåðä-

æóº ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü [6, 7]. Ç³ çá³ëüøåííÿì ãóñòèíè òà

ïðóæíèõ õàðàêòåðèñòèê ïîë³óðåòàí³â êîëèâíèé õàðàêòåð ðîçïîä³ëó íàïðóæåíü çìåí-

øóºòüñÿ.

Äîñòîâ³ðí³ñòü çàïðîïîíîâàíî¿ ìåòîäèêè ï³äòâåðäæóº òå, ùî ðàä³àëüí³ íàïðóæåí-

íÿ º íóëüîâèìè äî ìîìåíòó äîñÿãíåííÿ õâèëåþ â³äïîâ³äíîãî ïåðåð³çó ò³ëà. ²ç ðèñ. 3,á

âèäíî, ùî ó â³ääàëåíèõ â³ä ãðàíèö³ ïîðîæíèíè òî÷êàõ ïðîõîäæåííÿ õâèë³ ïîâ’ÿçàíî ç
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Ðèñ. 3. Ðîçïîä³ë â³äíîñíèõ äèíàì³÷íèõ ê³ëüöåâèõ íàïðóæåíü íà ãðàíèö³ öèë³íäðè÷íî¿ ïîðîæ-

íèíè – à òà ðàä³àëüíèõ íàïðóæåíü ó ïåðåð³çàõ, â³ääàëåíèõ íà â³äñòàíü 2 5, R (øòðèõïóíêòèðí³

ë³í³¿), 5R (øòðèõîâ³ ë³í³¿), 10R (ïóíêòèðí³ ë³í³¿) – á: 1 – ï³íîïîë³óðåòàí âèñîêî¿ ì³öíîñò³; 2 –

ï³íèñòèé ïîë³óðåòàí; 3 – ñèíòåòè÷íèé ïîë³óðåòàí.

Íàïðóæåíèé ñòàí ï³íèñòèõ ñåðåäîâèù ³ç òóíåëüíèìè ïîðîæíèíàìè ...



íàÿâí³ñòþ ó ò³ë³ ÿê ïîë³â ðîçòÿãóâàëüíèõ, òàê ³ ñòèñêàëüíèõ íàïðóæåíü, ùî óçãîäæó-

ºòüñÿ ç îñíîâíèìè ïðèíöèïàìè õâèëüîâî¿ ìåõàí³êè. ×èñëîâ³ ðîçðàõóíêè ïîêàçóþòü,

ùî äëÿ âèïàäêó ïîðîæíèíè êðóãîâîãî ïåðåð³çó â³äñóòí³é âïëèâ îáåðòàëüíî-çñóâíèõ

äåôîðìàö³é, ùî ïîâ’ÿçàí³ ç ì³êðîñòðóêòóðîþ ìàòåð³àëó, íà çì³íó â³äíîñíèõ ðàä³àëü-

íèõ íàïðóæåíü ó ò³ë³. Çã³äíî ç ÷èñëîâèìè ðîçðàõóíêàìè ó â³ääàëåíèõ íà â³äñòàí³ 10R

ïåðåð³çàõ äèíàì³÷í³ ðàä³àëüí³ íàïðóæåííÿ çìåíøóþòüñÿ ó 3,3 ðàçà ïîð³âíÿíî ç

â³äïîâ³äíèìè íàïðóæåííÿìè íà ãðàíèö³ ïîðîæíèíè.

Ïåðåâàãà çàïðîïîíîâàíî¿ ìåòîäèêè ïîëÿãàº ó ìîæëèâîñò³ äîñë³äæåííÿ äèíà-

ì³÷íîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó ò³ë ³ç ïîðîæíèíàìè ïðàêòè÷íî äîâ³ëüíîãî ïåðåð³çó, äå

ðîçïîä³ë íàïðóæåíü íåð³âíîì³ðíèé âçäîâæ ãðàíèö³. Íà îñíîâ³ ðîçâèíåíîãî àíàë³òèêî-

÷èñëîâîãî àëãîðèòìó äîñë³äèìî âïëèâ ôîðìè ïåðåð³çó ïîðîæíèíè ò³ëà íà ðîçïîä³ë

â³äíîñíèõ íàïðóæåíü çà ä³¿ äèíàì³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ. Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â äèíà-

ì³÷íèõ ê³ëüöåâèõ òà ðàä³àëüíèõ íàïðóæåíü ó ñèíòåòè÷íîìó ï³íîïîë³óðåòàí³, ùî

ïîñëàáëåíèé òóíåëüíîþ åë³ïòè÷íîþ ïîðîæíèíîþ ç â³äíîøåííÿì ï³âîñåé ïåðåð³çó 2,

íàâåäåíî íà ðèñ. 4. ×èñëîâ³ ðîçðàõóíêè âèêîíàíî ó N�128 âóçëîâèõ òî÷êàõ íà

ãðàíèö³ ïåðåð³çó ïîðîæíèíè òà äëÿ K� 211 åëåìåíò³â äèñêðåòíî¿ âèá³ðêè â îáåðíå-

íîìó ïåðåòâîðåíí³ Ôóð’º.
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Ðèñ. 4. Ðîçïîä³ë â³äíîñíèõ äèíàì³÷íèõ ê³ëüöåâèõ íàïðóæåíü íà ãðàíèö³ åë³ïòè÷íî¿ ïîðîæíèíè

(1 – ó òî÷ö³ 1 � 0; 2 – 1 � 330 ; 3 – 1 � 360 ; 4 – 1 � 390 ) – à òà ðàä³àëüíèõ íàïðóæåíü ó ò³ë³ â

ïåðåð³çàõ, â³ääàëåíèõ íà â³äñòàí³ 2b (ñóö³ëüíà ë³í³ÿ), 2 5, b (øòðèõîâà ë³í³ÿ), 5b (øòðèõïóíê-

òèðíà ë³í³ÿ), 10b (ïóíêòèðíà ë³í³ÿ) â³ä öåíòðà ïîðîæíèíè – á.

Â. ². Øâàá’þê, Î. À. Ì³êóë³÷, Â. Â. Øâàá’þê



²ç ðèñ. 4,à âèäíî, ùî ðîçïîä³ë â³äíîñíèõ äèíàì³÷íèõ ê³ëüöåâèõ íàïðóæåíü ó âñ³õ

òî÷êàõ ãðàíèö³ ìàº êîëèâíèé õàðàêòåð, ùî º íàñë³äêîì âïëèâó îáåðòàëüíî-çñóâíèõ

äåôîðìàö³é. Ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ íàïðóæåíü âèíèêàþòü ó òî÷êàõ âåëèêî¿ ï³ââ³ñ³

ïåðåð³çó, äå ê³ëüöåâ³ íàïðóæåííÿ â 1,76 ðàçà âèù³ çà â³äïîâ³äí³ çíà÷åííÿ, ÿê³ âèíè-

êàþòü ó òî÷êàõ ìàëî¿ ï³ââ³ñ³.

Ï³ñëÿ ïðîõîäæåííÿ ôðîíòó õâèë³ ó â³ääàëåíèõ â³ä öåíòðà ïîðîæíèíè ïåðåð³çàõ

âèíèêàþòü ñòèñêàëüí³ íàïðóæåííÿ ç ïîäàëüøèì ¿õ çàòóõàííÿì (ðèñ. 4,á). Ó áëèçüêèõ

äî ïîðîæíèíè ïåðåð³çàõ äèíàì³÷í³ ðàä³àëüí³ íàïðóæåííÿ ìàþòü êîëèâíèé õàðàêòåð òà

º çíàêîñòàëèìè, ùî ïîâ’ÿçàíî ç òðèâàë³ñòþ äèíàì³÷íîãî ³ìïóëüñó. ×èñëîâ³ ðîçðà-

õóíêè ïîêàçóþòü, ùî âïëèâ ãåîìåòð³¿ ïîðîæíèíè íà çàòóõàííÿ äèíàì³÷íèõ ðàä³àëü-

íèõ íàïðóæåíü íåçíà÷íèé. Ó â³ääàëåíèõ íà â³äñòàí³ 10b ïåðåð³çàõ âîíè çìåíøóþòüñÿ

ó òðè ðàçè ïîð³âíÿíî ç â³äïîâ³äíèìè íàïðóæåííÿìè íà ãðàíèö³ ïîðîæíèíè.

Â è ñ í î â ê è

1. Çàïðîïîíîâàíà àíàë³òèêî-÷èñëîâà ìåòîäèêà äîñë³äæåííÿ íåñòàö³îíàðíèõ äè-

íàì³÷íèõ ïðîöåñ³â ó ñèíòåòè÷íèõ ìàòåð³àëàõ ³ç ì³êðîñòðóêòóðîþ ´ðóíòóºòüñÿ íà

âèêîðèñòàíí³ ³íòåãðàëüíîãî ³ äèñêðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º òà ìåòîäó ³íòåãðàëü-

íèõ ð³âíÿíü. Ïîáóäîâàí³ ôóíêö³¿ âïëèâó äëÿ ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà äàþòü ìîæëè-

â³ñòü äîñë³äæóâàòè õâèëüîâ³ ïðîöåñè, ùî îïèñóþòüñÿ øâèäêîçì³ííèìè ôóíêö³ÿìè.

2. Òî÷í³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó çàáåçïå÷óºòüñÿ çàâäÿêè âèêîðèñòàííþ äèñ-

êðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ ëèøå íà åòàï³ ïîøóêó îðèã³íàë³â äèíàì³÷íèõ íàïðóæåíü ³

çá³ãó îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â ³ç â³äîìèìè äàíèìè äëÿ ³çîòðîïíèõ ò³ë.

3. Íà îñíîâ³ ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â óñòàíîâëåíî, ùî ïðè çðîñòàíí³ â³äíîøåííÿ

ï³âîñåé åë³ïòè÷íî¿ ïîðîæíèíè â³äáóâàºòüñÿ êîíöåíòðàö³ÿ äèíàì³÷íèõ ê³ëüöåâèõ íà-

ïðóæåíü â îêîë³ òî÷îê âåëèêî¿ ï³ââ³ñ³: äëÿ âèïàäêó â³äíîøåííÿ ï³âîñåé 5 ³ 10

ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ â³äíîñíèõ ê³ëüöåâèõ íàïðóæåíü çá³ëüøóºòüñÿ ó 3,81 ³ 6,53 ðàçà

â³äïîâ³äíî ïîð³âíÿíî ç âèïàäêîì êðóãîâî¿ ïîðîæíèíè.

4. Ïðè ïîäàëüøîìó çðîñòàíí³ â³äíîøåíü ï³âîñåé åë³ïòè÷íî¿ ïîðîæíèíè ìîæëè-

âèé êîíòàêò â³äïîâ³äíèõ ãðàíèöü âíàñë³äîê êîëèâíîãî õàðàêòåðó äèíàì³÷íèõ íàïðó-

æåíü, òîìó ïðè àíàë³òèêî-÷èñëîâèõ ðîçðàõóíêàõ íåîáõ³äíî âðàõîâóâàòè òàêîæ âïëèâ

êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü, ùî ïðè öüîìó âèíèêàþòü.

Ð å ç þ ì å

Èññëåäîâàíî äèíàìè÷åñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå òåë ñ ó÷åòîì ìîìåíòíûõ íàïðÿ-

æåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ îñíîâíûìè ïðèíöèïàìè âîëíîâîé ìåõàíèêè.

Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü íåñòàöèîíàðíûå äèíàìè÷åñêèå ïðî-

öåññû â ñèíòåòè÷åñêèõ ìàòåðèàëàõ ñ ïîëîñòÿìè ïðàêòè÷åñêè ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ.

Èçó÷åíî âëèÿíèå ãåîìåòðèè ïîëîñòè íà ðàñïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé â

ïåíèñòûõ ñðåäàõ.
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