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Ðîçâèíóòî åíåðãåòè÷íèé ï³äõ³ä, íà îñíîâ³ ÿêîãî ïîáóäîâàíî ðîçðàõóíêîâó ìîäåëü âèçíà÷åííÿ

ïåð³îäó äîêðèòè÷íîãî ðîñòó êîðîòêèõ óòîìíèõ òð³ùèí ó ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ ïëàñòèíàõ ³ç

âèêîðèñòàííÿì ïèòîìèõ åíåðãåòè÷íèõ ñêëàäîâèõ. Çàïðîïîíîâàíî ôîðìóëó äëÿ íàáëèæåíîãî

âèçíà÷åííÿ ðîçêðèòòÿ ó âåðøèí³ êîðîòêèõ òð³ùèí ÷åðåç â³äíîñíèé ð³âåíü íàâàíòàæåííÿ

ïëàñòèíè ³ êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ç³ñòàâëÿþòüñÿ ç

â³äîìèìè åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè. ²ç çàïðîïîíîâàíî¿ ìîäåë³ òà ïîð³âíÿííÿ îòðèìàíèõ

ðåçóëüòàò³â ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè âèïëèâàº, ùî çà ð³çíèõ â³äíîñíèõ ð³âí³â íàâàíòàæåííÿ

ïëàñòèíè ç êîðîòêîþ òð³ùèíîþ øâèäê³ñòü ¿¿ ðîñòó ìîæå áóòè ð³çíîþ ïðè îäíàêîâèõ

êîåô³ö³ºíòàõ ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü. Ïðîòå, â çàïðîïîíîâàí³é ìîäåë³ çáåð³ãàºòüñÿ ºäè-

í³ñòü çàëåæíîñò³ øâèäêîñò³ ðîñòó êîðîòêî¿ òð³ùèíè â³ä ïèòîìî¿ ðîáîòè ïëàñòè÷íèõ

äåôîðìàö³é â îáëàñò³ ïåðåäðóéíóâàííÿ àáî â³ä ðîçêðèòòÿ ó âåðøèí³ òð³ùèíè, ÿêùî óñåðåäíåí³

íàïðóæåííÿ íå çì³íþþòüñÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ðîçðàõóíêîâà ìîäåëü, ïåð³îä äîêðèòè÷íîãî ðîñòó êîðîòêèõ òð³ùèí,
åíåðãåòè÷íèé ï³äõ³ä, â³äíîñíèé ð³âåíü íàâàíòàæåííÿ ïëàñòèíè, êîåô³ö³ºíò ³íòåí-
ñèâíîñò³ íàïðóæåíü, ðîçêðèòòÿ ó âåðøèí³ òð³ùèíè.

Ï î ç í à ÷ å í í ÿ

l* – êðèòè÷íà äîâæèíà òð³ùèíè

l0 – ïî÷àòêîâà äîâæèíà òð³ùèíè

p – ïàðàìåòð íàâàíòàæåííÿ ïëàñòèíè

� t max ( ),0 � t min ( )0 – â³äïîâ³äíî ìàêñèìàëüíå ³ ì³í³ìàëüíå ðîçêðèòòÿ � t ( )0

ó âåðøèí³ òð³ùèíè çà öèêë

� fc – êðèòè÷íå çíà÷åííÿ � t ( )0 çà öèêë³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ

� th max – ìàêñèìàëüíå ðîçêðèòòÿ ó âåðøèí³ òð³ùèíè, çà ÿêîãî

íå â³äáóâàºòüñÿ ¿¿ ïîøèðåííÿ

� t – ñåðåäíº íàïðóæåííÿ â îáëàñò³ ïåðåäðóéíóâàííÿ

�0 – êîíñòàíòà, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ç åêñïåðèìåíòó

V – øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ óòîìíî¿ òð³ùèíè

� – â³äíîñíèé ð³âåíü íàâàíòàæåííÿ ïëàñòèíè, � �� �p t
1

K I min , K I max – ì³í³ìàëüíå ³ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³

íàïðóæåíü çà öèêë

R – êîåô³ö³ºíò àñèìåòð³¿ öèêëó íàâàíòàæåííÿ â êîìïîíåíòàõ K I ,

R K K� I Imin max

R� – êîåô³ö³ºíò àñèìåòð³¿ öèêëó íàâàíòàæåííÿ â êîìïîíåíòàõ �,

R� � �� min max
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E – ìîäóëü Þíãà

K fc – êðèòè÷íå çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü çà öèêë³÷íîãî

íàâàíòàæåííÿ

K th – çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü, çà ÿêîãî íå â³äáóâàºòüñÿ

ïîøèðåííÿ òð³ùèíè

N* – ïåð³îä äîêðèòè÷íîãî ðîñòó óòîìíî¿ òð³ùèíè

Âñòóï. Óòîìà ìàòåð³àë³â ³ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é äîñë³äæóºòüñÿ â áàãàòüîõ
ðîáîòàõ [1–3]. ¯õ àíàë³ç ³ ñèíòåç ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî ³ñíóº øèðîêèé ñïåêòð ïðàêòè÷-
íèõ ïðîáëåì, ïîâ’ÿçàíèõ ç óòîìîþ ìàòåð³àë³â, ÿê³ íà äàíîìó åòàï³ íå äàþòü çìîãè
ðîçðîáèòè äîñèòü òî÷í³ ðåêîìåíäàö³¿ äëÿ àíòèóòîìíîãî êîíñòðóþâàííÿ. Îäí³ºþ ç
òàêèõ ïðîáëåì º ïðîáëåìà êîðîòêèõ òð³ùèí. Ñóòü ö³º¿ ïðîáëåìè ïîëÿãàº â òîìó, ùî
äîñèòü åôåêòèâí³ ìåòîäè ë³í³éíî¿ ìåõàí³êè óòîìíîãî ðóéíóâàííÿ íå ìîæíà âèêîðèñ-
òîâóâàòè ïðè âèçíà÷åíí³ ïåð³îäó äîêðèòè÷íîãî ðîñòó êîðîòêèõ òð³ùèí.

Ïðîáëåìó êîðîòêèõ òð³ùèí äîñë³äæóâàëî áàãàòî â÷åíèõ. Íàéá³ëüø êîðåêòí³
äîñë³äæåííÿ, íà íàø ïîãëÿä, âèêîíàíî Ð. Ð³÷³ [4] òà Ê. Ì³ëëåðîì [5], ÿêèé âåñü ïåð³îä
ðîñòó óòîìíî¿ òð³ùèíè ðîçáèâàâ íà òðè åòàïè â çàëåæíîñò³ â³ä ¿¿ ðîçì³ðó (ì³êðî-
ñòðóêòóðíî êîðîòêà, ô³çè÷íî ìàëà ³ äîâãà). Öþ ³äåþ âèêîðèñòîâóâàëè é ³íø³ äîñë³ä-
íèêè [6–8]. Òàê, â [8] çàïðîïîíîâàíî äëÿ êîæíîãî åòàïó ââåñòè ñâî¿ ïîðîãîâ³ êîåô³-
ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü (Ê²Í). Áàãàòî ³íøèõ àâòîð³â äîñë³äæóâàëè âïëèâ
ð³çíèõ ÷èííèê³â íà ê³íåòèêó ïîøèðåííÿ êîðîòêèõ òð³ùèí. Çîêðåìà, â [9] äîñë³äæó-
âàâñÿ âïëèâ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àë³â, ó [10, 11] – ñòðóêòóðè ìàòåð³àë³â, ó [12] –
ñåðåäí³õ íàïðóæåíü, ó [13] – ãðàä³ºíòà íàïðóæåíü, ó [14] – ñåðåäîâèùà, à ñòàòèñòè÷í³
àñïåêòè ïîøèðåííÿ êîðîòêèõ òð³ùèí ðîçãëÿíóòî â [15]. Øèðîêèé îãëÿä ðåçóëüòàò³â
äîñë³äæåíü ïîøèðåííÿ êîðîòêèõ òð³ùèí ïðåäñòàâëåíî ó ðîáîòàõ [16, 17].

Ó äàí³é ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî ³íøèé, ïîð³âíÿíî ç â³äîìèìè, åíåðãåòè÷íèé
ï³äõ³ä, çã³äíî ç ÿêèì øâèäê³ñòü ðîñòó êîðîòêî¿ óòîìíî¿ òð³ùèíè âèçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç
ïèòîìó ðîáîòó ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é â îáëàñò³ ïåðåäðóéíóâàííÿ àáî ÷åðåç ðîç-
êðèòòÿ ó âåðøèí³ òð³ùèíè, ÿêùî ñåðåäí³ íàïðóæåííÿ â îáëàñò³ ïåðåäðóéíóâàííÿ íå
çì³íþþòüñÿ ç ÷àñîì. Ïðè öüîìó íèæíº ïîðîãîâå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà, ùî êîíòðîëþº
ê³íåòèêó ïîøèðåííÿ êîðîòêî¿ óòîìíî¿ òð³ùèíè, âèáèðàºòüñÿ íàéá³ëüøèì ³ç çíà÷åíü
ðîçêðèòòÿ âåðøèíè óòîìíî¿ òð³ùèíè, çà ÿêîãî ¿¿ ïîøèðåííÿ ïðèïèíÿºòüñÿ. ßêùî öå
ïåðåâåñòè â òåðì³íè Ê²Í, òî øâèäê³ñòü ðîñòó êîðîòêî¿ óòîìíî¿ òð³ùèíè áóäå âèçíà-
÷àòèñÿ ÷åðåç â³äíîñíèé ð³âåíü íàâàíòàæåííÿ ïëàñòèíè òà Ê²Í. Ó òàêîìó âèïàäêó
íèæíº ïîðîãîâå çíà÷åííÿ Ê²Í óæå íå áóäå êîíñòàíòîþ, ÿê ³ â ðîáîò³ [8].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ òà ìåòîä ¿¿ ðîçâ’ÿçêó. Ðîçãëÿíåìî ïëàñòèíó (ðèñ. 1) ç
ïðÿìîë³í³éíîþ òð³ùèíîþ ïî÷àòêîâîãî ðîçì³ðó l0, ÿêà ðîçì³ùåíà âçäîâæ â³ñ³ Ox ç
ïî÷àòêîì Î ó âåðøèí³ òð³ùèíè. Çóñèëëÿ p ïðèêëàäåíî òàê, ùî ó ïëàñòèí³ âèíèêàº
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí, ñèìåòðè÷íèé â³äíîñíî â³ñ³ Ox.

Ââàæàºìî, ùî çîâí³øí³ íàâàíòàæåííÿ p ñèìåòðè÷í³ â³äíîñíî ë³í³¿ ðîçì³ùåííÿ
òð³ùèíè òà çì³íþþòüñÿ öèêë³÷íî ç³ çì³íîþ ÷èñëà öèêë³â íàâàíòàæåííÿ N .

Çàäà÷à ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ òàêîãî ÷èñëà öèêë³â çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ
(ïåð³îäó äîêðèòè÷íîãî ðîñòó óòîìíî¿ òð³ùèíè) N N� * , ï³ñëÿ ÿêîãî òð³ùèíà ï³ä-
ðîñòå äî êðèòè÷íîãî ðîçì³ðó l l� * , ³ ïëàñòèíà çðóéíóºòüñÿ.

Äëÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ïîáóäóºìî ðîçðàõóíêîâó ìîäåëü, ÿêà áàçóºòüñÿ íà ïåðøîìó
çàêîí³ òåðìîäèíàì³êè [18]. Åíåðã³þ äåôîðìóâàííÿ ìàòåð³àëó â îáëàñò³ ïåðåäðóé-
íóâàííÿ ïåðåä âåðøèíîþ òð³ùèíè ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿä³ [19]

W W W l W N W Ns p p p� � � �( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),1 2 3
(1)
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äå Ws – ïðóæíà ñêëàäîâà W; W lp
( ) ( )1 – ÷àñòèíà ðîáîòè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é, ÿêà

çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä äîâæèíè òð³ùèíè l; W Np
( ) ( )2 – ÷àñòèíà ðîáîòè ïëàñòè÷íèõ

äåôîðìàö³é â³ä çîâí³øí³õ çóñèëü, ÿêà âèä³ëÿºòüñÿ ïðè ïîñò³éí³é äîâæèí³ òð³ùèíè ï³ä
÷àñ ³íêóáàö³éíîãî ïåð³îäó ï³äãîòîâêè ¿¿ ñòðèáêà ³ çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä N; W Np

( ) ( )3 –

÷àñòèíà ðîáîòè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é ï³ä ÷àñ ðîçâàíòàæåííÿ ò³ëà ³ ñòèñêó îáëàñò³
ïåðåäðóéíóâàííÿ, ÿêà çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä N ³ ãåíåðóºòüñÿ ñàìèì ò³ëîì.

Ï³äñòàâèìî âèðàç (1) â óìîâó áàëàíñó øâèäêîñòåé çì³íè ñêëàäîâèõ åíåðã³é [18] ³
îòðèìàºìî
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(2)

àáî àíàëîã³÷íî [18] –
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( ) ( )
� � �
� �

A W W

l

l

dN

W

N

s p p
1 3

0 (3)

äå A – ðîáîòà çîâí³øí³õ ñèë; 
 – åíåðã³ÿ ðóéíóâàííÿ ò³ëà.
²ç ð³âíÿííÿ (3) çíàéäåìî øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ òð³ùèíè V dl dN� :

dl dN W N A W W lp s p/ [ / ] [ ( )] / .( ) ( )� � � �	 	 	 	3 1
 (4)

Âèðàç ó çíàìåííèêó çàïèøåìî òàê [18, 19]:

	 	 � �[ ( )] / ,( )

� � � � �A W W lsp pl f t

1
(5)

äå 2� � �f t fc� ; 2� � �t t t l� max ( ) – â³äïîâ³äíî âèðàçè äëÿ âèçíà÷åííÿ ïèòîìî¿
åíåðã³¿ ðóéíóâàííÿ ³ ïèòîìî¿ ðîáîòè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é â îáëàñò³ ïåðåäðóéíó-
âàííÿ ïðè ïîøèðåíí³ óòîìíî¿ òð³ùèíè; � t max ( ),0 � t min ( )0 – â³äïîâ³äíî ìàêñè-
ìàëüíå ³ ì³í³ìàëüíå ðîçêðèòòÿ � t ( )0 òð³ùèíè çà öèêë ó ¿¿ âåðøèí³ ïðè óñåðåäíåíîìó
íàïðóæåíí³ � t â îáëàñò³ ïåðåäðóéíóâàííÿ; � fc – êðèòè÷íå çíà÷åííÿ � t ( )0 çà
öèêë³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ.

Òîä³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4) äëÿ âèçíà÷åííÿ øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ óòîìíî¿ òð³ùèíè
íàáóäå âèãëÿäó

Åíåðãåòè÷íèé ï³äõ³ä äî îö³íêè øâèäêîñò³ ðîñòó êîðîòêèõ óòîìíèõ òð³ùèí ...
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Ðèñ. 1. Ñõåìà íàâàíòàæåííÿ ïëàñòèíè ç òð³ùèíîþ.



dl

dN

W

N

p

f t

�
�

	

	 � �

( )

.
3

1
(6)

Âåëè÷èíó W Np
( ) ( )3 íà îñíîâ³ ðåçóëüòàò³â ðîá³ò [18, 19] ìîæíà çàïèñàòè òàê:

W N N Wp t t t
( )

max min
( )( ) { [ ( , ) ( , )] },3

0
2

0
30 0� � �� � � � � � (7)

äå �0 – êîíñòàíòà, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ç åêñïåðèìåíòó [3, 20]; W0
3( ) – ðîáîòà ïëàñòè÷-

íèõ äåôîðìàö³é â îáëàñò³ ïåðåäðóéíóâàííÿ çà öèêë, ÿêà íå âèêëèêàº óòîìíîãî
ðóéíóâàííÿ ìàòåð³àëó ³ âèçíà÷àºòüñÿ òàê:

W Nt th th0
3 2( )

max min( ) ;� �� � � (8)

âèðàç ( )max min� �th th� 2 ïîáóäîâàíî àíàëîã³÷íî (7); � th max – ìàêñèìàëüíå ðîç-

êðèòòÿ ó âåðøèí³ òð³ùèíè, çà ÿêîãî íå â³äáóâàºòüñÿ ¿¿ ïîøèðåííÿ; � th min – íèæíº
ïîðîãîâå çíà÷åííÿ � t max íà ê³íåòè÷í³é ä³àãðàì³ óòîìíîãî ðóéíóâàííÿ, ÿêå âèçíà-
÷àºòüñÿ ç åêñïåðèìåíòó ³ º õàðàêòåðèñòèêîþ ìàòåð³àëó.

Ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåííÿ (7) ð³âíÿííÿ (6) çàïèøåìî ó âèãëÿä³

dl dN t t t th th t c t� � � � �� � � � � � � � �0
2 2[( ) ( ) ](max min max min � t max ) .�1 (9)

Ð³âíÿííÿ (9) ïðåäñòàâèìî íà îñíîâ³ (5) ÷åðåç åíåðãåòè÷í³ ñêëàäîâ³ òàêèì ÷èíîì:

dl dN Rt t th f t� � � �� �0 5 10
1 4 2 2 1, ( ) ( )( ) .� � � � � � (10)

Òîä³ ïî÷àòêîâ³ ³ ê³íöåâ³ óìîâè äëÿ (10) ìàòèìóòü âèãëÿä

N � 0, l l( ) ;0 0� N N� * , l N l( ) .* *� (11)

Êðèòè÷íó äîâæèíó òð³ùèíè l l� * âèçíà÷àºìî ç òàêîãî åíåðãåòè÷íîãî êðèòåð³þ:

� �t fl( ) .* � (12)

Îòæå, çà â³äîìèõ ñòàëèõ ìàòåð³àëó �0, � f , � th ïåð³îä äîêðèòè÷íîãî ðîñòó
òð³ùèí N N� * âèçíà÷àþòü ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (10)–(12).

ßêùî â ð³âíÿíí³ (10) êîåô³ö³ºíò àñèìåòð³¿ öèêëó R� � const , òî ºäèíîþ çì³ííîþ
çàëèøàºòüñÿ ïèòîìà ðîáîòà ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é â îáëàñò³ ïåðåäðóéíóâàííÿ � t l( ),
ÿêó âèçíà÷àºìî ÷åðåç ðîçêðèòòÿ ó âåðøèí³ òð³ùèíè � max ( )t 0 òàê:

� � �t t tl( ) , ( ).max� 0 5 0 (13)

Îòæå, äëÿ ðåàë³çàö³¿ ð³âíÿííÿ (10) íåîáõ³äíî âèçíà÷èòè ðîçêðèòòÿ ó âåðøèí³
òð³ùèíè � t max ( ).0 Íàáëèæåíèé ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçêó òàêî¿ çàäà÷³ ó âèïàäêó ïëàñòèí ³ç
ïðÿìîë³í³éíèìè òð³ùèíàìè îïèñàíî íèæ÷å.

Âèçíà÷åííÿ ðîçêðèòòÿ ó âåðøèí³ êîðîòêî¿ òð³ùèíè çà ðîçòÿãó ïëàñòèíè.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ðîçòÿãó çóñèëëÿìè p íåñê³í÷åííî¿ ïëàñòèíè ç ìåõàí³÷íî êîðîò-
êîþ ïðÿìîë³í³éíîþ òð³ùèíîþ äîâæèíè 2l (ðèñ. 1) ç ïðóæíî-ïëàñòè÷íîãî ìàòåð³àëó.
Çàäà÷à ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ âåëè÷èíè ðîçêðèòòÿ � t ó âåðøèí³ òð³ùèíè.
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Âåëè÷èíó � �t t� 
 â öüîìó ð³âíÿíí³ äëÿ çàäà÷³ Ãð³ôô³òñà âèçíà÷àºìî íà îñíîâ³
[21]:

� � � �t tlp E f
 � �2 1( ) ( ), f ( ) ( ) ln[cos( , )],� �� ���� �8 0 52 � �� �p t
1. (14)

Ôóíêö³ÿ f ( )� º äîñèòü ñêëàäíîþ äëÿ çíàõîäæåííÿ àíàë³òè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó
çàäà÷³ ïðî çàëèøêîâó ì³öí³ñòü ïëàñòèíè ³ âèçíà÷åííÿ ¿¿ ïåð³îäó äîêðèòè÷íîãî ðîñòó
çà öèêë³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ. Òîìó äëÿ ñïðîùåííÿ àíàë³òè÷íèõ ïåðåòâîðåíü ïðåäñòà-
âèìî ¿¿ íàáëèæåíî ó âèãëÿä³

f ( ) ( ) .� � � �1 2 1 (15)

Íèæ÷å ïîêàçàíî, ùî òàêà íåòî÷í³ñòü ïðèçâîäèòü äî íåçíà÷íèõ ïîõèáîê, ÿê³
éäóòü ó çàïàñ çàëèøêîâî¿ ì³öíîñò³ ïëàñòèíè ç òð³ùèíîþ (ðèñ. 2).

Òîä³ ôîðìóëó (14) íà îñíîâ³ (15) çàïèøåìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

� � � � � �t t tlp E K E
 
 � � �2 2 2 21 1/ ( ) / ( ),I (16)

äå K I
 – Ê²Í á³ëÿ âåðøèíè òð³ùèíè (çàäà÷à Ãð³ôô³òñà [21]).
Íà îñíîâ³ ìåòîäó åêâ³âàëåíòíèõ íàïðóæåíèõ ñòàí³â [20] âåëè÷èíó ðîçêðèòòÿ � t

ó âåðøèí³ êîðîòêèõ ïðÿìîë³í³éíèõ òð³ùèí â ³íøèõ äîñë³äæóâàíèõ ïëàñòèíàõ çà
ñèìåòðè÷íî íàïðóæåíîãî ñòàíó ìîæíà íàáëèæåíî ïðåäñòàâèòè òàê:

� �t tK K �
I I
2 2


 
 , (17)

äå K I – Ê²Í äëÿ ïëàñòèí ³ç êîðîòêèìè ïðÿìîë³í³éíèìè òð³ùèíàìè.
Íà îñíîâ³ (16) ³ (17) äëÿ áóäü-ÿêèõ ïëàñòèí ³ç êîðîòêèìè ïðÿìîë³í³éíèìè

òð³ùèíàìè çà ñèìåòðè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ âåëè÷èíó � t íàáëèæåíî áóäåìî âèçíà÷àòè
çà ôîðìóëîþ

� � �t tK E� � �
I
2 2 11[ ( )] . (18)

Öþ ôîðìóëó ìîæíà åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ âèçíà÷åííÿ ãðàíè÷íîãî
çíà÷åííÿ çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ p p� * . Òàê, äëÿ çàäà÷³ Ãð³ôô³òñà íà îñíîâ³
ñï³ââ³äíîøåíü (12) ³ (18) îòðèìàºìî íàñòóïíó ôîðìóëó äëÿ âèçíà÷åííÿ êðèòè÷íîãî
çíà÷åííÿ çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ p p� * :

p E E lt f f t* ( ) .� � �� � � � �2 2 2 1 (19)

Çàïèøåìî öåé âèðàç ³ç âèêîðèñòàííÿì ïàðàìåòðà �:

p

t

* / ( ),
�

� �� �8 8 2 � � ��� �8 1
t cl E( ) , (20)

äå �c – êðèòè÷íå ðîçêðèòòÿ ó âåðøèí³ òð³ùèíè, ïðè äîñÿãíåíí³ ÿêîãî ïëàñòèíà
ðóéíóºòüñÿ.

Äëÿ ìàêðîòð³ùèí ( )� � �2 2 4 2 216l Et f�� ³ç ôîðìóëè (20) çà äîïîìîãîþ êðèòåð³þ

²ðâ³íà îòðèìàºìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Ãð³ôô³òñà [21]:

p

t

* .
�

� �� � �2 21 1
(21)
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Ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ çà äîïîìîãîþ �c -ìîäåë³ ïðèâåäåíî ðàí³øå [21]:

p
e

t
t

* .arccos
�

� � �� � � �

2 1 1

(22)

Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî äàí³ ïîð³âíÿííÿ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ Ãð³ôô³òñà (20), (21) òà (22).
Âèäíî, ùî âèðàç (20) º êîðåêòíèì ³ åôåêòèâíèì çà ñâîºþ ïðîñòîòîþ ïðè ðîçâ’ÿçêó
á³ëüø ñêëàäíèõ çàäà÷ ìåõàí³êè ðóéíóâàííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî, íà â³äì³íó â³ä ðîçâ’ÿçêó
çàäà÷³ Ãð³ôô³òñà çà êðèòåð³ºì ²ðâ³íà, âèðàç (20) º êîðåêòíèì íàâ³òü äëÿ ìàëèõ òð³ùèí.
Ïåðåâ³ðèìî òî÷í³ñòü íàáëèæåíî¿ ôîðìóëè (18) ïîð³âíÿíî ç á³ëüø òî÷íèìè ðåçóëü-
òàòàìè, â³äîìèìè ç ë³òåðàòóðíèõ äæåðåë.

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ðîçòÿã ñìóãè ç äâîìà áîêîâèìè òð³ùèíàìè
äîâæèíè l (ðèñ. 3,à). Ñìóãà øèðèíîþ 2L òà äîâæèíîþ 2h ðîçòÿãóºòüñÿ çóñèëëÿìè p.
Çàäà÷à ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ ðîçêðèòòÿ âåðøèíè òð³ùèíè � t . Ðîçêðèòòÿ âåðøèíè
òð³ùèíè âèçíà÷èìî çà äîïîìîãîþ (18). Êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåííÿ K I äëÿ
ïëàñòèíè ç äâîìà áîêîâèìè òð³ùèíàìè çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ [22]

K p l fI � � �( ),

f ( ) ( ) ( , , , , ,,� � � � � �� � � � � ��1 1122 0 561 0 205 0 471 01900 5 2 3 4 ), � � c L.
(23)

Òîä³ ç ôîðìóë (18) ³ (23) îòðèìàºìî

� �� � � � �t L E f� �� �
0

2 1 2 1 21( ) ( ). (24)

Â³äíîñíå ðîçêðèòòÿ ó âåðøèí³ òð³ùèíè âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ [23]

� � � �* , ( ) .� �0 25 1E Lt t (25)
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Ðèñ. 2. Ïîð³âíÿííÿ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ Ãð³ôô³òñà: 1 – çà êðèòåð³ºì ²ðâ³íà (21); 2 – çà �c-ìîäåëëþ
(22); 3 – ðîçâ’ÿçîê (20). Òóò � � � �� 8 t cl EI , �c – êðèòè÷íå ðîçêðèòòÿ ó âåðøèí³ òð³ùèíè, çà
ÿêîãî ïëàñòèíà ðóéíóºòüñÿ.



Ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (24) ³ (25) îòðèìàºìî ôîðìóëó äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçêðèòòÿ ó
âåðøèí³ òð³ùèíè:

� � � � � �* , ( ) ( ).� � �0 25 12 2 2 1 2f (26)

Ïîð³âíÿºìî âåëè÷èíó ðîçêðèòòÿ �* ó âåðøèí³ òð³ùèíè, îòðèìàíó àíàë³òè÷íî çà

ôîðìóëîþ (26), ç ÷èñëîâèìè äàíèìè [23] äëÿ ïëàñòèíè ç äâîìà áîêîâèìè òð³ùèíàìè.
Äëÿ öüîãî ïîáóäóºìî çàëåæí³ñòü â³äíîñíîãî ðîçêðèòòÿ ó âåðøèí³ òð³ùèíè â³ä â³ä-
íîøåííÿ ïðèêëàäåíîãî íàâàíòàæåííÿ p äî íàïðóæåííÿ � t (ðèñ. 3,á). Âèäíî, ùî äëÿ
0 3 0 8, ,� �� â³äõèëåííÿ àíàë³òè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó (26) â³ä ÷èñëîâîãî [23] º íåçíà÷íèì
(íå ïåðåâèùóº 12%). Äëÿ çàäà÷ ³íæåíåðíî¿ ïðàêòèêè òàêà òî÷í³ñòü º äîïóñòèìîþ,
îñê³ëüêè öÿ íåçíà÷íà íåòî÷í³ñòü ³äå ó çàïàñ ì³öíîñò³.

Îòæå, âèâåäåíà ôîðìóëà (26) åôåêòèâíî âèçíà÷àº â³äíîñíó âåëè÷èíó ðîçêðèòòÿ
ó âåðøèíàõ áîêîâèõ òð³ùèí ó ïëàñòèí³ (ðèñ. 3) â çàëåæíîñò³ â³ä íàâàíòàæåííÿ ³
ë³í³éíèõ ðîçì³ð³â ïëàñòèíè òà òð³ùèíè, ùî ïåâíîþ ì³ðîþ ï³äòâåðäæóº êîðåêòí³ñòü
ôîðìóëè (18) òà ¿¿ äîñòàòíþ òî÷í³ñòü äëÿ ³íæåíåðíèõ ðîçðàõóíê³â. Ôîðìóëó (18) áóäå
âèêîðèñòàíî äëÿ ðîçâ’ÿçêó âèùåíàâåäåíèõ çàäà÷ ïðî ïîøèðåííÿ êîðîòêèõ óòîìíèõ
òð³ùèí ó ïëàñòèíàõ.

Âèçíà÷åííÿ øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ êîðîòêèõ òð³ùèí ó ïëàñòèíàõ. Ï³äñòàâèìî
ñï³ââ³äíîøåííÿ (18) ó ð³âíÿííÿ (9) ³ îòðèìàºìî çàëåæí³ñòü äëÿ âèçíà÷åííÿ øâèäêîñò³
ïîøèðåííÿ êîðîòêî¿ òð³ùèíè ó ïëàñòèíàõ çà ñèìåòðè÷íîãî öèêë³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ:

dl dN R K K E K Kth t fc� � � � �� � �0
4 4 4 2 2 21 4 1( ) ( )[ ( )( )max maxI I ] .�1

(27)

Âåëè÷èíà K th , ÿêà ìàº áóòè íèæí³ì ïîðîãîâèì çíà÷åííÿì K I max , íà îñíîâ³
ôîðìóëè (18) âèçíà÷àºòüñÿ òàê:

K Eth th t� �� � �( ).1 2 (28)

ßê âèïëèâàº ç ôîðìóëè (28), âåëè÷èíà K th íå º ïîñò³éíîþ ³ çàëåæèòü â³ä ð³âíÿ
íàâàíòàæåííÿ �, òîáòî âîíà áóäå ð³çíîþ äëÿ óñ³õ âèïàäê³â ïîøèðåííÿ òð³ùèíè çà
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a á

Ðèñ. 3. Ñõåìà ðîçòÿãó ïëàñòèíè ç äâîìà áîêîâèìè òð³ùèíàìè (h L/ � 3) – à ³ çàëåæí³ñòü
â³äíîñíîãî ðîçêðèòòÿ ó âåðøèí³ òð³ùèíè �* â³ä � �� p t/ : ñóö³ëüí³ ë³í³¿ – ÷èñëîâ³ äàí³ Õàºñà

òà Â³ëüìñà [23], øòðèõîâ³ ë³í³¿ – çàëåæí³ñòü çà ôîðìóëîþ (26) – á. (� � c L/ , 0 3 0 8, ,� �� .)

Åíåðãåòè÷íèé ï³äõ³ä äî îö³íêè øâèäêîñò³ ðîñòó êîðîòêèõ óòîìíèõ òð³ùèí ...



â³äïîâ³äíèõ ð³âí³â íàâàíòàæåííÿ. Öåé âèñíîâîê ï³äòâåðäæóþòü ðåçóëüòàòè ðîáîòè
[8], äå äëÿ êîæíîãî ç òðüîõ õàðàêòåðíèõ ðîçì³ð³â òð³ùèíè ïðîïîíóºòüñÿ ³íøå çíà-
÷åííÿ K th .

Ð³âíÿííÿ (27) ç â³äïîâ³äíèìè ïî÷àòêîâîþ ³ ê³íöåâîþ óìîâàìè

N � 0, l l( ) ;0 0� N N� * , l N l( )* *� (29)

³ ñêëàäàº ðîçðàõóíêîâó ìîäåëü äëÿ âèçíà÷åííÿ ïåð³îäó äîêðèòè÷íîãî ðîñòó óòîìíî¿
ïðÿìîë³í³éíî¿ òð³ùèíè N N� * íåçàëåæíî â³ä ¿¿ ðîçì³ð³â (çà âèíÿòêîì ì³êðîñòðóê-
òóðíî êîðîòêèõ òð³ùèí). Êðèòè÷íó äîâæèíó l l� * òð³ùèíè âèçíà÷àþòü ³ç êðèòåð³þ
êðèòè÷íîãî ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè (ÊÐÒ) [21]:

� �t fcl( ) .* � (30)

ßêùî ð³âåíü çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ º äîñòàòíüî ìàëèì, òîáòî � � 0 (ïðè
âåëèêèõ ðîçì³ðàõ òð³ùèíè), ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü (27)–(30) çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

dl

dN
R K K E K Kth t fc� � � � �� �0

2 2 4 4 2 2 11 4( ) ( )[ ( )] ,max maxI I

N � 0, l l( ) ;0 0� N N� * ; l N l( ) ;* *� K l K fcI ( ) .* �

(31)

Ïîð³âíÿºìî ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ çà äîïîìîãîþ ðîçðîáëåíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìî-
äåë³, ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè ïîáóäîâè ê³íåòè÷íî¿ ä³àãðàìè ðîñòó êîðîòêî¿
óòîìíî¿ òð³ùèíè (ñïëàâ Fe–3%Si) [24].

Ïðèêëàä 2. Äëÿ ïîáóäîâè ê³íåòè÷íî¿ ä³àãðàìè ðîñòó êîðîòêî¿ óòîìíî¿ òð³ùèíè
âèêîðèñòàíî [24] ñèëîâó ñõåìó êðóãîâîãî çãèíó öèë³íäðè÷íîãî çðàçêà ç³ ñïëàâó
Fe–3%Si ä³àìåòðîì 5 ìì ³ç ïîâåðõíåâîþ íàï³âåë³ïòè÷íîþ òð³ùèíîþ. Íàâàíòàæåííÿ
çðàçêà çãèíàëüíèì ìîìåíòîì Ì ïðîâîäèëè â ø³ñòü åòàï³â òàê, ùî ìàêñèìàëüí³
íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ íà ïîâåðõí³ çðàçêà íàáóâàëè çíà÷åíü � p � 520; 560; 640; 800;
840; 880 ÌÏà (� �0 2 1300,  t ÌÏà) [24]. Ïîâåðõíåâ³ òð³ùèíè óòâîðþâàëèñÿ â³ä
ìàëîãî íåíàñêð³çíîãî îòâîðó ä³àìåòðîì ³ ãëèáèíîþ 0,3 ìì. Ðîçì³ð ïî÷àòêîâîãî
äåôåêòó ð³âíèé ä³àìåòðó îòâîðó (2 0 30l � , ìì). Ïðîòå, åêñïåðèìåíòàëüí³ äàí³ äëÿ
ïîáóäîâè ê³íåòè÷íèõ ä³àãðàì îòðèìàíî äëÿ òð³ùèí, ÿê³ ùîíàéìåíøå âäâ³÷³ ïåðå-
âèùóþòü ðîçì³ðè îòâîðó (2 0 6l� , ìì), òîáòî ïðóæíî-ïëàñòè÷íà ñèòóàö³ÿ á³ëÿ êîíòóðó
òð³ùèíè âæå ìàëî çàëåæèòü â³ä ôîðìè ïî÷àòêîâîãî äåôåêòó.

Íà ðèñ. 4,à íàâåäåíî ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü [24], çà ÿêèìè
çíàéäåíî õàðàêòåðèñòèêè �0, K th , K fc , E, � t (31). ßê âèäíî, äëÿ îäíîãî é òîãî æ
çíà÷åííÿ Ê²Í òà îäíàêîâîãî ìàòåð³àëó øâèäê³ñòü V ïîøèðåííÿ êîðîòêî¿ óòîìíî¿
òð³ùèíè ìîæå áóòè ñóòòºâî ð³çíîþ (øòðèõîâà ë³í³ÿ äëÿ K iI íà ðèñ. 4,à). Öå îçíà÷àº,
ùî Ê²Í íå ìîæå áóòè ³íâàð³àíòíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ äëÿ âèçíà÷åííÿ øâèäêîñò³ V

ïîøèðåííÿ êîðîòêî¿ óòîìíî¿ òð³ùèíè ³ â³äïîâ³äíî çàëèøêîâîãî ðåñóðñó òîíêîñò³ííèõ
åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é.

Øâèäê³ñòü V ïîøèðåííÿ êîðîòêî¿ óòîìíî¿ òð³ùèíè â ïàðàìåòðàõ � t âèçíà-
÷èìî çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåííÿ (9) ³ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè (24) òà åêñïåðè-
ìåíòàëüíèõ äàíèõ [24]. Âïëèâ ãåîìåòð³¿ äåôåêò³â (íàï³âåë³ïòè÷í³ òð³ùèíè ç âåëèêîþ
l ³ ìàëîþ b ï³âîñÿìè) íà âåëè÷èíó � t âðàõîâàíî íàáëèæåíî ìåòîäîì åêâ³âàëåíòíèõ
ñòàí³â, à íà ê³íåòèêó ïîøèðåííÿ óòîìíî¿ òð³ùèíè – ìåòîäîì åêâ³âàëåíòíèõ ïëîù
[20]. Íà îñíîâ³ öüîãî íà ðèñ. 4,á ïîáóäîâàíî ê³íåòè÷íó ä³àãðàìó ðîñòó êîðîòêî¿
óòîìíî¿ òð³ùèíè (ãðàô³÷íà çàëåæí³ñòü V t~ � ) ó ñïëàâ³ Fe–3%Si äëÿ ð³çíèõ ð³âí³â
íàâàíòàæåííÿ. ßê âèäíî, åêñïåðèìåíòàëüí³ äàí³ [24] äëÿ ð³çíèõ ð³âí³â íàâàíòàæåííÿ
çíàõîäÿòüñÿ â ìåæàõ ¿õíüîãî ðîçêèäó íà îäí³é êðèâ³é òà îïèñóþòüñÿ îäí³ºþ àíàë³-
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òè÷íîþ çàëåæí³ñòþ (9). Öå ï³äòâåðäæóº òå, ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ (9), ÿê ³ (28), äîáðå
îïèñóþòü åêñïåðèìåíòàëüí³ äàí³ é ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ êîðåêòíîãî âèçíà-
÷åííÿ çàëèøêîâîãî ðåñóðñó òîíêîñò³ííèõ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é ç êîðîòêèìè òð³ùè-
íàìè.

Â è ñ í î â ê è

1. Íà îñíîâ³ åíåðãåòè÷íîãî ï³äõîäó ïîáóäîâàíî ðîçðàõóíêîâó ìîäåëü âèçíà÷åííÿ
ïåð³îäó äîêðèòè÷íîãî ðîñòó êîðîòêèõ óòîìíèõ òð³ùèí ó ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ ïëàñòè-
íàõ ÷åðåç ïèòîìó ðîáîòó ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é â çîí³ ïåðåäðóéíóâàííÿ. Äëÿ öüîãî
êð³ì õàðàêòåðèñòèê öèêë³÷íî¿ òð³ùèíîñò³éêîñò³ ìàòåð³àë³â �0, K th , K fc , ìåõàí³÷íèõ
õàðàêòåðèñòèê E, � t , êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü K I max , êîåô³ö³ºíòà àñè-
ìåòð³¿ öèêëó R, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â òðàäèö³éíèõ ï³äõîäàõ, òðåáà çíàòè â³äíîñíèé
ð³âåíü íàâàíòàæåííÿ ïëàñòèíè �� �p t .

2. Çàïðîïîíîâàíî ôîðìóëó äëÿ íàáëèæåíîãî âèçíà÷åííÿ ðîçêðèòòÿ ó âåðøèí³
êîðîòêèõ òð³ùèí ÷åðåç â³äíîñíèé ð³âåíü íàâàíòàæåííÿ ïëàñòèíè ³ êîåô³ö³ºíò ³íòåí-
ñèâíîñò³ íàïðóæåíü.

3. ²ç çàïðîïîíîâàíî¿ ìîäåë³ òà ïîð³âíÿííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â ³ç äàíèìè åêñ-
ïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü âèïëèâàº, ùî çà ð³çíèõ â³äíîñíèõ ð³âí³â íàâàíòàæåííÿ
ïëàñòèíè ç êîðîòêîþ òð³ùèíîþ øâèäê³ñòü ¿¿ ðîñòó ìîæå áóòè ð³çíîþ ïðè îäíàêîâèõ
çíà÷åííÿõ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü. Ïðîòå, â çàïðîïîíîâàí³é ìîäåë³
çáåð³ãàºòüñÿ ºäèí³ñòü çàëåæíîñò³ øâèäêîñò³ ðîñòó êîðîòêî¿ òð³ùèíè â³ä ïèòîìî¿
ðîáîòè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é â îáëàñò³ ïåðåäðóéíóâàííÿ àáî â³ä ðîçêðèòòÿ ó
âåðøèí³ òð³ùèíè, ÿêùî óñåðåäíåí³ íàïðóæåííÿ íå çì³íþþòüñÿ.

Ð å ç þ ì å

Ðàçâèò ýíåðãåòè÷åñêèé ïîäõîä, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ïîñòðîåíà ðàñ÷åòíàÿ ìîäåëü
îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà äîêðèòè÷åñêîãî ðîñòà êîðîòêèõ óñòàëîñòíûõ òðåùèí â óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêèõ ïëàñòèíàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì óäåëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ.
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a á

Ðèñ. 4. Çàëåæí³ñòü øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ òð³ùèíè â³ä Ê²Í [24] äëÿ ð³çíèõ ð³âí³â íàâàíòàæåííÿ
p: 1 – � p � 520 ÌÏà, 2 – � p � 560 ÌÏà, 3 – � p � 640 ÌÏà, 4 – � p � 800 ÌÏà, 5 – � p � 840
ÌÏà, 6 – � p � 880 ÌÏà, ñóö³ëüí³ ë³í³¿ – çà ð³âíÿííÿì (31) – à ³ â³ä ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè â ¿¿
âåðøèí³ �* (26), ñóö³ëüíà ë³í³ÿ – çà ñï³ââ³äíîøåííÿì (27) – á.
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Ïðåäëîæåíà ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàñêðûòèÿ â âåðøèíå êîðîòêèõ
òðåùèí ÷åðåç îòíîñèòåëüíûé óðîâåíü íàãðóæåíèÿ ïëàñòèíû è êîýôôèöèåíò èíòåí-
ñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ èçâåñòíûìè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûìè äàííûìè. Èç ïðåäëîæåííîé ìîäåëè è ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ îòíîñèòåëüíûõ óðîâíÿõ
íàãðóæåíèÿ ïëàñòèíû ñ êîðîòêîé òðåùèíîé ñêîðîñòü åå ðîñòà ìîæåò áûòü ðàçíîé ïðè
îäèíàêîâûõ êîýôôèöèåíòàõ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, â ïðåä-
ëîæåííîé ìîäåëè ñîõðàíÿåòñÿ åäèíñòâåííîñòü çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðîñòà êîðîòêîé
òðåùèíû îò óäåëüíîé ðàáîòû ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â îáëàñòè ïðåäðàçðóøåíèÿ
èëè îò ðàñêðûòèÿ â âåðøèíå òðåùèíû, åñëè óñðåäíåííûå íàïðÿæåíèÿ íå èçìå-
íÿþòñÿ.
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