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Àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè â îêðåñòíîñòè

íîðìàëüíîãî (ïîä ïðÿìûì óãëîì) ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîãî êîíòàêòà äâóõ óïðóãèõ

ñðåä ñî ñâîáîäíîé, à òàêæå íåïîäâèæíî ëèáî ñêîëüçÿùå çàêðåïëåííîé ïîâåðõíîñòüþ. Óñòàíîâ-

ëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ îñîáåííîñòåé, à òàêæå

îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè âëèÿíèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîíòàêòèðóþùèõ òåë íà èõ ïîðÿäîê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ óïðóãîñòè, ïëîñêàÿ çàäà÷à, èäåàëüíûé êîíòàêò, ñèíãóëÿð-

íîñòü, îñîáåííîñòü, êëèí.

Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé òåõíèêè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ

ñîñòàâíûå è (èëè) ìíîãîñëîéíûå êîíñòðóêòèâíûå ýëåìåíòû, èçãîòîâëåííûå èç ìàòå-

ðèàëîâ ñ ðàçëè÷íûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Òåõíîëîãèÿ èçãîòîâ-

ëåíèÿ òàêèõ ýëåìåíòîâ (ñâàðêà, ñêëåèâàíèå, ïðåäâàðèòåëüíûé íàòÿã, íàíåñåíèå ïîêðû-

òèÿ è ïð.) çà÷àñòóþ îáåñïå÷èâàåò òîò èëè èíîé êîíòàêò ìåæäó ñëîÿìè. Âî ìíîãèõ

ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ êîíòàêò ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê èäåàëüíûé, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ñëîè íå ñìåùàþòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà;

íîðìàëüíûå ê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà è êàñàòåëüíûå âäîëü íåå íàïðÿæåíèÿ ïðè

ïåðåõîäå ñ îäíîãî ñëîÿ íà äðóãîé èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî, áåç ñêà÷êîâ.

Ïðè âûõîäå ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà íà ñâîáîäíóþ (ëèáî òåì èëè èíûì îáðàçîì

çàêðåïëåííóþ) ïîâåðõíîñòü êîíñòðóêòèâíîãî ýëåìåíòà îáðàçóåòñÿ ëèíèÿ, â îêðåñò-

íîñòè êîòîðîé ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ìîãóò èìåòü îñîáåííîñòè [1–14]. Êàê

óñòàíîâëåíî â [1], ýòè îñîáåííîñòè íåîáõîäèìî èçó÷àòü íà ïðîñòåéøèõ ìîäåëÿõ ñ

ðàñ÷åòíîé îáëàñòüþ â âèäå êëèíà, ðàññìàòðèâàÿ ïðè ýòîì äâóõìåðíóþ ïëîñêóþ

çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè (� z � 0). Â [1, 15] ïîêàçàíî, ÷òî â

ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîé äåôîðìàöèè îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ áóäåò òàêàÿ æå, êàê è ïðè

ïëîñêîé äåôîðìàöèè. Îáîáùåííàÿ ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ (� z � �const 0, íà÷àëüíûé

ðàñïîð) íèêàê íå âëèÿåò íà õàðàêòåð îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ. Ïðè íåñëîæíûõ âûêëàä-

êàõ âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ê ñèíãóëÿðíîìó ðåøåíèþ áóäåò äîáàâëÿòüñÿ ýëåìåí-

òàðíàÿ ïîñòîÿííàÿ â ïðåäåëàõ êàæäîãî ñëîÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îò ðàñïîðà, íå èìåþùàÿ

íèêàêèõ ñèíãóëÿðíîñòåé è óäîâëåòâîðÿþùàÿ è óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ, è êðàåâûì

óñëîâèÿì íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ íà êîíòàêòíîé ïîâåðõ-

íîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî [1–15] è âûøåèçëîæåííîìó èçó÷åíèå îñîáåííîñòè â

ìàëîé �-îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè âûõîäà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà íà ñâîáîäíóþ

ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ïðè ïëîñêîé

äåôîðìàöèè â ýòîé îêðåñòíîñòè. Òî æå êàñàåòñÿ è ñëó÷àåâ âûõîäà ïîâåðõíîñòè

êîíòàêòà íà íåïîäâèæíî ëèáî ñêîëüçÿùå çàêðåïëåííóþ. Âñå èññëåäîâàíèÿ áàçè-

ðóþòñÿ íà ìåòîäèêå, ïðèâåäåííîé â [1].

Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ êàê íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ñëó÷àåì íîðìàëüíîãî (ïîä

ïðÿìûì óãëîì) âûõîäà êîíòàêòà íà ïîâåðõíîñòü (ðèñ. 1). Î âîçìîæíîì ïîÿâëåíèè

ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé â ýòîé çîíå óêàçûâàëîñü â [1, 2, 6, 10–14, 16]. Öåëü ðàáîòû

çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè ñîîòíîøåíèé óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîíòàêòèðóþùèõ
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ñëîåâ, ïðè êîòîðûõ ïîÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîñòü, è îïðåäåëåíèè åå ïîðÿäêà äëÿ ïåðâîé,

âòîðîé è òðåòüåé îñíîâíûõ ïëîñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè.

Èññëåäóåì ïëîñêóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ïñåâäîêëèíà ñ óãëîì ðàñòâîðà

�, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ èäåàëüíî êîíòàêòèðóþùèõ èçîòðîïíûõ êëèíüåâ êàæäûé ñ

óãëîì ðàñòâîðà � 2 ñ ðàçëè÷íûìè óïðóãèìè êîíñòàíòàìè: êîýôôèöèåíòàìè Ïóàñ-

ñîíà �� è ìîäóëÿìè ñäâèãà �� , ãäå “ìèíóñ” ñîîòâåòñòâóåò “íèæíåìó” êëèíó

( [ ; ]),	 �
 � 2 0 à “ïëþñ” – “âåðõíåìó” (	 �
[ ; ]0 2 ) (ðèñ. 1). Òî÷êó âûõîäà êîíòàêòà

íà ïîâåðõíîñòü ïðèíèìàåì çà íà÷àëî êîîðäèíàò è ââîäèì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó (r, 	) –

ðèñ. 1. Òîãäà óðàâíåíèÿ Ëàìå â ýòèõ êîîðäèíàòàõ çàïèøóòñÿ òàê [1]:
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ãäå w, u – ðàäèàëüíîå è îêðóæíîå ïåðåìåùåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî; 
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Ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ íàïðÿæåíèÿ áóäóò:

�

�

�

�

�

�	

�

�	

�

�

	

	

2 1 2�

�

�

�

�
�

� �
�

�
��

�

�
��� �

�

v

v

w

r

u

r

w

r

w

r

u

r

r

;

�

�

�

�	

u

r

w

r

u

r
� � .

(2)

Â (1) è (2) äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ íèæíèå èíäåêñû “�” ïðè w è u îïóùåíû.

Ñëåäóÿ [1], áóäåì îòûñêèâàòü ðåøåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé:

w r r f� ��( , ) ( ),	 	� u r r g� ��( , ) ( ).	 	�
(3)

Â [1] òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî èç ïîëó÷àåìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíûõ

êðàåâûõ çàäà÷ ñëåäóåò èñêëþ÷èòü òå, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê áåñêîíå÷íîé ýíåðãèè. Ïðè

ýòîì ìîæíî èñõîäèòü èç òîãî ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî ïðè ñãëàæèâàíèè îñîáåííîñòè, ò.å.

çàìåíû íåðåãóëÿðíîé ÷àñòè ãðàíèöû ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ ëèáî, êàê â íàøåì

ñëó÷àå, ïðè ñòðåìëåíèè �� è �� â êðèòè÷åñêîé òî÷êå r��0 ê êàêîìó-òî îáùåìó

ïðåäåëó, ýíåðãèÿ êîíå÷íà, è ïîýòîìó ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìåþò ëèøü òå ðåøåíèÿ, â

Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ.
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êîòîðûõ îãðàíè÷åííîñòü ýíåðãèè ñîõðàíÿåòñÿ. Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííîé ðåàëèçà-

öèè íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òî ñëàãàåìîå, êîòîðîå (ïîñëå îòñå÷åíèÿ ðåøå-

íèé ñ áåñêîíå÷íîé ýíåðãèåé) ñîäåðæèò íàèáîëåå ñèëüíóþ îñîáåííîñòü äëÿ ïðîèç-

âîäíûõ è, ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøå âñåãî çàòðóäíÿåò ðåàëèçàöèþ ðàñ÷åòíîé ñõåìû.

Ñëàãàåìûå, äèôôåðåíöèðóåìûå îäèí ðàç è áîëåå, ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿþò íà ðåàëè-

çàöèþ, è íåò íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè â èõ ïðåäâàðèòåëüíîì âûÿâëåíèè [1]. Ïðåä-

ñòàâëÿþò èíòåðåñ òîëüêî � 
 ( ; ),0 1 à èìåííî: íàèìåíüøåå èç íèõ, ïðè êîòîðîì ñèíãó-

ëÿðíîñòü íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé (1� �) â �-îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè áóäåò

ìàêñèìàëüíîé.

Ïîäñòàâëÿÿ (3) â (1), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
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ðåøåíèå êîòîðîé èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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Ïîäñòàâèâ (5) â (3), ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé, äëÿ íàïðÿæåíèé îíè

çàïèøóòñÿ òàê:
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Ðàññìîòðèì ñîãëàñíî [1] âíà÷àëå âòîðóþ îñíîâíóþ çàäà÷ó, êîãäà ïîâåðõíîñòü

	 ��� 2 ïñåâäîêëèíà ñâîáîäíà îò íàãðóçîê. Äëÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ (6) ïðè 	 �� 2 è

(7) ïðè 	 ��� 2 ïðèðàâíèâàåì ê íóëþ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èìååì ÷åòûðå îäíîðîäíûõ

óðàâíåíèÿ ñ âîñåìüþ íåèçâåñòíûìè. Äîáàâëÿÿ ê íèì åùå ÷åòûðå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

ðåøåíèé íà ãðàíèöå êîíòàêòà 	� 0:
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ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó âîñüìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ âîñåìüþ íåèçâåñò-
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1

��

� � � � ��

� �

�

�

�

� � � �

�

;

; ( )( ); ;

( )(

m m m K

m K �

� � � �

� �

�

�

�

� � � � ��

� �

1

2 1 1 2

1

82 84 86

88

);

; ( )( ); ;

( )(

m m m K

m K ��

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
� 1)

(10)

(K� � �� � ).

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëó÷àé, êîãäà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (9) èìååò íåòðèâèàëü-

íîå ðåøåíèå, ò.å. det[ ]M � 0 ïðè � 
 ( ; ).0 1 Îïóñêàÿ èç-çà ãðîìîçäêîñòè ïîäðîáíîñòè

äîêàçàòåëüñòâ, ìîæíî ñòðîãî óñòàíîâèòü, ÷òî

det[ ] ( ; ; ) ( ; ; ; ).M F D K� � � � �� � � � � � (11)

Çäåñü F êàê ôóíêöèÿ îò � íåïðåðûâíà è F� 0 ïðè � 
 ( ; );0 1
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D K C B A( ; ; ; ) sin sin ,� � �
�� ��

� � � � �2
2 2

2 4
(12)

ãäå

Ñ Ñ R

B B R R

A

� � �

� � � � � �

�
�

( ) ;

( ) ( ) ( );

� � � �

� � � � �

4 2 2 2

2 2

4

2 2 2 2

16 1 1 4

1

K R

K

R K

( )( ) ( );

;

,

� � � �

� �

� � �

�

�

�
�
�

�

�
�
�

� �

� �

� � � �

�

� � �

(13)

ò.å. íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ñèíãóëÿðíîñòè áóäåò öåëèêîì è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòüñÿ

íàëè÷èåì ëèáî îòñóòñòâèåì êîðíÿ � 
 ( ; )0 1 òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ:

D K( ; ; ; ) ,� � �� � � 0 (14)

ïðè ýòîì â ñëó÷àå íàëè÷èÿ êîðíÿ ñèíãóëÿðíîñòü áóäåò èìåòü ïîðÿäîê (1� �).
Èç (12) è (13) ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî

D K K D K( ; ; ; ) ( ; ; ; ).� � � � � �� � � � 2 1 (15)

Ïîýòîìó äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì

K 
[ ; ].0 1 (16)

Ôîðìóëà (15) ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì: îò ïåðåñòà-

íîâêè ñëîåâ ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòè èçìåíÿòüñÿ íå äîëæåí (ðèñ. 1).

Èç (12)–(16) ëåãêî ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûå ñëó÷àè:

K� !1 ñëîè èìåþò îäèíàêîâûå ìîäóëè ñäâèãà. Òîãäà (12) òðàíñôîðìèðóåòñÿ

òàê:

D( ; ; ; ) ( )( ) sin� � � � � "
"

��
� "� � � �� � � �

�

�
�

�

�
� � �1 4 1 1

1

2

1
2

2 2

"

���

�
�

�

�
� �

#

$
%

&

'
(

2
44

2
sin , (17)

ãäå " � �� � �� �( ) ( )1 1 .

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ýòî óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé � 
 ( ; ).0 1 Åñëè êðîìå

K�1 âûïîëíåíî è � � �� �� � , ïðèõîäèì ê òðèâèàëüíîìó ñëó÷àþ ñâîáîäíîé ïî-

âåðõíîñòè: êëàññè÷åñêèé âûðîæäåííûé êëèí ñ óãëîì ðàñòâîðà �, â ôîðìóëå (17)

èìååì " � � � � ��� ! � �1 1 4 1 2 2D( ; ; ; ) ( ) sin . Òàêèì îáðàçîì ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ

[1] äëÿ âûðîæäåííîãî êëèíà: íèêàêèõ êîðíåé è ñîîòâåòñòâåííî ñèíãóëÿðíîñòåé ïðè

� 
 ( ; )0 1 íåò, ïîñêîëüêó D� 0 ëèáî ïðè �� 0, ëèáî ïðè ��1 – íè òî, íè äðóãîå íå

ëåæèò âíóòðè îòêðûòîãî èíòåðâàëà (0; 1);

K� !0 âåðõíèé ñëîé àáñîëþòíî æåñòêèé (�� �)), ÷òî äëÿ íèæíåãî ñëîÿ

( [ ; ])	 �
 � 2 0 ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíî çàêðåïëåííîé ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà 	� 0 è

ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè 	 ��� 2.. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (14) â ýòîì

ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

sin ( ) ( )sin2 2 2 2 2

2
4 1 3 4

2
0

��
� �

��
�

�

�
�

�

�
� � � � �
#
$%

&
'(
�� �v v , (18)
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ãäå ïåðâûé ìíîæèòåëü ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ [1] äëÿ æåñòêîãî (âåðõíåãî, 	


[ ; ]0 2� ) ñëîÿ, äëÿ êîòîðîãî íèæíåãî ñëîÿ ïðàêòè÷åñêè íå ñóùåñòâóåò (K� 0).

Ïîýòîìó íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ (è 	� 0, è 	 �� 2) äëÿ âåðõíåãî êëèíà âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé ïîâåðõíîñòè è ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêîå

ðåøåíèå [1] äëÿ êëèíà ñ óãëîì ðàñòâîðà � 2 â ñëó÷àå âòîðîé îñíîâíîé çàäà÷è. Â

îòêðûòîì èíòåðâàëå (0; 1) ýòî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò (ñîîòâåòñòâåííî ñèíãó-

ëÿðíîñòè òîæå íå áóäåò).

Âòîðîé ìíîæèòåëü â (18) ñîîòâåòñòâóåò ìÿãêîìó (íèæíåìó, 	 �
 �[ ; ]2 0 ) êëèíó.

Ïîñêîëüêó äëÿ íåãî âåðõíèé êëèí àáñîëþòíî æåñòêèé, íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå (	� 0)

äëÿ íèæíåãî ñëîÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå íåïîäâèæíîãî çà-

êðåïëåíèÿ w u� � 0, à íà ñâîáîäíîé (	 ��� 2) – ñèëîâîå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ íàïðÿ-

æåíèé. Â ðåçóëüòàòå èìååì ðåøåíèå äëÿ êëèíà ñ óãëîì ðàñòâîðà � 2 ñ îäíîé ñâîáîä-

íîé è äðóãîé íåïîäâèæíî çàêðåïëåííîé ïîâåðõíîñòÿìè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â [1]

ïðèâåäåíî íåïðàâèëüíîå ðåøåíèå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.

Íå ïðèâîäÿ ïîäðîáíîñòåé äîêàçàòåëüñòâ, ñòðîãî àíàëèòè÷åñêè ìîæíî óñòàíî-

âèòü òàêèå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ (12):

1. D K
D

( ; ; ; ) ;� �
�

�� �
� �

�
� �0 0

0

�

��
� �

�

2

2

0

0 0 0
D

D K

�
� �* ! � *( ; ; ; ) ;

2. D K( ; ; ; ) ;� �� � *1 2 0

3. D K( ; ; ; ) ;� �� � �1 0

4.
�

��
�

�

D
R R

�
� � !

1

8 ( )

4à.
�

�� �

D

�
+

1

0 ïðè R, ![ ; ]0 � (ó÷èòûâàÿ ï. 3) ! � *� �D K( ; ; ; ) ;� � 1 0 0

4á.
�

�� �

D

�
*

1

0 ïðè R
 !( ; )0 � (ó÷èòûâàÿ ï. 3) ! � +� �D K( ; ; ; ) ;� � 1 0 0

4â.
�

�� �

D

�
�

1

0 ïðè R� 0 èëè R� �, íî ïðè ýòîì åùå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

�

�� �

2

2

1

0
D

�

* ! (ó÷èòûâàÿ ï. 3) ! � *� �D K( ; ; ; ) .� � 1 0 0

Èç ïï. 2 è 4à–4â ñðàçó ñëåäóåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíÿ

� 
 ( ; )1 2 1 óðàâíåíèÿ (14):

� � �� � �
 � �( ; ).K K K1 (19)

Äàëüíåéøèå áîëåå äåòàëüíûå àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêà-

çàëè, ÷òî (19) òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ îñîáåííîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óðàâíåíèå (14) èìåëî ðåøåíèå � 
 ( ; ),0 1 íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (19). Ïðè ýòîì � 
 ( ; )1 2 1 ; åãî ìèíèìàëüíîå çíà÷å-

íèå � min ,- 0 5946 (ïîêàçàòåëü ñèíãóëÿðíîñòè ( ) ,max1 0 4054� -� ìàêñèìàëåí) äîñòè-

ãàåòñÿ ïðè K� 0, ���1 2, �� ìîæåò áûòü êàêèì óãîäíî.

Ïðè K�1 ñèíãóëÿðíîñòè íå áóäåò: îòñóòñòâóåò îòêðûòûé èíòåðâàë (� �� �; ) â

(19).

Â ñëó÷àå K� 0 ñèíãóëÿðíîñòü áóäåò âñåãäà ïðè ��*0, è îíà íå çàâèñèò îò �� .

Ïðè ��� 0 ñèíãóëÿðíîñòü îòñóòñòâóåò (ðèñ. 2), ïðè ���1 2 îíà ìàêñèìàëüíà:

( ) , .max1 0 4054� -�
Î ïîðÿäêå ñèíãóëÿðíîñòè ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ K 
 ( ; )0 1 è ðàçëè÷íûõ

�� 
[ ; ]0 1 2 ìîæíî ñóäèòü èñõîäÿ ç äàííûõ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 2. Êàê âèäíî, ñ
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óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ K (ïðèáëèæåíèåì åãî ê åäèíèöå) ñèíãóëÿðíîñòü óìåíüøàåòñÿ

è ïðè K�1 èñ÷åçàåò. Ïðè ôèêñèðîâàííîì �� çàâèñèìîñòü ñèíãóëÿðíîñòè îò ��
ìîæåò èìåòü êàê ìîíîòîííûé, òàê è íåìîíîòîííûé (ñ ÿâíî âûðàæåííûì ýêñòðå-

ìóìîì) õàðàêòåð. Ïðè ��� 0 ñèíãóëÿðíîñòè íå áóäåò íèêîãäà. Ïðè �� 
[ ; ]0 1 2

îáëàñòü åå ñóùåñòâîâàíèÿ êàê ôóíêöèè �� ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé: ñîâïàäàòü ñ

ïîëóîòêðûòûì èíòåðâàëîì [0; 1/2]; ñîñòàâëÿòü îäíîñâÿçíóþ ïîëóîòêðûòóþ ëèáî

îòêðûòóþ åãî ÷àñòü, èëè, âîîáùå, îòñóòñòâîâàòü.

Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè, ïðèíÿòîé â ðàáîòå [1], ðàññìîòðèì ïåðâóþ îñíîâíóþ

çàäà÷ó, êîãäà ïîâåðõíîñòü 	 ��� 2 ïñåâäîêëèíà íåïîäâèæíî çàêðåïëåíà. Äëÿ ýòîãî

ïðèðàâíèâàåì ê íóëþ âûðàæåíèÿ (3) ïðè 	 ��� 2, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èìååì ÷åòûðå

îäíîðîäíûõ óðàâíåíèÿ ñ âîñåìüþ íåèçâåñòíûìè. Äîáàâëÿÿ ê íèì åùå ÷åòûðå óñëî-

âèÿ ñîïðÿæåíèÿ ðåøåíèé íà ãðàíèöå êîíòàêòà 	� 0 (8), ïîëó÷àåì, êàê è âûøå,

îäíîðîäíóþ ñèñòåìó âîñüìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ âîñåìüþ íåèçâåñòíûìè òèïà (9),

ãäå ïîëîâèíà íåíóëåâûõ êîìïîíåíò ìàòðèöû [ ]M ðàçìåðíîñòè (8 8� ) áóäåò îòëè-

÷àòüñÿ îò (10):

m m m m m m

m m m

11 12 13 11 14 12

21 12 2

2 2
� �� �� �

�

sin ; cos ; ; ;

;

�� ��

2 13 23 24

35 11 36 12

2 2
� �� �

�� �

� �m m m

m m m m

; cos ; sin ;

; ;

�
��

�
��

m m m m

m m m m m m

37 11 38 36

45 36 46 35 47 48
2

� �

�� � � ��

; ;

; ; cos ;�
��

�
��

�

�

�

�
�
��

�

�
�
�
� sin ;

2

(20)

îñòàëüíûå mij òàêèå æå, êàê è â (10).

Óòâåðæäåíèÿ (11), (12), (14)–(16) îñòàþòñÿ â ñèëå, íî êîýôôèöèåíòû À, Â è Ñ

â (12) áóäóò óæå äðóãèìè:

Ðèñ. 2. Îñîáåííîñòè â çîíå âûõîäà êîíòàêòà íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü: 1, 2, 3, 4, 5 – �� � 0;

0,125; 0,25; 0,375; 0,5 ñîîòâåòñòâåííî.
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C C

B B N KN KN N

� � �

� � � � � �� � � �

( ) ;

( ) ( )

� � � � .

� � �

4

2 2

4 2 2 2

2 2 2 2/ ;

( )( );

;

( )

A N N KN K N

N K KN

N N K N

� � �

� � � �

� � � �

� � � �

� �

� � �

4 1

1

1

.

/ KN

K N

�

� �� � � �

�

�

�
�
��

�

�
�
�
�

;

; .� �1 3 4

(21)

Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè:

K� !1 ñëîè èìåþò îäèíàêîâûå ìîäóëè ñäâèãà. Òîãäà (12) ñ ó÷åòîì (21) ïðå-

îáðàçóåòñÿ òàê:

D N N N N( ; ; ; ) ( ) sin� � �
��

� � � � � �� � � �1 2
2

2 2

� � � � �� � � � � �4 1 1
2

4 2 2N N N N N N( )( )sin ( ) ,
��

� (22)

è óðàâíåíèå (14), êàê ïîêàçàë äàëüíåéøèé àíàëèç, íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé

� 
 ( ; ).0 1 Åñëè êðîìå K�1 âûïîëíÿåòñÿ òàêæå N N N� �� � , èìååì êëàññè÷åñêîå

ðåøåíèå [1] äëÿ çàêðåïëåííîãî âûðîæäåííîãî êëèíà ñ óãëîì ðàñòâîðà �, à èìåííî:

sin ,2 0��� íå èìåþùåå êîðíåé � 
 ( ; );0 1

K� !0 âåðõíèé ñëîé àáñîëþòíî æåñòêèé (�� �)), ÷òî äëÿ íèæíåãî ìÿãêîãî

ñëîÿ ( [ ; ])	 �
 � 2 0 ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîìó çàêðåïëåíèþ è íà ïîâåðõíîñòè êîí-

òàêòà 	� 0 è íà ïîâåðõíîñòè 	 ��� 2.. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíå-

íèå (14) ñ ó÷åòîì (21) àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (18) äëÿ âòîðîé îñíîâíîé çàäà÷è è ïðè-

íèìàåò âèä

N� � ��
�

�
�

�

�
� � � � �
#
$%

&
'

2 2 2 2 2 2

2
4 1 3 4

2
sin ( ) ( )sin

��
� � � �

��
(� 0. (23)

Ïåðâûé ìíîæèòåëü â (23) ñîîòâåòñòâóåò ìÿãêîìó ( [ ; ])	 �
 � 2 0 ñëîþ è íå

èìååò êîðíåé � 
 ( ; ),0 1 âòîðîé – æåñòêîìó (	 �
[ ; ]0 2 ) ñëîþ è âñåãäà èìååò êîðåíü

� 
 ( ; ),0 1 åñëè òîëüêî �� � 0, ïðè ýòîì ìèíèìàëüíûé êîðåíü �� 0 5946, (ìàêñè-

ìàëüíàÿ ñèíãóëÿðíîñòü 0,4054), êàê è âî âòîðîé îñíîâíîé çàäà÷å, äîñòèãàåòñÿ ïðè

�� � 0 5, . Ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòè íå çàâèñèò îò ��, à çàâèñèò òîëüêî îò �� è èìååò

òàêîé æå âèä, êàê íà ðèñ. 2 (ïðè K� 0, ãäå àáñöèññó ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê îñü

�� , à íå ��). Îòìåòèì, ÷òî â [1] ïðèâåäåíû íåâåðíûå ðåøåíèÿ êàê äëÿ ìÿãêîãî

íåïîäâèæíî çàêðåïëåííîãî ïî îáåèì ãðàíèöàì, òàê è äëÿ æåñòêîãî ñ îäíîé çàêðåï-

ëåííîé è âòîðîé ñâîáîäíîé ãðàíèöàìè êëèíüåâ (êàæäûé ñ óãëîì ðàñòâîðà � 2).

Òàêèì îáðàçîì ïðè K� 0 ñèñòåìà (9) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå, ïîýòîìó

ñèíãóëÿðíîñòü áóäåò òîëüêî â ìÿãêîì ñëîå âî âòîðîé îñíîâíîé çàäà÷å è ñîîòâåò-

ñòâåííî òîëüêî â æåñòêîì ñëîå â ïåðâîé îñíîâíîé çàäà÷å òåîðèè óïðóãîñòè. Ïðè

K*0 ñèñòåìà (9) ñòàíîâèòñÿ ñâÿçàííîé, è ñèíãóëÿðíîñòü, åñëè òàêîâà ñóùåñòâóåò,

áóäåò íàáëþäàòüñÿ â îáîèõ ñëîÿõ (êëèíüÿõ).

Êàê è âûøå, ìîæíî óñòàíîâèòü òàêèå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ (12) ñ ó÷åòîì (21):

D K
D

( ; ; ; ) ;� �
�

�� �
� �

�
� �0 0

0

�

��
� �

�

2

2

0

0 0 0
D

D K

�
� �* ! � *( ; ; ; ) ;

D K( ; ; ; ) ;� �� � *1 2 0
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ïðè ��1 îïðåäåëèòåëü (12) â çàâèñèìîñòè îò ïåðâûõ òðåõ àðãóìåíòîâ ìîæåò

ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ëèáî ðàâíÿòüñÿ íóëþ.

Îòñþäà ñëåäóåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè:

D K N KN KN N A( ; ; ; ) ( ) ,� � � . �� � � � � �+ ! � � � � � � � +1 0 4 4 02 2 2 2 2/ (24)

êîòîðîå, ê ñîæàëåíèþ, íå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è íåîáõîäèìûì (ñðàâíèì ñ âûøå-

ðàññìîòðåííîé âòîðîé îñíîâíîé çàäà÷åé).

Ñèíãóëÿðíîñòü â ñëó÷àå ïåðâîé îñíîâíîé çàäà÷è ìîæåò áûòü è ïðè

D K( ; ; ; ) .� �� � 01 0 Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ãðàôèê D( )� äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé óïðóãèõ

õàðàêòåðèñòèê: K� 0 02, ; ��� 0 5, ; �� � 0 3, . Âèäíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî ÷òî D( )1 -
- *0176 0, , ðåøåíèå áóäåò èìåòü ñèíãóëÿðíîñòü ïîðÿäêà îêîëî 1/4. Ïîýòîìó äëÿ

êàæäîãî êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ îòâåò íà âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè ìîæåò

äàòü òîëüêî ÷èñëåííîå ðåøåíèå òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ (14) ñ ó÷åòîì (12) è

(21), ïðè ýòîì îïðåäåëèòñÿ è åå ïîðÿäîê.

Â ïåðâîé îñíîâíîé çàäà÷å ñèíãóëÿðíîñòü âñåãäà áóäåò îòñóòñòâîâàòü ïðè �� � 0,

à òàêæå ïðè K�1. Ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ K 
 ( ; )0 1 ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå ñèíãó-

ëÿðíîñòè äàþò äàííûå, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 4, à ïðè K� 0 – íà ðèñ. 2 ñ âûøå-

óêàçàííûì çàìå÷àíèåì. Â îòëè÷èå îò âòîðîé îñíîâíîé çàäà÷è, õàðàêòåð ñèíãóëÿðíîñòè

êàê ôóíêöèè �� ïðè ôèêñèðîâàííûõ K è �� âñåãäà ìîíîòîííûé (ñðàâíèì ðèñ. 2 ñ

ðèñ. 4). Ìàêñèìàëüíàÿ ñèíãóëÿðíîñòü (- 0 4054, ) ðåàëèçóåòñÿ ïðè K� 0, �� � 0 5, . Ïðè

K*0 ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòè çàâèñèò îò ��, ïðè K� 0 – çàâèñèìîñòü îòñóòñòâóåò.

Ñ ðîñòîì K ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòè óìåíüøàåòñÿ, è ïðè K�1 èñ÷åçàåò ñîâñåì.

Òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå (14) àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, åñòåñòâåííî, íå èìååò,

çà èñêëþ÷åíèåì íåñêîëüêèõ ïðîñòåéøèõ ìàëîèíòåðåñíûõ ñëó÷àåâ. Îíî ðåøàëîñü

÷èñëåííî ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì øàãîì èçìåíåíèÿ �, à èìåííî: h� �
�10 6. Íà÷èíàÿ ñ

�� 0 5, ïîñëåäîâàòåëüíî ñ øàãîì h� , âû÷èñëÿëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (12). Êàê òîëüêî

ôóíêöèÿ ìåíÿëà çíàê ëèáî òî÷íî îáðàùàëàñü â íîëü ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé âû÷èñ-

ëÿëè èñêîìûé êîðåíü. Ïîýòîìó âñå âûøåïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ñ÷èòàòü

ïðàêòè÷åñêè òî÷íûìè: ñ ïîãðåøíîñòüþ ìåíåå h� �
�10 6.

Ðàññìîòðèì âêðàòöå òðåòüþ îñíîâíóþ çàäà÷ó [1], êîãäà íà ãðàíèöå 	 ��� 2

âûïîëíÿþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ ñìåøàííîãî òèïà: u r� �� 	 0 (ñêîëüçÿùåå çàêðåïëå-
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü D ( )� â ïåðâîé îñíîâíîé çàäà÷å ïðè K � 0 02, ; �� � 0 5, ; �� � 0 3, .



íèå). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî, èñïîëüçóÿ (2) â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî (ïîä ïðÿìûì óãëîì)

âûõîäà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà íà ñêîëüçÿùå çàêðåïëåííóþ, ýòè óñëîâèÿ îòîæäåñòâ-

ëÿþòñÿ ñ óñëîâèÿìè ñèììåòðèè: u w� �� �	 0, ò.å. çåðêàëüíîìó ïðîäîëæåíèþ ðàñ-

÷åòíîé îáëàñòè âëåâî (ðèñ. 1) – â äèàïàçîí 	 � �
[ ; ].2 3 2 Ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà ïðè

ýòîì òàêæå àáñîëþòíî ãëàäêî (áåç èçëîìà) ïðîäëèòñÿ âëåâî. Åñòåñòâåííî, íèêàêèõ

îñîáåííîñòåé òàêàÿ çàäà÷à â ïðèíöèïå èìåòü íå ìîæåò.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî (14) êðîìå äåéñòâèòåëüíûõ ìîæåò èìåòü, âîîáùå

ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå êîðíè [1, 17]:

� � �� �1 2i ; �1 0 1
 ( ; ); � 2 0* , (25)

ïðè íàëè÷èè êîòîðûõ îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ â �-îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè

ïîìèìî ñèíãóëÿðíîãî áóäåò èìåòü è îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð. À èìåííî: â ðåøåíèè

ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè âèäà

r
r

r

� �

�
1

2

2

cos( ln );

sin( ln ),

�
�
�

(26)

ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè êîòîðûõ áóäåì èìåòü îñöèëëèðóþùóþ îñîáåííîñòü.

Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè ñèíãóëÿðíîñòåé òèïà (3) â çîíå èäåàëü-

íîãî êîíòàêòà â ñëó÷àå ðàñ÷åòíîé ñõåìû, ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 1 äëÿ ïåðâîé, âòîðîé è

òðåòüåé îñíîâíûõ ïëîñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè, ðåøåíà ïîëíîñòüþ. Èññëåäîâàíèå

îñöèëëèðóþùèõ îñîáåííîñòåé òèïà (25), (26) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ è äîñòà-

òî÷íî ñëîæíóþ ïðîáëåìó [1, 17], è â äàííîé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Ð å ç þ ì å

Àíàë³òè÷íî äîñë³äæåíî îñîáëèâîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ â îêîë³ íîðìàëü-

íîãî (ï³ä ïðÿìèì êóòîì) ïåðåòèíó ïîâåðõí³ ³äåàëüíîãî êîíòàêòó äâîõ ïðóæíèõ

ñåðåäîâèù ³ç â³ëüíîþ òà íåðóõîìî àáî êîâçíî çàêð³ïëåíîþ ïîâåðõíåþ. Óñòàíîâëåíî

Ðèñ. 4. Îñîáåííîñòè â çîíå âûõîäà êîíòàêòà íà íåïîäâèæíóþ ãðàíèöó: 1, 2, 3, 4, 5 – �� � 0;

0,125; 0,25; 0,375; 0,5 ñîîòâåòñòâåííî.
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