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Виродженi нелiнiйнi нетеровi крайовi задачi

(Представлено академiком НАН України М.О. Перестюком)

Отримано умови iснування розв’язку слабко нелiнiйної виродженої крайової задачi для

систем звичайних диференцiальних рiвнянь з нетеровим оператором в лiнiйнiй частинi.

1. Постановка задачi. Розглянемо крайовi задачi для нелiнiйних систем звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь з малим невiд’ємним параметром ε вигляду

B(t)
dx

dt
= A(t)x + f(t) + εZ(x, t, ε), t ∈ [a; b], (1)

lx = α + εJ(x(·, ε), ε), (2)

де A(t), B(t) — (n × n)-вимiрнi матрицi, компоненти яких є дiйсними, достатню кiлькiсть
раз неперервно диференцiйовними на [a; b] функцiями A(t), B(t) ∈ C3q−2[a; b]; detB(t) = 0,
∀ t ∈ [a; b]; f(t) — n-вимiрний вектор-стовпець з простору Cq−1[a; b]; α — m-вимiрний век-
тор-стовпець констант; α ∈ Rm; l — лiнiйний векторний функцiонал, визначений на про-
сторi n-вимiрних, неперервних на [a; b] вектор-функцiй l = col(l1, . . . , lm) : C[a; b] → Rm,
li : C[a; b] → R [1, 2]; Z(x, t, ε) — нелiнiйна за x n-вимiрна вектор-функцiя, неперервно ди-
ференцiйовна за x в околi породжуючого розв’язку i неперервна за t, ε: Z(·, t, ε) ∈ C1[‖x −
− x0‖ 6 β]; Z(x, ·, ε) ∈ Cq−1[a; b]; Z(x, t, ·) ∈ C[0, ε0]; J(x(·, ε), ε) — нелiнiйний обмежений
m-вимiрний вектор-функцiонал, неперервно диференцiйовний за x у розумiннi Фреше [3]
i неперервний за ε в околi породжуючого розв’язку.

Розглянемо випадок, коли вiдповiдна однорiдна породжуюча крайова задача має нетри-
вiальнi розв’язки x0(t, cr) [4]. Будемо шукати умову iснування i алгоритм побудови розв’язку
x = x(t, ε): x(·, ε) ∈ C1[a; b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0] крайової задачi (1), (2), який перетворюється
при ε = 0 в один з розв’язкiв породжуючої крайової задачi

B(t)
dx

dt
= A(t)x + f(t), t ∈ [a; b], (3)

lx(·) = α ∈ Rm. (4)

Вважатимемо, що система (3) така, що невиродженим лiнiйним перетворенням зводиться до
центральної канонiчної форми у випадку, коли матрицi A(t), B(t) ∈ C3q−2[a, b] i вектор-стов-
пець f(t) ∈ Cq−1[a, b] [5]. Тодi згiдно з теоремою 1 [4], породжуюча крайова задача (3), (4)
має r-параметричне сiмейство лiнiйно незалежних розв’язкiв

x0(t, cr) = Xr(t)cr + (Gf)(t) + Xn−s(t)Q
+α, ∀ cr ∈ Rr, (5)
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тодi i тiльки тодi, коли неоднорiдностi f(t) ∈ Cq−1[a, b] в диференцiальнiй системi та α ∈ Rm

в крайовiй умовi задовольняють d лiнiйно незалежнi умови:

PQ∗

d

(

α − l

( ·
∫

a

Xn−s(·)Y
∗

n−s(τ)f(τ)dτ −

− Φ(·)

[

q−1
∑

k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗(t)LΦ(t)]

−1
]

(·)Ψ∗(·)f(·)

))

= 0 (d = m − n1). (6)

2. Основний результат. Спочатку розглянемо питання про необхiдну умову iснування
розв’язку x(t, ε) крайової задачi (1), (2), який при ε = 0 перетворюється в породжуючий
розв’язок x0(t, cr) (5). Справедливим буде таке твердження.

Теорема 1 (необхiдна умова). Нехай крайова задача (1), (2) має розв’язок x = x(t, ε):
x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0], який перетворюється при ε = 0 в породжуючий розв’язок
x0(t, c

0
r) (5) з константою cr = c0

r. Тодi вектор c0
r ∈ Rr задовольняє рiвняння

PQ∗

d

{

J(x0(·, c
0
r), 0) − l

( ·
∫

a

Xn−s(·)Y
∗

n−s(τ)Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0)dτ −

− Φ(·)

[

q−1
∑

k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗(t)LΦ(t)

]

−1

](·)Ψ∗(·)Z(x0(·, c
0
r), ·, 0)

)}

= 0. (7)

Доведення аналогiчне доведенню теореми 4.5 [1]. Позначимо лiву частину рiвняння (7)
через F (c0

r) i називатимемо його рiвнянням для породжуючих констант крайової задачi
(1), (2). У випадку перiодичних задач константа c0

r має фiзичний змiст i є амплiтудою
породжуючого розв’язку, а в класичнiй перiодичнiй задачi рiвняння (7) має назву рiвняння
для породжуючих амплiтуд [6].

Якщо рiвняння (7) має розв’язок cr = c0
r ∈ Rr, то вектор c0

r визначає той породжуючий
розв’язок x0(t, c

0
r), якому може вiдповiдати розв’язок x(t, ε) вихiдної крайової задачi (1), (2),

який перетворюється в x0(t, c
0
r) при ε = 0. Якщо рiвняння (7) не має розв’язкiв, то i крайова

задача (1), (2) не має шуканого розв’язку. Мова йде про дiйснi розв’язки рiвняння для
породжуючих констант.

Для отримання достатньої умови iснування розв’язку зробимо замiну змiнних в крайовiй
задачi (1), (2)

x(t, ε) = x0(t, c
0
r) + y(t, ε),

в якiй вектор констант c0
r ∈ Rr задовольняє рiвняння (7). Будемо шукати умови iснування

розв’язку y = y(t, ε): y(·, ε) ∈ C1[a, b], y(t, ·) ∈ C[0; ε0], y(t, 0) = 0, який перетворюється
в нульовий при ε = 0 крайової задачi

B(t)ẏ = A(t)y + εZ(x0(t, c
0
r) + y(t, ε), t, ε), (8)

ly = εJ(x0(·, c
0
r) + y(·, ε), ε). (9)

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть вектор-функцiї Z(x, t, ε) i векторного
функцiонала J(x(·, ε), ε) за x в околi точки ε = 0, видiляємо у вектор-функцiї Z(x0 + y, t, ε)
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та у векторному функцiоналi J(x0(·, c
0
r , 0)+y(·, ε), ε) лiнiйну частину за y i члени нульового

порядку за ε. Тодi має мiсце розклад

Z(x0 + y, t, ε) = Z(x0(t, c
0
r), t, 0) + A1(t)y + R(y(t, ε), t, ε); (10)

J(x0(·, c
0
r) + y(·, ε), ε) = J(x0(·, c

0
r)) + l1y(·, ε) + R1(y(·, ε), ε), (11)

де

Z(x0(t, c
0
r), t, 0) ∈ C[t], J(x0(·, c

0
r)) = J(x0(·, c

0
r), 0),

A1(t) = A1(t, c
0
r) =

∂Z(x, t, 0)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x0(t,c0r)

∈ C[t],

l1y(·, ε) — лiнiйна частина векторного функцiонала J(x0(·, c
0
r , 0) + y(·, ε), ε). Згiдно з [3],

лiнiйний оператор l1 := J ′(x0) є похiдною Фреше. Нелiнiйна вектор-функцiя R(y(t, ε), t, ε)
належить до класу C1[y], C[t], C[ε] в областi ‖y‖ 6 q, t ∈ [a, b], ε ∈ [0, ε0]. При цьому

R(0, t, 0) = 0,
∂R(0, t, 0)

∂y
= 0, R1(0, 0) = 0,

∂R1(0, 0)

∂y
= 0.

Отже, розглянемо крайову задачу

B(t)ẏ = A(t)y + ε{Z(x0(t, c
0
r), t, 0) + A1(t)y + R(y(t, ε), t, ε)}, (12)

ly = ε{J(x0(·, c
0
r), 0) + l1y(·, ε) + R1(y(·, ε), ε)}. (13)

Вона має розв’язок:

y(t, ε) = Xr(t)c + y(t, ε), c = c(ε) ∈ Rr,

y(t, ε) = ε(G[Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0) + A1(τ)y + R(y(τ, ε), τ, ε)])(t) +

+ εXn−s(t)Q
+(J(x0(·, c

0
r), 0) + l1y(·, ε) + R1(y(·, ε), ε))

при виконаннi умови

PQ∗

d

{

J(x0(·, c
0
r), 0) + l1y(·, ε) + R1(y(·, ε), ε) −

− l

( ·
∫

a

Xn−s(·)Y
∗

n−s(τ){Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0) + A1(τ)y + R(y(τ, ε), τ, ε)}dτ −

− Φ(·)

[

q−1
∑

k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗(t)LΦ(t)]

−1
]

(·)Ψ∗(·) ×

× {Z(x0(·, c
0
r), ·, 0) + A1(·)y + R(y(·, ε), ·, ε)}

)}

= 0.
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В лiнiйну частину останнього виразу замiсть y пiдставимо вираз Xr(t)c+y(t, ε) i врахувавши,
що виконується умова (7), отримаємо алгебраїчну вiдносно c ∈ Rr систему:

B0c = −PQ∗

d

{

l1y(·, ε) + R1(y(·, ε), ε) − l

( ·
∫

a

Xn−s(·)Y
∗

n−s(τ)Θ(τ, ε)dτ −

− Φ(·)

[

q−1
∑

k=0

Ik
dk

dtk

[

Ψ∗(t)LΦ(t)

]

−1]

(·)Ψ∗(·)Θ(·, ε)

)}

, (14)

де (d × r)-вимiрна матриця B0 має вигляд:

B0 := PQ∗

d

(

l1Xr(·) − l

( ·
∫

a

Xn−s(·)Y
∗

n−s(τ)A1(τ)Xr(τ)dτ −

− Φ(·)

[

q−1
∑

k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗(t)LΦ(t)]

−1
]

(·)Ψ∗(·)A1(·)Xr(·)

))

,

Θ(t, ε) = A1(t)y(t, ε) + R(y(t, ε), t, ε).

Приходимо до операторної системи:



























































y(t, ε) = Xr(t)c + y(t, ε),

y(t, ε) = ε(G[Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0) + A1(τ)y + R(y(τ, ε), τ, ε)])(t) +

+ εXn−s(t)Q
+(J(x0(·, c

0
r), 0) + l1y(·, ε) + R1(y(·, ε), ε)),

B0c = −PQ∗

d

{

l1y(·, ε) + R1(y(·, ε), ε) − l

( ·
∫

a

Xn−s(·)Y
∗

n−s(τ)Θ(τ, ε)dτ −

− Φ(·)

[

q−1
∑

k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗(t)LΦ(t)]

−1
]

(·)Ψ∗(·)Θ(·, ε)

)}

.

(15)

Для розв’язностi третього рiвняння операторної системи (15) необхiдно i достатньо, щоб
виконувалась умова:

PB∗

0
PQ∗

d

{

l1y(·, ε) + R1(y(·, ε), ε) − l

( ·
∫

a

Xn−s(·)Y
∗

n−s(τ)Θ(τ, ε)dτ −

− Φ(·)

[

q−1
∑

k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗(t)LΦ(t)]

−1
]

(·)Ψ∗(·)Θ(·, ε)

)}

= 0. (16)

При умовi

PB∗

0
= 0, яка еквiвалентна [7] умовi: rankB0 = d, (17)

умова (16) виконується, де PB∗

0
— (d × d)-вимiрна матриця (ортопроектор), яка проектує

простiр Rd на нуль-простiр N(B∗

0).
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Знайшовши розв’язок третього рiвняння, операторну систему (15) запишемо у виглядi:



























































y(t, ε) = Xr(t)c + y(t, ε),

c = −B+
0 PQ∗

d

{

l1y(·, ε) + R1(y(·, ε), ε) − l

( ·
∫

a

Xn−s(·)Y
∗

n−s(τ)Θ(τ, ε)dτ −

− Φ(·)

[

q−1
∑

k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗(t)LΦ(t)]

−1
]

(·)Ψ∗(·)Θ(·, ε)

)}

,

y(t, ε) = ε(G[Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0) + A1(τ)y + R(y(τ, ε), τ, ε)])(t) +

+ εXn−s(t)Q
+(J(x0(·, c

0
r), 0) + l1y(·, ε) + R1(y(·, ε), ε)).

(18)

Аналогiчно [1, 2], введемо змiнну u = col(y(t, ε), c(ε), y(t, ε), тодi система (18) у нових
змiнних буде такою:

u = L(1)u + Fu, (19)

де

L(1) =





0 Xr(t) In

0 0 L1

0 0 0



 ,

Fu =































0

−B+
0 PQ∗

d

{

R1(y(·, ε), ε) − l

( ·
∫

a

Xn−s(·)Y
∗

n−s(τ)R(y(τ, ε), τ, ε)dτ −

− Φ(·)

[

q−1
∑

k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗(t)LΦ(t)]

−1
]

(·)Ψ∗(·)R(y(·, ε), ·, ε)

)}

ε(G[Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0) + A1(τ)y(τ, ε) + R(y(τ, ε), τ, ε)])(t) +

+ εXn−s(t)Q
+(J(x0(·, c

0
r), 0) + l1y(·, ε) + R1(y(·, ε), ε)))































,

L1ϕ := −B+
0 PQ∗

d

{

l1ϕ(·, ε) − l

( ·
∫

a

Xn−s(·)Y
∗

n−s(τ)A1(τ)ϕ(τ)}dτ −

− Φ(·)

[

q−1
∑

k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗(t)LΦ(t)]

−1
]

(·)Ψ∗(·)A1(·)ϕ(·)

)}

.

Систему (19) запишемо у виглядi

(I̺ − L(1))u = Fu (̺ = 2n + r).

Матриця (I̺ − L(1)) блоково-дiагональна, яка має завжди обернену. Тодi

u = Su, S := (I̺ − L(1))−1F,

де оператор S є оператором стиску: u → u; u, u ∈ u, ‖Su−Su‖ 6 µ‖u−u‖, µ < 1 [8]. В околi
породжуючого розв’язку y = 0, ε = 0 операторне рiвняння u = Su з оператором стиску S

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2009, №8 33



буде мати єдиний розв’язок [8], який можна знайти як u = lim
ν−→∞

uν , u0 = 0, uν = Suν−1,

де u0 = col(y0, c0, y0) = 0.
Отже, для знаходження розв’язку y(t, ·) ∈ C[0, ε0], y(t, 0) = 0 крайової задачi (12), (13)

iтерацiйний процес буде таким:

yp+1(t, ε) = Xr(t)cp + yp+1(t, ε), p = 0, 1, 2, . . . , y0(t, ε) = y0(t, ε) = 0,

cp = −B+
0 PQ∗

d

{

l1yp(·, ε) + R1(yp(·, ε), ε) − l

( ·
∫

a

Xn−s(·)Y
∗

n−s(τ)Θp(τ, ε)dτ −

− Φ(·)

[

q−1
∑

k=0

Ik
dk

dtk
[Ψ∗(t)LΦ(t)]

−1
]

(·)Ψ∗(·)Θp(·, ε)

)}

,

Θp(t, ε) = A1(t)yp(t, ε) + R(yp(t, ε), t, ε),

yp+1(t, ε) = ε(G[Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0) + A1(τ)yp(τ, ε) + R(yp(τ, ε), τ, ε)])(t) +

+ εXn−s(t)Q
+(J(x0(·, c

0
r), 0) + l1yp(·, ε) + R1(yp(·, ε), ε)).

(20)

Теорема 2 (достатня умова). Нехай крайова задача (1), (2) така, що rankQ = n1 ≪
≪ min(m,n− s) i вiдповiдна породжуюча крайова задача (3), (4) при умовi (6) має r-пара-
метричне (r = n − s − n1) сiмейство розв’язкiв (5). Тодi для кожного дiйсного значення
вектора cr = c0

r ∈ Rr, який задовольняє рiвняння (7) для породжуючих констант, при
умовi (17) крайова задача (1), (2) має хоча б один розв’язок x(t, ·) ∈ C[0, ε0], який при ε = 0
перетворюється в породжуючий розв’язок x0(t, c

0
r) (5). Цей розв’язок можна визначити

за допомогою збiжного iтерацiйного процесу (20) i формули xp(t, ε) = x0(t, c
0
r) + yp(t, ε),

p = 0, 1, 2, . . . .
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L.M. Shegda

Degenerated nonlinear Noether boundary-value problems

We have obtained conditions for the existence of a solution of the weakly nonlinear degenerated

boundary-value problem for a system of ordinary differential equations with a Noether operator in

the linear part.
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