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Бiфуркацiї станiв рiвноваги узагальненої цiглерової

моделi пружного стержня

(Представлено членом-кореспондентом НАН України I. С. Чернишенком)

Складено диференцiальнi рiвняння плоскопаралельного руху перевернутого дволанкового

маятника зi слiдкуючою асиметричною силою на пружнозакрiпленому верхньому кiн-

цi. Особливiстю задачi знаходження станiв рiвноваги є те, що допустимi значення

параметрiв заздалегiдь невiдомi. Для встановлення їх, а також рiвноважних значень

кутiв вiдхилення ланок маятника вiд вертикалi використано метод продовження за

параметром. Побудовано фазовi потоки для рiзних значень параметрiв асиметрiї слiд-

куючої сили.

Важливi практичнi застосування, з одного боку, i загрозливi для функцiонування констру-
кцiй динамiчнi процеси при певних режимах, з другого, спонукали вчених багатьох країн
звернути прискiпливу увагу на динамiку пружних цилiндричних труб, всерединi яких про-
тiкає з певною швидкiстю рiдина (нафтопроводи, гiдравлiчнi гармати для гасiння пожеж
у надвисотних будинках, ракетнi двигуни тощо). X.Цiглер [1] запропонував вдалу дискретну
модель консольної труби, всерединi якої рухається з певною швидкiстю рiдина, у виглядi
подвiйного математичного маятника зi слiдкуючою силою i знайшов значення сили, пере-
вищення якого веде до втрати стiйкостi прямолiнiйної форми рiвноваги. Пiзнiше задача
розв’язувалась також i в континуальнiй постановцi [2, 3]. В [4–6] запропоновано враховува-
ти технологiчнi недосконалостi у виготовленнi труб, неточностi прикладання стискуючого
навантаження параметрами асиметрiї слiдкуючої сили: лiнiйним ε та кутовим δ ексцентри-
ситетами та параметром орiєнтацiї k.

В [1] всi пружнi елементи маятника вважалися лiнiйно деформiвними. В данiй робо-
тi враховано фiзичну нелiнiйнiсть задачi, викликану тим, що деформiвнi елементи мають
жорсткi характеристики [7]. Побудовано однопараметричну сiм’ю станiв рiвноваги за при-
пущення, що лише параметр δ змiнюється неперервно, iншi — дискретно. Акцентовано увагу
на тих їх значеннях, що призводять до появи на рiвноважних кривих бiфуркацiйних точок.

Диференцiальнi рiвняння для знаходження функцiй ϕi(t) (i = 1, 2) є такими:
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Введення фазових змiнних x1 = ϕ1, x2 = ϕ̇1 = dϕ1/dτ , x3 = ϕ2, x4 = ϕ̇2 = dϕ2/dτ
дозволяє звести аналiз руху маятника до вивчення 4-вимiрної динамiчної системи

x́1 = x2, x́2 = F1(x1, x2, x3, x4), x́3 = x4, x́4 = F2(x1, x2, x3, x4). (3)

З (3) випливає, що рiвняння рiвноваги маятника мають вигляд
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Рисками зверху позначено безрозмiрнi параметри маятника, якщо за новi одиницi вимi-
рювання взяти параметри m1, l1, c1 нижньої ланки.

Особливiстю системи (4) є те, що функцiї f1 i f2 є трансцендентними, причому область
змiни параметра δ наперед невiдома. Необхiдно встановити, при яких значеннях параме-
тра δ система (4) має розв’язки, скiльки їх та яким є їх характер стiйкостi. Це дозволяє
здiйснити диференцiально-геометричний метод, запропонований у [8]. У просторi величин
ϕ∗

1, ϕ∗

2, δ множина всiх розв’язкiв системи (4) утворює криву (L) станiв рiвноваги маятни-
ка. Якщо s — дугова координата точок кривої (L), то її побудова зводиться до розв’язання
такої задачi Кошi:
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Таким чином, допустимi значення параметра δ вiдшукуються одночасно iз рiвноважни-
ми значеннями узагальнених координат ϕ1, ϕ2.

Числовi значення “неiстотних” параметрiв вiзьмемо такими:

m1 = 10 кг, m2 = 5 кг, l1 = 0,5 м, l2 = 0,5 м, c = 400 H/м, c1 = 400 Hм,

c2 = 400 Нм, µ1 = 10 Нмс, µ2 = 10 Нмс, P = 600 H.
(6)

Результати розв’язування задачi Кошi (5) для a = 2,7; a1 = a2 = 2 та числових зна-
чень (6) наведенi на рис. 1 (k = 0,25; ε = 0,2) та на рис. 2 (k = 0,1; ε = 0,1). Дiлянки кривої
станiв рiвноваги, якi зображено суцiльними лiнiями, вiдповiдають стiйким (за О.М. Ляпу-
новим) точкам рiвноваги маятника, штриховими — нестiйким. Точки бiфуркацiй A, B, A1,
B1 є двократними станами рiвноваги. В них зливаються або iз них народжуються (залеж-
но вiд напряму змiни параметра δ) два стани рiвноваги — стiйкий та нестiйкий. Кiлькiсть
станiв рiвноваги маятника залежно вiд значення кутового ексцентриситета δ слiдкуючої
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3 Рис. 4

сили може становити 1, 2 або 3 (рис. 1) та 1–5 (рис. 2). Якщо маятник яким-небудь штуч-
ним способом (примусово) “заведено” на нестiйку дiлянку (AB) або (A1B1), а потiм йому
надано можливiсть “бути самим собою”, то пiсля довiльного, як завгодно малого збурення
вiдбудеться перескок в один iз стiйких станiв рiвноваги: або на дiлянку (BC) чи (A1A),
або на дiлянку (AA1) чи (B1C1). Напрям перескоку залежить вiд знаку випадкового збу-
рення.

Крива рiвноважних станiв подвiйного маятника на рис. 1 узгоджується iз проекцiєю
його фазових потокiв на рис. 3, побудованому для k = 0,25; ε = 0,2; δ = 0,3. Iз вигляду цiєї
проекцiї випливає, зокрема, що особливi точки F1, F2 динамiчної системи (3) є стiйкими
фокусами, а особлива точка S1 — сiдлом.

На рис. 4 зображено проекцiю фазових потокiв, побудовану для k = 0,1; ε = 0,1; δ = 0,
яка дає пiдставу стверджувати, що особливi точки F1, F2 та F3 є стiйкими, а S1 та S2 —
нестiйкими.
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Bifurcations of equilibrium states of generalized Ziegler’s model of

elastic bar

The differential equations of plane-parallel motion are obtained for an inverted double mathematical

pendulum with elastic end support and asymmetric follower force. The character and the number

of singular points of the vector field of phase velocities are investigated. Phase flows are built at

the different values of a follower force.
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