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Логарифмическая асимптотика одного класса
отображений

Руслан Р. Салимов

(Представлена В. Я. Гутлянским)

Аннотация. В работе исследуется асимптотическое поведение в то-
чке нижних Q-гомеоморфизмов относительно p-модуля в Rn, n > 2.
Получен целый ряд логарифмических оценок для нижних пределов
при различных условиях на функцию Q.

В работе приведены приложения этих результатов к классам Ор-
лича–Соболева W 1,φ

loc в Rn, n > 3 при условии типа Кальдерона на
функцию φ и, в частности, к классам Соболева W 1,p

loc при p > n −
1. Построен пример гомеоморфизма с конечным искажением, пока-
зывающий точность найденного порядка роста.
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1. Введение

Модули семейств кривых и поверхностей являются основным ин-
струментом для исследования в геометрической теории функций. Ра-
звитие метода модулей, происходившее в последнее время, тесно свя-
зано с современными классами отображений, см., напр., моногра-
фию [1], и уравнениями в частных производных, см., напр., моно-
графии [2] и [3].

Напомним некоторые определения. Следуя [1, разд. 9.2, гл. 9], k-
мерной поверхностью S в Rn называется произвольное непрерывное
отображение S : ω → Rn, где ω – открытое множество в Rk :=
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Rk ∪ {∞} и k = 1, . . . , n − 1. Функцией кратности поверхности S
называется число прообразов

N(S, y) = cardS −1(y) = card {x ∈ ω : S(x) = y}, y ∈ Rn .

Другими словами, символ N(S, y) обозначает кратность накрытия
точки y поверхностью S. Известно, что функция кратности являе-
тся полунепрерывной снизу, и, значит, измерима относительно прои-
звольной хаусдорфовой меры Hk, см., [1, разд. 9.2].

Для борелевской функции ρ : Rn → [0,∞] ее интеграл по поверх-
ности S определяется равенством∫

S

ρ dAk :=

∫
Rn

ρ(y)N(S, y) dHky .

Пусть Γ — семейство k-мерных поверхностей S. Борелева функция
ρ : Rn → [0,∞] называется допустимой для семейства Γ, пишут ρ ∈
admΓ, если ∫

S

ρk dAk > 1

для каждой поверхности S ∈ Γ. Пусть p ∈ (1,∞) – заданное фикси-
рованное число. Тогда p-модулем семейства Γ называется величина

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
Rn

ρp(x) dm(x) .

Будем говорить, что свойство P имеет место для p-почти всех (p-
п.в.) k-мерных поверхностей S семейства Γ, если подсемейство всех
поверхностей семейства Γ, для которых свойство P нарушается, име-
ет p-модуль нуль.

Говорят, см. [1, разд. 9.2], что измеримая по Лебегу функция
ρ : Rn → [0,∞] является обобщённо p-допустимой для семейства
Γ, состоящего из (n − 1)-мерных поверхностей S в Rn, пишут ρ ∈
extp admΓ, если ∫

S

ρn−1(x) dAn−1 > 1

для p-почти всех S ∈ Γ.
Пусть D и D′ – области в Rn, n > 2, x0 ∈ D, Q : D → (0,∞)

– измеримая по Лебегу функция. Гомеоморфизм f : D → D′ бу-
дем называть нижним Q-гомеоморфизмом относительно p-модуля
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в точке x0, если

Mp (fΣA) > inf
ρ∈extp admΣA

∫
A

ρp(x)

Q(x)
dm(x)

для каждого кольца

A = A(x0, ε1, ε2) = {x ∈ Rn : ε1 < |x− x0| < ε2} , 0 < ε1 6 ε2 < d0,

где d0 = dist(x0, ∂D) , а ΣA обозначает семейство всех сфер

S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} , r ∈ (ε1, ε2) .

Теория нижних Q-гомеоморфизмов применима к отображениям
с конечным искажением класса Орлича–Соболева W 1,φ

loc при наличии
условия Кальдерона и, в частности, к классам Соболева W 1,p

loc при
p > n− 1, см. [4–7].

В данной работе мы исследуем нижние Q-гомеоморфизмы отно-
сительно p-модуля на логарифмический порядок роста. Полученные
результаты обобщают известную лемму типа Икомы–Шварца, см. те-
орему 2 в [8]. В работе [9] нижние Q-гомеоморфизмы исследовались
на степенной порядок роста.

2. О емкости конденсатора

Следуя работе [10], пару E = (A,C), где A ⊂ Rn – открытое мно-
жество и C – непустое компактное множество, содержащееся в A,
называем конденсатором. Конденсатор E называется кольцевым кон-
денсатором, если G = A \ C – кольцо, т.е., если G – область, допол-
нение которой Rn \G состоит в точности из двух компонент. Говорят
также, что конденсатор E = (A,C) лежит в области D, если A ⊂ D.
Очевидно, что если f : D → Rn – непрерывное, открытое отображе-
ние и E = (A,C) – конденсатор в D, то (fA, fC) также конденсатор
в fD. Всюду далее полагаем fE = (fA, fC).

Функция u : A → R абсолютно непрерывна на прямой, имеющей
непустое пересечение с A, если она абсолютно непрерывна на любом
отрезке этой прямой, заключенном в A. Функция u : A → R прина-
длежит классу ACL (абсолютно непрерывна на почти всех прямых),
если она абсолютно непрерывна на почти всех прямых, параллельных
любой координатной оси.
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Обозначим через C0(A) множество непрерывных функций u : A→
R1 с компактным носителем, W0(E) = W0(A,C) – семейство неотри-
цательных функций u : A → R1 таких, что 1) u ∈ C0(A), 2) u(x) > 1
для x ∈ C и 3) u принадлежит классу ACL. Также обозначим

|∇u| =

√√√√ n∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2

. (2.1)

При p > 1 величину

capp E = capp (A,C) = inf
u∈W0(E)

∫
A

|∇u|p dm(x) (2.2)

называют p-ёмкостью конденсатора E .
Известно, что при 1 < p < n

capp E > nΩ
p
n
n

(
n− p

p− 1

)p−1

[m(C)]
n−p
n , (2.3)

где Ωn – объем единичного шара в Rn, см., напр., [11, неравенство
(8.9)].

3. Логарифмическая асимптотика нижних
Q-гомеоморфизмов

Предположим, что D – область в Rn, n > 2. Пусть Q : D → (0,∞)
– измеримая по Лебегу функция. Далее полагаем

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r) =

 ∫
S(x0,r)

Q
n−1

p−n+1 (x) dAn−1


p−n+1
n−1

(3.1)

и при x0 = 0

∥Q∥ n−1
p−n+1

(r) =

∫
Sr

Q
n−1

p−n+1 (x) dAn−1


p−n+1
n−1

, (3.2)

где Sr = {x ∈ Rn : |x| = r} .
Всюду далее полагаем

B(x0, r) := {x ∈ Rn : |x− x0| < r} , Br := B(0, r) , Bn := B(0, 1) .

Следующее утверждение можно найти в работе [12], см. лемму 3.4.
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Предложение 3.1. Пусть D и D′ – области в Rn, n > 2. Предпо-
ложим, что Q : D → (0,∞) – измеримая по Лебегу функция такая,
что ∥Q∥ n−1

p−n+1
(x0, r) ̸= ∞ для п.в. r ∈ (0, d0), d0 = dist (x0, ∂D) и

f : D → D′ – нижний Q-гомеоморфизм в точке x0 относительно
p-модуля при p > n− 1. Тогда имеет место оценка

cap p
p−n+1

(
fB(x0, ε2), fB(x0, ε1)

)
6
∫
A

Q
n−1

p−n+1 (x) η
p

p−n+1 (|x− x0|) dm(x) (3.3)

для каждого кольца A = A(x0, ε1, ε2), 0 < ε1 < ε2 < d0 и любой
измеримой по Лебегу функции η : (ε1, ε2) → [0,∞], такой что

ε2∫
ε1

η(r)dr = 1. (3.4)

Имеет место следующая лемма.

Лемма 3.1. Пусть n > 2 и p > n− 1. Предположим, что Q : Bn →
(0,∞) – измеримая по Лебегу функция такая, что ∥Q∥ n−1

p−n+1
(r) ̸=

∞ для п.в. r ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, 1) и f : Bn → Bn – нижний Q-
гомеоморфизм относительно p-модуля. Если для некоторых чисел
κ ∈

[
0, p

p−n+1

]
, C0 ∈ (0,∞) и выполнено условие

∫
A(0,ε1,ε2)

Q
n−1

p−n+1 (x) dm(x)

|x|
p

p−n+1

6 C0 lnκ
(
ε2
ε1

)
, (3.5)

для любых 0 < ε1 < ε2 < ε0, то

cap p
p−n+1

(
fBε2 , fBε1

)
6 C0 lnϵ

(
ε2
ε1

)
, (3.6)

где ϵ = κ(p−n+1)−p
p−n+1 .

Доказательство. Рассмотрим сферическое кольцо A = A(0, ε1, ε2) =
{x ∈ Rn : ε1 < |x| < ε2}, с произвольными ε1 и ε2 такими, что 0 <
ε1 < ε2 < ε0 < 1. Поскольку E =

(
Bε2 , Bε1

)
– конденсатор в Bn и f –
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гомеоморфизм, то fE =
(
fBε2 , fBε1

)
тоже является конденсатором.

Заметим, что функция

η(t) =

{ 1

t ln
(

ε2
ε1

) если t ∈ (ε1, ε2),

0, если t /∈ (ε1, ε2) ,

удовлетворяет условию (3.4). Тогда в силу предложения 3.1 имеем

cap p
p−n+1

fE 6 ln
− p

p−n+1

(
ε2
ε1

) ∫
A(0,ε1,ε2)

Q
n−1

p−n+1 (x) dm(x)

|x|
p

p−n+1

. (3.7)

Из условия (3.5) вытекает оценка (3.6).

Ниже приведена основная теорема об оценке нижнего предела.

Теорема 3.1. Пусть n > 2 и p > n. Предположим, что Q : Bn →
(0,∞) – измеримая по Лебегу функция такая, что ∥Q∥ n−1

p−n+1
(r) ̸=

∞ для п.в. r ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, 1) и f : Bn → Bn – нижний Q-
гомеоморфизм относительно p-модуля, удовлетворяющий условию
f(0) = 0. Если для некоторых чисел κ ∈

[
0, p

p−n+1

]
, C0 ∈ (0,∞) и

выполнено условие∫
A(0,ε1,ε2)

Q
n−1

p−n+1 (x) dm(x)

|x|
p

p−n+1

6 C0 lnκ
(
ε2
ε1

)
(3.8)

для любых 0 < ε1 < ε2 < ε0, то

lim inf
x→0

|f(x)| lnθ
(

1

|x|

)
6 ν0C

γ
0 , (3.9)

где γ = p−n+1
(n−1)(p−n) , θ = p−κ(p−n+1)

(n−1)(p−n) и ν0 — положительная постоян-
ная, зависящая только от n, p и κ.

Доказательство. Пусть ε ∈ (0, ε0). Рассмотрим конденсатор Eε =(
B√

ε, Bε

)
. В силу леммы 3.1, имеем оценку:

cap p
p−n+1

fEε 6 ν1C0 ln
κ(p−n+1)−p

p−n+1

(
1

ε

)
, (3.10)

где ν1 – положительная постоянная, зависящая только от n, p и κ.
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Используя соотношение (2.3), получаем

cap p
p−n+1

fEε > ν2
[
m(fBε)

] (p−n)(n−1)
n(p−n+1) , (3.11)

где ν2 – константа, зависящая только от размерности пространства n
и p.

Комбинируя (3.10) и (3.11), заключаем, что

m(fBε) 6 ν3C
n(p−n+1)
(n−1)(p−n)

0 ln
−n(p−κ(p−n+1))

(n−1)(p−n)

(
1

ε

)
, (3.12)

где ν3 – положительная постоянная, зависящая только от n, p и κ.
Учитывая, что f(0) = 0, получаем

Ωn

(
min
|x|=ε

|f(x)|
)n

6 m(fBε) (3.13)

и, следовательно,

min
|x|=ε

|f(x)| 6 n

√
m(fBε)

Ωn
. (3.14)

Таким образом, учитывая неравенства (3.14) и (3.12), имеем

lim inf
x→0

|f(x)| lnθ
(

1

|x|

)
= lim inf

ε→0
min
|x|=ε

|f(x)| lnθ
(
1

ε

)

6 lim inf
ε→0

(
m(fBε)

Ωn

) 1
n

lnθ
(
1

ε

)
6 ν0C

γ
0 ,

где θ = p−κ(p−n+1)
(n−1)(p−n) , γ = p−n+1

(n−1)(p−n) и ν0 — положительная постоянная,
зависящая только от n, p и κ.

Приведем некоторые следствия из теоремы 3.1.

Следствие 3.1. Пусть n > 2 и p > n. Предположим, что Q ∈
L n

p−n
(B0), B0 = {x ∈ Rn : |x| 6 r0}, r0 ∈ (0, 1) и f : Bn → Bn – ни-

жний Q-гомеоморфизм относительно p-модуля, удовлетворяющий
условию f(0) = 0. Тогда

lim inf
x→0

|f(x)| ln
p

n(p−n)

(
1

|x|

)
6 ν0∥Q∥

1
p−n
n

p−n
, (3.15)

где ∥Q∥ n
p−n

=

(∫
B0

Q
n

p−n (x) dm(x)

) p−n
n

– норма в пространстве

L n
p−n

(B0) и ν0 – положительная постоянная, зависящая только от
n и p.
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Доказательство. Действительно, применяя неравенство Гельдера с
показателями q = n(p−n+1)

(p−n)(n−1) и q′ = n(p−n+1)
p , получаем

∫
A

Q
n−1

p−n+1 (x) dm(x)

|x|
p

p−n+1

6

∫
A

Q
q(n−1)
p−n+1 (x) dm(x)

 1
q
∫

A

dm(x)

|x|
q′p

p−n+1

 1
q′

,

где A = A(0, ε1, ε2). Следовательно,

∫
A

Q
n−1

p−n+1 (x) dm(x)

|x|
p

p−n+1

6

∫
Bn

Q
n

p−n (x) dm(x)


(p−n)(n−1)
n(p−n+1) (

ωn−1 ln

(
ε2
ε1

)) p
n(p−n+1)

.

Применяя теорему 3.1 c параметрами κ = p
n(p−n+1) и

C0 = ω
p

n(p−n+1)

n−1 ∥Q∥
n−1

p−n+1
n

p−n
, получаем оценку (3.15).

Следствие 3.2. Пусть n > 2 и p > n. Предположим, что Q :
Bn → (0,∞) – измеримая по Лебегу и f : Bn → Bn – нижний Q-
гомеоморфизм относительно p-модуля, удовлетворяющий условию
f(0) = 0. Если для некоторого числа Q0 > 0 выполнено условие

∥Q∥ n−1
p−n+1

(r) 6 Q0 r (3.16)

для п.в. r ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, 1), то

lim inf
x→0

|f(x)| ln
1

p−n

(
1

|x|

)
6 ν0Q

1
p−n

0 , (3.17)

где ν0 – положительная постоянная, зависящая только от n и p.

Доказательство. Пусть A = A(0, ε1, ε2), 0 < ε1 < ε2 < ε0. Используя
условие (3.16) и теорему Фубини, получаем∫
A

Q
n−1

p−n+1 (x) dm(x)

|x|
p

p−n+1

=

ε2∫
ε1

r
− p

p−n+1 ∥Q∥
n−1

p−n+1
n−1

p−n+1

(r) dr 6 Q
n−1

p−n+1

0 ln

(
ε2
ε1

)
.

Применяя теорему 3.1 c параметрами κ = 1 и C0 = Q
n−1

p−n+1

0 , получаем
оценку (3.17).
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4. Приложения к классам Орлича–Соболева.

В этом разделе установлены логарифмические оценки нижних
пределов для отображений класса Орлича–Соболева W 1,φ

loc в Rn, n > 3
при условии типа Кальдерона на функцию φ.

Напомним некоторые определения. Пусть D – область в Rn, n > 2.
Гомеоморфизм f : D → Rn называется отображением с конечным
искажением, если f ∈W 1,1

loc и

∥f ′(x)∥n 6 K(x) · Jf (x) (4.1)

для некоторой почти всюду конечной функции K(x) > 1, где f ′(x)
якобиева матрица f, ∥f ′(x)∥ – её операторная норма: ∥f ′(x)∥ =
sup
|h|=1

|f ′(x) · h| и Jf (x) = det f ′(x) – якобиан отображения f .

Впервые понятие отображения с конечным искажением введено в
случае плоскости для f ∈W 1,2

loc в работе [13], см. также [14].
Следуя Орличу, для заданной выпуклой возрастающей функции

φ : [0,∞) → [0,∞), φ(0) = 0, обозначим символом Lφ пространство
всех функций f : D → R, таких что∫

D

φ

(
|f(x)|
λ

)
dm(x) <∞ (4.2)

при некотором λ > 0, см., напр., [15]. Здесь m — мера Лебега в Rn.
Пространство Lφ называется пространством Орлича.

Классом Орлича–СоболеваW 1,φ
loc (D) называется класс всех локаль-

но интегрируемых функций f, заданных в D, с первыми обобщён-
ными производными по Соболеву, градиент ∇f которых принадле-
жит классу Орлича локально в области D. Если же, более того, ∇f
принадлежит классу Орлича в области D, мы пишем f ∈ W 1,φ(D).
Заметим, что по определению W 1,φ

loc ⊂ W 1,1
loc . Как обычно, мы пишем

f ∈ W 1,p
loc , если φ(t) = tp, p > 1. Известно, что непрерывная функция

f принадлежит классу W 1,p
loc тогда и только тогда, когда f ∈ ACLp,

т.е., если f локально абсолютно непрерывна на почти всех прямых,
параллельных координатным осям, а первые частные производные f
локально интегрируемы в степени p в области D, см. [16], разд. 1.1.3.

Далее, если f – локально интегрируемая вектор-функция n ве-
щественных переменных x1, . . . , xn, f = (f1, . . . , fm), fi ∈ W 1,1

loc , i =
1, . . . ,m, и ∫

D

φ (|∇f(x)|) dm(x) <∞ , (4.3)
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где |∇f(x)| =

√
m∑
i=1

n∑
j=1

(
∂fi
∂xj

)2
, то мы снова пишем f ∈ W 1,φ

loc . Мы

также используем обозначениеW 1,φ
loc в случае более общих функций φ,

чем в классах Орлича, всегда предполагающих выпуклость функции
φ и ее нормировку φ(0) = 0.

Пусть p > n − 1, α = p
p−n+1 . Ранее, см., например, [4, 5, 7] в тео-

ремах о локальном поведении классов Соболева и Орлича–Соболева
мы пользовались p-внешней дилатацией

KO,p(x, f) =


∥f ′(x)∥p
|Jf (x)| , если Jf (x) ̸= 0

1, если f ′(x) = 0
∞, в остальных точках .

(4.4)

В дальнейшем мы будем пользоваться α-внутренней дилатации

KI,α(x, f) =


|Jf (x)|
lα(f ′(x)) , если |Jf (x)| ̸= 0

1, если f ′(x) = 0
∞, в остальных точках ,

(4.5)

где l(f ′(x)) = min
|h|=1

|f ′(x) · h|.

Известно, что
KI,n(x, f) 6 Kn−1

O,n (x, f) , (4.6)

см., напр., раздел 1.2.1 в [17].
Из соотношения (4.6) легко следует неравенство

KI,α(x, f) 6 Kα−1
O,p (x, f) . (4.7)

Действительно,

KI,α(x, f) = K
α
n
I,n(x, f) |Jf (x)|

1−α
n 6 K

α(n−1)
n

O,n (x, f) |Jf (x)|1−
α
n

= Kα−1
O,p (x, f) . (4.8)

Известно, что KI,2 = KO,2 при n = 2, но при n > 3 в (4.6) может
иметь место строгое неравенство, как это показывает элементарный
пример сжатия вдоль одной из осей.

Следующее утверждение см. в [6], теорема 1.
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Предложение 4.1. Пусть D и D′ – области в Rn, n > 3, p >
n− 1 и φ : (0,∞) → (0,∞) – неубывающая функция, такая что для
некоторого t∗ ∈ (0,∞)

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
n−2

dt <∞ . (4.9)

Тогда любой гомеоморфизм f : D → D′ конечного искажения класса
W 1,φ

loc является нижним Q-гомеоморфизмом относительно p-модуля

с Q = K
1

α−1

I,α , α = p
p−n+1 .

Следствие 4.1. Любой гомеоморфизм с конечным искажением в

Rn, n > 3, класса W 1,q
loc при q > n− 1 является нижним K

1
α−1

I,α -гомео-
морфизмом относительно p-модуля при p > n− 1, α = p

p−n+1 .

Следующий ряд результатов вытекает из предложения 4.1 и соо-
тветствующих теорем пункта 3.

Теорема 4.1. Пусть n > 3, p > n и α = p
p−n+1 . Предположим, что

f : Bn → Bn – гомеоморфизм с конечным искажением класса W 1,φ
loc ,

где φ : (0,∞) → (0,∞) – неубывающая функция, удовлетворяющая
условию (4.9) и f(0) = 0. Если

∫
Sr

KI,α(x, f) dAn−1 ̸= ∞ для п.в. r ∈

(0, ε0), ε0 ∈ (0, 1) и для некоторых чисел κ ∈
[
0, p

p−n+1

]
, C0 ∈ (0,∞)

выполнено условие∫
A(0,ε1,ε2)

KI,α(x, f)

|x|α
dm(x) 6 C0 lnκ

(
ε2
ε1

)
, (4.10)

для любых 0 < ε1 < ε2 < ε0. Тогда

lim inf
x→0

|f(x)| lnθ
(

1

|x|

)
6 ν0C

γ
0 , (4.11)

где

γ =
p− n+ 1

(p− n)(n− 1)
, θ =

p− κ(p− n+ 1)

(n− 1)(p− n)

и ν0 — положительная постоянная, зависящая только от n, p и κ.
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Следствие 4.2. Пусть n > 3 и p > n. Предположим, что f : Bn →
Bn – гомеоморфизм с конечным искажением класса W 1,φ

loc , где φ :
(0,∞) → (0,∞) – неубывающая функция, удовлетворяющая условию
(4.9) и f(0) = 0. Если KI,α(x, f) ∈ Lq(B0), B0 = {x ∈ Rn : |x| 6
r0}, r0 ∈ (0, 1)

α =
p

p− n+ 1
, q =

n(p− n+ 1)

(p− n)(n− 1)
,

то
lim inf
x→0

|f(x)| ln
p

n(p−n)

(
1

|x|

)
6 ν0∥KI,α(f)∥

1
p−n
n

p−n
, (4.12)

где ∥K
1

α−1

I,α (f)∥ n
p−n

=

(∫
B0

Kq
I,α(x, f) dm(x)

) p−n
n

– норма в пространс-

тве L n
p−n

(B0) и ν0 – положительная постоянная, зависящая только
от n и p.

Следствие 4.3. Пусть n > 3 и p > n. Предположим, что f :
Bn → Bn – гомеоморфизм с конечным искажением класса W 1,φ

loc , где
φ : (0,∞) → (0,∞) – неубывающая функция, удовлетворяющая усло-
вию (4.9) и f(0) = 0. Если для некоторого конечного числа k0 > 0
выполнено условие∫
Sr

KI,α(x, f) dAn−1 6 (k0r)
β , α =

p

p− n+ 1
, β =

n− 1

p− n+ 1
(4.13)

для п.в. r ∈ (0, r0), r0 ∈ (0, 1), то

lim inf
x→0

|f(x)| ln
1

p−n

(
1

|x|

)
6 ν0 · k

1
p−n

0 , (4.14)

где ν0 – положительная постоянная, зависящая только от n и p.

Следствие 4.4. Все результаты имеют место для гомеоморфи-
змов с конечным искажением класса Соболева W 1,s

loc , s > n− 1.

Приведем пример гомеоморфизма с конечным искажением, кото-
рый покажет, что порядок роста в оценке (4.14) является точным.

Пример. Предположим, что p > n. Пусть f : Bn → Bn, где

f(x) =
x

|x|

(
1 + (p− n) ln

(
1

|x|

))− 1
p−n
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при x ̸= 0 и f(0) = 0.
Отметим, что f является гомеоморфизмом класса C1 в Bn \ {0},

откуда следует, что, в частности f ∈ W
1,n− 1

2
loc (Bn \ {0}). Определим

касательные и радиальные растяжения в каждой точке воспользо-
вавшись, правилами вычисления (1.1.20) и (1.1.23) см. [18], гл. I, пре-
дложение 1.1.1. Таким образом, имеем

δT =
|f(x)|
|x|

=

(
1 + (p− n) ln

(
1
|x|

))− 1
p−n

|x|

и

δr =
∂|f(x)|
∂|x|

=

(
1 + (p− n) ln

(
1
|x|

))− p−n+1
p−n

|x|
.

Заметим, что δT > δr и δT = δr

(
1 + (p− n) ln

(
1
|x|

))
.

Покажем, что f ∈W 1,φ
loc (Bn) с φ(t) = tn−

1
2 . Действительно,

∫
Br

∥f ′(x)∥n−
1
2 dm(x) =

∫
Br

(
|f(x)|
|x|

)n− 1
2

dm(x) 6Mr

∫
Br

1

|x|n−
1
2

dm(x)

= ωn−1Mr

r∫
0

t−
1
2 dt = 2ωn−1Mr r

1
2 < ∞ ,

где Br = {x ∈ Rn : |x| 6 r}, Mr = max
Br

|f(x)| и ωn−1− площадь

единичной сферы Sn−1 в Rn.
Ввиду сферической симметрии мы видим, что

KI,α(x, f) =
δn−1
T δr

δ
p

p−n+1
r

=
δn−1
T

δ
n−1

p−n+1
r

=

(
1

|x|

) (n−1)(p−n)
p−n+1

, α =
p

p− n+ 1
.

Отсюда вытекает равенство∫
Sr

KI,α(x, f) dAn−1 =

∫
Sr

|x|−
(n−1)(p−n)

p−n+1 dAn−1 = ωn−1 r
n−1

p−n+1 .

Таким образом, отображение f удовлетворяет всем условиям след-
ствия 4.3.
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С другой стороны легко видеть, что

lim inf
x→0

|f(x)| ln
1

p−n

(
1

|x|

)
= (p− n)

− 1
p−n <∞ . (4.15)
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