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В рамках модели К.Б. Толпыго и с предложенным нами ранее межатомным потен-
циалом рассчитываются фононные частоты кристаллического неона при р ≠ 0,
выходя за адиабатическое приближение. Использование концепции управляющих
параметров, которыми являются интегралы перекрытия волновых функций элек-
тронов атомов в основном и возбужденном состояниях, позволяет приближенно
рассчитать вклады электрон-ионного взаимодействия в фононные частоты при
небольших давлениях (сжатиях ∆V/V0 ≤ 0.4). Исследование роли различных взаимо-
действий показало, что величины фононных частот, рассчитанные в самой про-
стой модели (с учетом только первых соседей) и самой сложной (первые + вторые
соседи + неадиабатические вклады, Vsr ~ S 

n) близки друг к другу. Разница в моделях
наиболее заметна на границе зоны Бриллюэна. Вклад высших степеней интеграла
перекрытия S в (Vsr ~ S 

n) при p ≠ 0 в фононные частоты более значителен, чем при
соответствующих расчетах энергии зонной структуры неона.

Введение

В предыдущей работе [1] в рамках модели К.Б. Толпыго и ее модифика-
ций были рассчитаны фононные частоты кристаллов инертных газов (КИГ)
при Т = р = 0, выходя за адиабатическое приближение. Проведенный ана-
лиз неадиабатических вкладов в динамику решетки показал, что подход
К.Б. Толпыго эквивалентен общему подходу (например, с помощью функ-
ций Грина) до тех пор, пока в нем учитываются только низшие члены по не-
адиабатичности. Недостатком подхода К.Б. Толпыго является невозмож-
ность продлить его для учета высших степеней по электронно-
колебательному взаимодействию. Преимущество подхода заключается в
том, что в нем оперируют не с общими выражениями – все параметры этого
гамильтониана могут быть рассчитаны из первых принципов, по крайней
мере в случае сильной связи.
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Цель настоящей работы – рассчитать в рамках модели К.Б. Толпыго и с
предложенным нами ранее межатомным потенциалом [2−5] фононные час-
тоты Ne при р ≠ 0, выходя за адиабатическое приближение.

Во втором подразделе данной работы исследуется зависимость параметров
энергии от давления для оценки неадиабатических вкладов в динамику ре-
шетки сжатых кристаллов; в третьем − приведены результаты расчетов фо-
нонных дисперсионных кривых кристаллического неона как при небольших
сжатиях, так и при давлениях вблизи перехода изолятор−металл; в четвертом −
обсуждаются полученные результаты, роль 3-частичного взаимодействия.

2. Неадиабатические вклады в динамику решетки при р ≠ 0

Обычно в динамической теории кристаллических решеток для расчета
атомных свойств в гармоническом приближении либо используются мо-
дельные потенциалы (с 2−12 параметрами), либо разлагается потенциальная
энергия в ряд по смещениям, и параметрами объявляются коэффициенты
разложения (1- и 2-я производные потенциальной энергии по смещению).
Далее параметры определяются из сравнения теории с экспериментом. Хо-
рошей в этом случае считается теория, в которой параметров мало и для их
расчетов не нужно использовать весь набор экспериментальных величин.
Остается возможность описать с помощью этих параметров свойства из не-
зависимого эксперимента или предсказать еще неизмеренные величины.

В модели К.Б. Толпыго [2] была развита динамическая теория решеток
КИГ, учитывающая деформацию электронных оболочек атомов. «Из первых
принципов» получено выражение для потенциальной энергии КИГ как
функции смещений атомов из положения равновесия и их дипольных мо-
ментов, выведены общие уравнения колебаний кубических гранецентриро-
ванных решеток этих кристаллов [1]. Далее вводятся параметры теории: B −
безразмерная константа сил Ван-дер-Ваальса; G, H – вторая и первая произ-
водные от энергии короткодействия между ближайшими соседями; g и h –
параметры электрон-ионного взаимодействия. Для описания взаимодействия
между вторыми соседями вводятся дополнительные параметры E, F. Рассчи-
тать их точно не представлялось возможным, поэтому в [6] все они определялись
из эксперимента, как в любой феноменологической теории (причем при p = 0).

В [3,4] нами был получен адиабатический потенциал КИГ, и для расчетов
атомных свойств предложена простая модельная форма
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Параметр Ван-дер-Ваальса С, а также параметры А и β находили из усло-
вия минимума энергии, экспериментального значения энергии связи exp

cohE  и
малого отклонения сдвигового модуля упругости С44 от его эксперимен-
тального значения для заданного объема ячейки при Т = p = 0.



Физика и техника высоких давлений 2004, том 14, № 3

9

Фактически Vsr(r) получено при расчете в парном приближении первого
члена из следующего выражения [2,5]:
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здесь α – коэффициент поляризуемости атома; к.д.
'llH  − гамильтониан взаи-

модействия атомов l и l′ за вычетом диполь-дипольных сил; ∑
б.с.

'l
− суммиро-
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где ∆i – энергия возбуждения атома на i-й уровень; lP̂  − оператор дипольно-
го момента l-го атома.

Матричный элемент от к.д.
'llH  берется для ближайших невозбужденных

соседей 0000 к.д.
'llH  и между основным состоянием обоих атомов и состоя-

нием, когда один атом возбужден 000 к.д.
' iHll .

Короткодействующее отталкивание Vsr(r) в (1) намного быстрее, чем два
других слагаемых, изменяется (увеличивается) с ростом сжатия и становится
определяющим при расчете атомных свойств сжатых кристаллов. Важно по-
этому рассчитать Vsr(r) как можно точнее. В [7] потенциал Vsr(r) получили
из первых принципов в приближении Хартри−Фока и в базисе точно орто-
гонализованных атомных орбиталей, используя кластерное разложение (СЕ)
Абаренкова−Антоновой [8]. В [7,9] приведены параметры G, H, E, F, описы-
вающие отталкивание, а также параметр Ван-дер-Ваальса КИГ для сжатий
∆V/V0 от 0 до 0.8.

Чтобы убедиться в существенной роли эффекта электрон-ионного взаи-
модействия (т.е. оценить неадиабатические слагаемые в низшем порядке по
смещению атома ul), следовало бы рассчитать или оценить параметры h, g,
входящие в уравнения [2]:
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а затем рассчитать закон дисперсии для фононов в предположении h ≠ 0, g ≠ 0
и h = 0, g = 0. Однако это требует знания не только функций основного со-
стояния атомов, но и по крайней мере нескольких возбужденных состояний

ψi. Помимо этого, расчет всех интегралов l
ijB , ijHll

к.д.
'00  и т.д. представля-

ет большие технические трудности, поскольку последние нужно повторять
для нескольких межатомных состояний, так как результат требует одно- и
двукратного их дифференцирования по расстоянию. Поэтому точный расчет
ad initio g и h в данном случае нецелесообразен. Достаточно провести при-
ближенный расчет, следуя [6] и используя управляющие параметры [9].

Для определения знаков параметров g, h заметим, что согласно формуле
(3) и выражению для энергии (1) из [1], содержащему член βlPl, энергия воз-
растает, если поляризуемость l-го узла увеличивает его перекрытие с сосе-
дями. Для этого необходимо, чтобы было h > 0, а так как βl(r) убывает с рас-
стоянием, то g < 0, причем |g| >> h. По грубой оценке из [2]

22/3 /8.1 eIaAg = (I – потенциал ионизации), для Ne это дает g ~ 0.024.
Положим g = −ch и c >> 1. Прежде всего определим с. Рассмотрим урав-

нение (8) из [1] для [ξξξ]. Если разделить обе части уравнения на 2sin2πξ и
учесть, что g = −ch и kz = πξ, то оно принимает вид

πξ
Ω=

πξ

χ−χ
+++++

ϕ+
πξ−− − 2

2

21

2
22

sin2sin2
)632(5.0

)(2
sin)3( Txyxx

xy
BFHEG

A
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Параметры, фигурирующие в левой части (6), должны быть подобраны
таким образом, чтобы правая часть была, по возможности, ближе к экспери-
ментальной. Для примера исследуем кристаллический неон. Эксперимен-
тальные значения 2

TΩ  для направления [ξξξ] можно определить по результа-
там работы [10] для неона. Коэффициенты при h2(3 − c)2 и B левой части (6)
рассчитаны и приведены в табл. П1. Анализ таблицы показывает, что коэф-
фициенты при B и правая часть (6) практически не меняются с изменением
ξ, коэффициент при (G + 2E + 3H + 6F) точно равен 0.5, а коэффициент при
h2(3 − c)2 очень сильно зависит от ξ. Следовательно, чтобы найденные пара-
метры удовлетворяли уравнениям (6) для различных ξ, необходимо, чтобы
h2(3 − c)2 ≈ 0, т.е. отличалось от нуля на величину, пропорциональную от-
клонению величины πξΩ 22 sin2/T  от ее среднего значения. Из-за малости
коэффициентов при h2(3 − c)2 и малости h2 нельзя говорить о необходимости



Физика и техника высоких давлений 2004, том 14, № 3

11

c = 3. Для аргона коэффициенты при h2(3 − c)2 возрастают на порядок, а тен-
денция колебания πξΩ 22 sin2/T  вокруг среднего значения сохраняется. Это
позволяет считать c = 3 (т.е. g = −3h) достаточно хорошим приближением
для нахождения параметров как при p = 0, так и для р ≠ 0.

Из построенной теории зонной структуры в [9] был сделан вывод, что зо-
ны изолятора определяются только величинами

βα=αβ mllmS , (7)

которые являются интегралами перекрытия атомных орбиталей
α=−ϕα llr )( .

Любые воздействия, не меняющие структуры волновых функций элек-
трона в атоме, действуют на кристалл только через изменение расстояния l − m
и перекрытие атомных орбиталей. В этом смысле величины lm

αβS  являются
единственными управляющими параметрами теории. Из них часто сущест-
венны только lm

αβS  для ближайших соседей (например, в Ne) и только для

верхних валентных зон. Таким образом, набор величин lm
αβS  однозначно оп-

ределяет все свойства изоляторов − и электронные спектры (через матрицы
P и Р), и адиабатический потенциал (через матрицу P [8]). Задача о расчете
свойств изоляторов разбивается на два этапа: вычисление набора lm

αβS  и рас-

чет при заданных lm
αβS  спектров, термодинамики и кинетики.

Для описания неадиабатических вкладов в динамику решетки следует к
используемым ранее интегралам перекрытия невозбужденных атомных ор-
биталей SS

zznpnp ≡lm  (для Ne n = 2) добавить также перекрытие с одной воз-

бужденной орбиталью sm3 :

smplS zsnnpz
3|2)1( =σ≡+

lm . (8)

Точные расчеты Vsr(r) показали, что )(0000 2к.д. rSH ≈  является хоро-

шим приближением для нахождения зависимости от расстояния [5,7]. При-
мем аналогично

σ≈ SiH 000 к.д. ,   2к.д.00 σ≈ijH ,   βll′ ~ σ2. (9)

На рис. 1 для Ne приведены значения Vsr, вычисленные в приближении S2

(модели М2, М3) и с учетом всего ряда по S (модели М4, М5) в зависимости
от сжатия. Видно, что для приближенного расчета производные по r от мат-

ричных элементов 0000 к.д.H  (параметры H, G) и iH 000 к.д.  (параметры

h, g) можно считать подобными при всех сжатиях, исключая, возможно,
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только область вблизи металлизации ∆V/V0 ≥ 0.7. Используя поляризуемость
A и параметры g, h, определенные из эксперимента при p = 0, а также точно
рассчитанные параметры H и G, найдем поляризуемость A и параметры g, h
для различных сжатий ∆V/V0 (табл. П2).

3. Фононные дисперсионные кривые сжатого кристаллического неона

В [1] приведены фононные частоты КИГ с рассчитанными параметрами в
различных моделях при p = 0. Здесь рассмотрим более подробно Ne, чтобы
определить роль вторых соседей, электрон-ионного взаимодействия, а также
высших порядков по интегралу перекрытия S в Vsr при различных степенях
сжатия. На рис. 2 представлены ћωL(k) для направления k [001], определяе-
мые выражением для безразмерной частоты Ω2 = ma3ω2/e2 [11]:

+−
ϕ−

+
−−+=Ω −

2
1

2
2 )cos1()22()cos1)((2 z

zz
zL k

A
ghkGH

zzz BkEF χ+++ 2sin2)( , (10)

где ϕij и χij – решеточные суммы [11,12]. Остальные параметры описаны в [2].
Параметры G и H рассчитаны с потенциалом (1). Здесь самая простая модель
М2 – приближение ближайших соседей (E = F = 0) без учета неадиабатиче-
ских вкладов (g = h = 0), Vsr в (1) вычислено в приближении S2; М3 – модель
М2, в которой добавлены вторые соседи; М4 – приближение ближайших со-
седей (E = F = g = h = 0), но Vsr содержит члены всех высших порядков по S

Рис. 1. Потенциал коротко-
действующего отталкивания
Vsr и управляющие парамет-
ры Ne в зависимости от
сжатия ∆V/V0: 1 – расчет Vsr
в приближении S2; 2 – рас-
чет Vsr с учетом всего ряда
по S; 3 – квадрат интеграла
перекрытия электронов ато-
ма в основном состоянии S2;
4 – произведение интегра-
лов перекрытия электронов
атома в основном и возбуж-
денном состояниях Sσ. Вер-
тикальная линия со стрел-
кой обозначает точку метал-
лизации
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(Vsr ~ Sn); М5 – модель М4, в которой добавлены вторые соседи и неадиаба-
тические слагаемые, Vsr ~ Sn. Из рис. 2 и выражения (10) видно, что при ма-
лых k существенную роль играют вторые соседи, вклады от которых в точке
Х отсутствуют. Эффекты неадиабатики и учета всего ряда по S в Vsr заметны
при всех k. Пересечение фононных кривых в моделях М4 и М5 означает, что
конкурирующие вклады от вторых соседей и от неадиабатики сравнялись. С
ростом сжатия это происходит при все меньших k.

В табл. П3−5 приведены рассчитанные фононные частоты Ne в симмет-
ричных направлениях k при различных степенях сжатий ∆V/V0 (в моделях
М2, М3 и М5 соответственно). На рис. 3 схематически изображены фонон-
ные дисперсионные кривые Ne при ∆V/V0 = 0 и ∆V/V0 = 0.3 (p ≈ 20 kbar [7]).
Двойные линии при p = 0 получаются из-за того, что расчеты в модели
К.Б. Толпыго (М1) с параметрами, определенными из эксперимента [6] и
вычисленными нами, очень близки, но не всегда совпадают.

Выводы

В настоящей работе представлены результаты расчетов фононных частот
при p ≠ 0 в гармоническом приближении в различных моделях без учета
трехчастичного взаимодействия. В [13] авторы анализировали вклады трех-
частичных кластеров в энергию связи, решеточную постоянную, модуль уп-
ругости ряда Ne−Xe при p = 0. Они пришли к выводу, что хотя двухчастичные
вклады доминируют в энергии связи во всех случаях, влияние трехчастич-
ных вкладов не является пренебрежимо малым и для Xe достигает примерно

Рис. 2. Продольные частоты
ωL Ne для направления вол-
нового вектора k [001] при
различных сжатиях ∆V/V0: ∆ −
расчет в модели М2, ∇ − М3,
■ − М4, ● − М5
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Рис. 3. Фононные дисперсионные кривые для Ne в симметричных направлениях
волнового вектора k: 1, 2 – соответственно продольная и поперечная ветви, рассчи-
танные в модели М2 при ∆V/V0 = 0.3; 3, 5 – то же, при ∆V/V0 = 0; 4, 6 – экспери-
мент. Для ωT (линия 4) при p = 0 расчет совпадает с экспериментом. × − значения
ωL и ωT в точках Х и L при ∆V/V0 = 0.3, рассчитанные в модели М5 (см. табл. П5)

7% энергии связи, а для Ne − всего ~ 3%. В [5] нами был оценен вклад трех-
частичного 2)3( ~ SVsr  как 0.1 от Vsr ~ Sъ

2. Анализ, проведенный в [14], пока-
зал, что выполнение соотношения Коши для Kr при p ≤ 8 GРa подтверждает
центральный характер сил в КИГ, а следовательно, и возможность исполь-
зовать потенциал (1) для описания атомных свойств КИГ при p ≠ 0.

Первая колонка в табл. П6 показывает, какую погрешность в величины
фононных частот вносят параметры, рассчитанные нами, по сравнению с
параметрами, определенными из эксперимента (модель М1). Наибольшая
погрешность наблюдается при малых k, что объясняет не совсем удовлетво-
рительное согласие экспериментальных модулей упругости с теорией [14].
Из таблицы также видно, что относительная роль вторых соседей уменьша-
ется с ростом давления.

Отсутствие некоторых значений частот в табл. П6 означает, что при
больших сжатиях описывать эффекты неадиабатичности в модели К.Б. Тол-
пыго не корректно (нужно учитывать следующие поправки) либо следует
точнее рассчитывать A, g, h.

Нужно отметить, что фононные частоты − очень чувствительная характе-
ристика кристалла (в отличие от макросвойств, являющихся интегральной
функцией от ω). Это дало возможность выявить роль членов высших поряд-
ков по S в Vsr даже при небольших сжатиях более наглядно, чем при расчете
зонной структуры Ne [9] (см. величины ω в моделях М4 и М5).

Можно сделать вывод, что ввиду описанной выше компенсации вкладов
от эффектов неадиабатики и вторых соседей нет смысла усложнять в даль-



Физика и техника высоких давлений 2004, том 14, № 3

15

нейшем расчеты, поскольку самая простая модель М2 ближе всего к самой
сложной М5.

Расчет фононных частот для других КИГ позволит определить важность
различных взаимодействий во всем ряду Ne−Xe. Это будет сделано в сле-
дующей работе.
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Приложения

Таблица П1
Зависимость от волнового вектора коэффициентов при параметрах

и правой части в уравнении (6)

π=ξ /ii k Коэффициент при
h2(3 − c)2 Коэффициент при B πξΩ 22 sin2/T

0.04 −0.000306 −0.19098 0.02191

0.08 −0.001204 −0.18594 0.01926

0.165 −0.004768 −0.18739 0.02140

0.245 −0.009381 −0.18894 0.01860

0.33 −0.014312 −0.18896 0.01942

0.41 −0.017780 −0.18869 0.01953

0.50 −0.019265 −0.18850 0.01824
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Таблица П5
Фононные частоты ω (meV) кристаллического Ne в модели М5

для симметричных направлений волнового вектора k
в зависимости от сжатия ∆V/V0

Направ-
ление k

∆V/V0

Частота
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

)4/(πωL 2.8881 3.7778 4.9973 6.7320 9.3235 13.3750 20.5967

)2/(πωL 5.1950 6.7559 8.8612 11.7653 15.8261 20.6544 26.7671

)4/3( πωL 6.5386 8.4614 10.9954 14.3120 18.3153 18.0480 –

)(πωL 6.9518 8.9776 11.6142 14.9544 18.5156 11.8380 –

)4/(πωT 1.7155 2.1855 2.8245 3.6924 4.9205 6.6316 8.5603

)2/(πωT 3.2336 4.1131 5.2754 6.7617 8.4649 8.5254 –

)4/3( πωT 4.3082 5.4701 6.9563 8.6929 9.7958 – –

[001]

)(πωT 4.6992 5.9618 7.5527 9.3174 9.7923 – –

)4/(πωL 2.4482 3.1293 4.0598 5.3351 7.0665 12.0506 17.3792

)2/(πωL 4.7042 6.0432 7.8378 10.2056 12.9180 – 110.1238

)4/(
1
πωT 2.0907 2.6238 3.3784 4.4569 6.1063 8.8166 13.6186

)2/(
1
πωT 3.6613 4.6257 5.9719 7.8883 10.7977 15.5876 23.9752

)4/(
2
πωT 4.0584 5.3004 6.9726 9.2533 12.3185 14.7033 7.9359

[110]

)2/(
2
πωT 6.2387 8.0755 10.5108 13.6930 17.4243 14.7847 –

)8/(πωL 2.6594 3.4892 4.6153 6.1941 8.5139 12.0182 18.0481

)4/(πωL 4.9908 6.5081 8.5393 11.2961 15.0539 19.0534 22.2515

)8/3( πωL 6.5970 8.5582 11.1444 14.5201 18.6422 19.4176 –

)2/(πωL 7.1672 9.2803 12.0482 15.5945 19.6653 17.7818 –

)8/(πωT 1.3626 1.7186 2.2183 2.9247 – 5.7709 9.0673

)4/(πωT 2.5228 3.1807 4.1043 5.4091 – 10.7106 17.0397

)8/3( πωT 3.2956 4.1551 5.3616 7.0653 – 14.0638 22.6731

[111]

)2/(πωT 3.5694 4.4998 5.8058 7.6497 – 15.2662 24.7476
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E.P. Troitskaya, V.V. Chabanenko, E.E. Gorbenko

ELEMENTARY OSCILLATIONS IN INERT-GAS CRYSTALS.
2. PHONON FREQUENCIES OF COMPRESSED NEON CRYSTAL
Within the framework of K.B. Tolpygo′s model and by using the interatomic potential
proposed by us recently, a calculation is made of phonon frequencies of neon crystal for
p ≠ 0 with exceeding the limits of adiabatic approximation. The concept of control pa-
rameters such as the overlap integrals for wave functions of electrons of the ground and
excited state atoms makes it possible to approximately calculate the contributions of
electron-ion interaction to phonon frequencies, in the case of low pressure (compression
∆V/V0 ≤ 0.4).Study of the role of different interactions has shown that values of phonon
frequencies calculated by using the simplest model (only nearest neighbours are taken
into account) and the most complex one (nearest + next nearest neighbours + nonadia-
batic contributions, Vsr ∼ S) are close to each other. Difference in models is the most ap-
preciable at Brillouin zone boundary. For p ≠ 0 the contribution of highest degrees of the
overlap integral S (Vsr ∼ Sn) to phonon frequencies is more considerable than in the case
of calculations of neon band structure energy.

Fig. 1. Potential of short-range repulsion Vsr and control parameters of Ne depending on
compression ∆V/V0: 1 − calculation of Vsr within S2 approximation; 2 − calculation of Vsr
with the whole of series in S taken into account; 3 − the square of overlap integral for
electrons of atom in the ground state S2; 4 − product of overlap integrals for electrons of
the ground and excited state atom Sσ. Vertical line with arrow denotes metallization point

Fig. 2. Longitudinal frequencies ωL of Ne for wave vector k direction [001] for different
compressions ∆V/V0: ∆ − calculation within M2, ∇ − М3, ■ − М4, ● − М5 models

Fig. 3. Phonon dispersion curves for Ne in symmetrical directions of wave vector k: 1, 2
− respectively longitudinal and transverse branches calculated within the M2-model for
∆V/V0 = 0.3; 3, 5 − the same for ∆V/V0 = 0; 4, 6 − experiment. For ωT (line 4), p = 0, cal-
culation coincides with experiment. × − values of ωL and ωT at points X and L, for ∆V/V0 =
= 0.3, calculated within the M5-model (see Table 5)




