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OCINKA MODULQ NEPERERVNOSTI 

KVATERNIONNOHO SYNHULQRNOHO INTEHRALA KOÍI

We establish an upper estimate for the continuity module of the quaternion singular Cauchy integral in
terms of the continuity module of integrand and a metric characteristic of a curve.

Ustanovlena verxnqq ocenka modulq neprer¥vnosty kvaternyonnoho synhulqrnoho yntehrala

Koßy çerez modul\ neprer¥vnosty pod¥ntehral\noj funkcyy y metryçeskug xarakterystyku

kryvoj.

1.  Vstup.  A.*Zyhmund [1] uperße vstanovyv ocinku modulq neperervnosti try-

honometryçno sprqΩeno] funkci] na prqmij, wo rivnosyl\na ocinci modulq ne-

perervnosti synhulqrnoho intehrala Koßi na koli.  Z ci[] ocinky, zokrema, vy-

plyva[ teorema Plemelq – Pryvalova pro invariantnist\ klasiv Hel\dera vid-

nosno synhulqrnoho intehrala Koßi.  Ocinka A.*Zyhmunda uzahal\ngvalas\ na

bil\ß ßyroki klasy kryvyx u robotax L.*H.*Mahnaradze [2, 3], A.*A.*Baba[va ta

V.*V.*Sala[va [4 – 6], P.*M.*Tamrazova [7, 8], O.*F.*Herusa [9 – 11], T.*S.*Salimova

[12], {.*M.*Dyn\kina [13].  Zokrema, z’qsuvalos\, wo najbil\ß ßyrokym klasom

kryvyx (dyv. [6, 9]), dlq qkyx vona ma[ takyj Ωe vyhlqd, qk i na koli, [ klas re-

hulqrnyx kryvyx (u qkyx mira çastyny kryvo], wo potraplq[ v kruh, ne perevy-

wu[ stalo], pomnoΩeno] na radius kruha).  Na bil\ß zahal\nyx kryvyx (dyv. [6, 9
– 13]) maΩoranta pohirßu[t\sq i poçyna[ zaleΩaty we i vid kryvo].

V roboti [14] rozhlqnuto uzahal\nennq intehrala typu Koßi v teori] tak zva-

nyx  α-hiperholomorfnyx funkcij, qki digt\ z prostoru  R2
,  nadilenoho pev-

nog strukturog kvaternionnoho mnoΩennq, u alhebru kompleksnyx kvaternio-

niv.  OderΩano formuly dlq meΩovyx znaçen\ takoho intehrala na zamknenyx

kuskovo-lqpunovs\kyx kryvyx ta teoremu Plemelq – Pryvalova dlq vidpovidno-

ho synhulqrnoho intehrala, çerez qkyj vyraΩagt\sq meΩovi znaçennq.  V roboti

[15] dovedeno analohiçni formuly dlq zamknenyx Ωordanovyx sprqmlgvanyx

kryvyx.  Metog dano] roboty [ vstanovlennq ocinky modulq neperervnosti vid-

povidnoho synhulqrnoho intehrala.

2.  Kvaterniony.  Kvaternionne uzahal\nennq intehrala typu Koßi.  Po-

znaçymo çerez  H H R= ( )   ta  H C( )   vidpovidno alhebry dijsnyx ta kompleksnyx

kvaternioniv, tobto takyx, wo podagt\sq u vyhlqdi  a = ak kk
i

=∑ 0

3
,  de

ak k{ } ⊂=0
3 R   dlq dijsnyx kvaternioniv i  ak k{ } ⊂=0

3 C   dlq kompleksnyx; i0  = 1,

a  i1 , i2 , i3  — uqvni odynyci z pravylom mnoΩennq  i1
2  = i2

2  = i3
2  = i i i1 2 3  = – 1;

kompleksnu uqvnu odynycg poznaçatymemo çerez  i .  H  [ nekomutatyvnog aso-

ciatyvnog alhebrog nad polem dijsnyx çysel, wo ne ma[ dil\nykiv nulq,  H C( )
— nekomutatyvnog asociatyvnog alhebrog nad polem kompleksnyx çysel, wo

ma[ dil\nyky nulq.

Pid modulem kompleksnoho kvaterniona rozumitymemo joho evklidovu normu

a  = a R8 .  Dlq dijsnyx kvaternioniv  a, b  vykonugt\sq rivnosti  ab  =

= a b ,  a 2  = aa  = aa ,  de  a  : = a0  – ak kk
i

=∑ 1

3
 — sprqΩenyj kvaternion.

Dlq kompleksnyx kvaternioniv magt\ misce spivvidnoßennq  a 2  � aa   ta

ab   ≤  2 a b (1)
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(dyv. lemu 2.1 z roboty [15]).
Nexaj  α ∈C ,  z : = xi1 + yi2 ,  ζ : = ξi1  + ηi2  — dijsni kvaterniony, qki mis-

tqt\sq v evklidovomu prostori  R2
,  nadilenomu dodatkovog strukturog kva-

ternionnoho mnoΩennq,  Hn
p( )

 — funkci] Hankelq rodu  p ∈{ }1 2;   i porqdku

n*∈* 0 1 2; ;{ }   (dyv. [16]).  Poznaçymo       

Eα
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π
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Im ( ) ,

Im ( ) .

α α

α α

Vidomo (dyv. napryklad, [17]), wo funkciq  Eα   [ fundamental\nym rozv’qz-

kom operatora Hel\mhol\ca  ∆α2  : = ∆R2  + Mα2
,  de  ∆R2  = ∂1

2  + ∂2
2

,  ∂k  =

= 
∂

∂xk
,  i  M a

 — operator mnoΩennq na  a ∈C .

Kvaternionnym qdrom Koßi  Kα   nazyva[t\sq fundamental\nyj rozv’qzok

operatora  α∂  : = ∂1
1� M i  + ∂2

2� M i  + Mα
  podibno do toho, qk klasyçne qdro

Koßi [ fundamental\nym rozv’qzkom operatora Koßi – Rimana  ∂  : = 
∂
∂x

 +

+ i
y

∂
∂

.  Zavdqky faktoryzaci] operatora Hel\mhol\ca (dyv. [18, 15])

∆α α α2 = − ∂ ∂−�

ma[mo

K zα ( )   =  − ∂[ ]−α αE ( )z ,

zvidky otrymu[mo
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Funkci] Hankelq  H tp
0
( )( ) ,  H tp

1
( )( )   rozvyvagt\sq v rqdy takym çynom (dyv.

[16]):

H tp
0
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, (4)

de  C — stala Ejlera.

Dlq zamkneno] Ωordanovo] sprqmlgvano] kryvo]  Γ ⊂ R2
  i neperervno]

funkci]  f : Γ → H C( )   kvaternionnyj intehral typu Koßi vyznaça[t\sq formu-

log (dyv. [15])

Φα f z[ ] ( )   : =  K z fα ζ σ ζ( ) ( )−∫
Γ

,    z ∈R2 \Γ ,

de  σ : = dηi1  – dξi2 .

3.  Kvaternionnyj synhulqrnyj intehral Koßi.  Nexaj  δ > 0,

ω δ
δ

Γ

Γ

( , ) : sup ( ) ( )

;

f f z f z
z z
z z

= −
− ≤

{ }⊂
1 2

1 2

1 2

— modul\ neperervnosti funkci]  f  na  Γ,

Ω
Ω

Γ

Γ

Γ

( , , ) :
sup

( , )
,

( , ,

f a b

f t

t
a b

f b

a t b=
< ≤

≤ ≤

ω
pry 0

bb b a) ,pry 0 < <









Γ z,δ  : = ζ ∈{ Γ  : ζ − z  ≤ δ} ,  θ δz ( )  : = mes Γ z,δ  — kryvolinijna mira Lebeha

mnoΩyny  Γ z,δ   (dyv. [6]),

Θ( , ) :
( ) ( )

z
z z

δ
δ

θ δ θ δ
=

−

2

4
.

Ob’[ktom doslidΩennq v danij roboti [ synhulqrnyj intehral

F f t K t f f t
t

α δ α ζ σ ζ
δ

[ ] = − −( )
→ ∫( ) : lim ( ) ( ) ( )

\ ,
0

Γ Γ
,    t ∈Γ ,

z qkym pov’qzane isnuvannq meΩovyx znaçen\ intehrala typu Koßi  Φα   i v ter-

minax qkoho vyraΩagt\sq ci znaçennq (dyv. teoremu 3.3 roboty [15]).
Dali poznaçatymemo çerez  c( )⋅ , … , c( , , )⋅ … ⋅   dodatni stali (moΩlyvo riz-

ni), qki zaleΩat\ lyße vid arhumentiv u duΩkax.  Symvolom  c  bez arhumentiv

poznaçatymemo absolgtni stali.

Teorema.  Nexaj funkciq  f : Γ → H C( )   zadovol\nq[ umovy

sup , ( , ),
z

d

f z x x dx
∈

( )∫
Γ

ΓΩ Θ
0

  <  + ∞, (5)

sup ln ( , ) ( )
z

d

zx f x d x
∈

∫
Γ

Γω θ
0

  <  + ∞. (6)
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Todi intehral  F fα[ ]   isnu[ v koΩnij toçci kryvo]  Γ  i pravyl\nog [ ocinka

ω δαΓ F f[ ]( ),   ≤  c f z x x
dx

xz

d

sup , ( , ),
∈

∫ ( )
+Γ

ΓΩ Θ
0

2

1
δ

  +

+  c
x f x

f x

f

d
z

d

z( ) sup
ln ( , )

( , )
( , )

α
ω

ω
ω δ

θ
∈ +

∫
Γ

Γ

Γ

Γ
1

4
0

(( )x   +  c
f x

x
d x

z

d

z( ) sup
( , )

( )α δ
ω

θ
δ∈
∫

Γ

Γ

3

, (7)

de  d — diametr kryvo]  Γ.

Dovedennq.  Zavdqky formulam (2) – (4) qdro Koßi  Kα   moΩna zapysaty u

vyhlqdi

K zα ( )   =  −
z

z2 2π
  +  

α
π2

ln z   +  �K zα ( ) , (8)

de  
�Kα  — neperervna funkciq, wo dorivng[ nulg pry  α = 0.  Tomu  Fα  = F +

+ Lα  + �Fα ,  de

F f t[ ] ( )   : =  −
−
−

−( )∫
1

2 2π
ζ
ζ

σ ζ
t

t
f f t( ) ( )

Γ
,

L f tα[ ] ( )   : =  
α
π

ζ σ ζ
2

ln ( ) ( )
Γ
∫ − −( )t f f t ,

�F f tα[ ] ( )   : =  �K t f f tα ζ σ ζ
Γ
∫ − −( )( ) ( ) ( ) ,    t ∈Γ .

Zhidno z oznaçennqm modulq neperervnosti ma[mo

ω δαΓ F f[ ]( ),   ≤  ω δΓ F f[ ]( ),   +  ω δαΓ L f[ ]( ),   +  ω δαΓ �F f[ ]( ), .

Intehral  F f[ ]   zvodyt\sq do vyhlqdu

F f t[ ] ( )   =  
i

i1
2

2 π
ζ

ζ
ζ

d

t
f f t

�

� �
� �

−
−( )∫

Γ
( ) ( ) , (9)

de  
�ζ  = ξ + ηi3 ,  �t  = ν + τi3 .  Rozwepyvßy funkcig  f  na komponenty, otryma[-

mo çotyry kompleksnyx intehraly, v qkyx  i3   vidihra[ rol\ uqvno] odynyci.  Is-

nuvannq cyx intehraliv vyplyva[ z umovy (5) za teoremog*1 roboty [11].  Zasto-

suvavßy do nyx ocinku (2) z roboty [11], oderΩymo

ω δΓ F f[ ]( ),   ≤  c f z x x
dx

xz

d

sup , ( , ),
∈

∫ ( )
+Γ

ΓΩ Θ
0

2

1
δ

. (10) 

Isnuvannq intehrala  L fα[ ]   vyplyva[ z umovy (6) analohiçno isnuvanng

intehrala vyhlqdu (9), dovedenomu v roboti [11].  Ocinymo  ω δαΓ L f[ ]( ), .  Nexaj

t t1 2;{ } ⊂ Γ ,  t t1 2−  ≤ δ.  Todi
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L f t L f tα α
π

α
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− −( )∫ t f f t
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1 3Γ
  +

+  ln ( ) ( )
,

ζ σ ζ
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t

1

2
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  +

+  ln ( ) ( )
\ ,Γ Γ t

t f t f t

1 3

2 2 1

δ

ζ σ∫ − −( )   = :  I1   +  I2   +  I3   +  I4 . (11)

Vraxovugçy ocinku (1), ma[mo

I1   ≤  2 1 1

1 3

ln ( ) ( )
,

ζ ζ ζ
δ

− −∫ t f f t d
tΓ

  ≤

≤  2
0

3

1
ln ( , ) ( )

min ;

x f x d x
d

t

δ

ω θ
{ }

∫ Γ , (12)

I2   ≤  2
0

4

2
ln ( , ) ( )

min ;

x f x d x
d

t

δ

ω θ
{ }

∫ Γ . (13)

Zavdqky nerivnosti

ln
ζ
ζ

−
−

t

t
1

2
  ≤  

3

1

δ
ζ − t

,

qka vykonu[t\sq dlq  ζ ∈ Γ Γ\ ,t1 3δ ,  otrymu[mo

I3   ≤  3 2
3

1
δ

ω
θ

δ

Γ ( , )
( )

f x

x
d x

d

t∫ , (14)

I4   ≤  2
2

2
ω δ θ

δ
Γ ( , ) ln ( )f x d x

d

t∫ . (15)

Z nerivnostej (11) – (15) vyplyva[

ω δαΓ L f[ ]( ),   ≤  
3 2

1
4

0

α
π

ω
ω
ω δ

θsup
ln ( , )

( , )
( , )

z

d

z
x f x

f x

f

d
∈ +

∫
Γ

Γ

Γ

Γ

(( )x   +

+  
3 2

2 0

α
π

δ
ω

θsup
( , )

( )
z

d

z
f x

x
d x

∈
∫

Γ

Γ . (16)

Intehral  
�F fα[ ]   isnu[ zavdqky neperervnosti pidintehral\no] funkci].  Z

formul (2) – (4), (8) vyplyva[ zobraΩennq  
�K tα ζ( )−  = c( )α  + ln ζ ϕ ζ− (t  –

– t ) ,  de funkciq  ϕ  [ neperervnog na vsij plowyni (pislq dooznaçennq  ϕ( )0  =
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= 0).  Tomu  ω δαΓ �F f[ ]( ),   ocing[t\sq ti[g Ω maΩorantog, wo i  ω δαΓ L f[ ]( ), .

Takym çynom, nerivnist\ (7) vyplyva[ z ocinok (10), (16).

Teoremu dovedeno.

Oznaçennq.  Zamknena Ωordanova sprqmlgvana kryva  Γ  nazyva[t\sq rehu-
lqrnog abo  K-rehulqrnog, qkwo isnu[ taka dodatna stala  K ,  wo dlq vsix
z ∈Γ   i vsix  δ > 0  vykonu[t\sq umova  θ δz ( )  ≤ Kδ .

Naslidok 1.  Nexaj  Γ — K-rehulqrna kryva i funkciq  f  : Γ  →  H C( )   zado-
vol\nq[ umovu

ωΓ ( , )f x

x
dx

d

0
∫ < +∞ .

Todi intehral  F fα[ ]   isnu[ v koΩnij toçci kryvo]  Γ  i pravyl\nog [ ocinka

ω δαΓ ( , )F   ≤  c K d
f x

x
x

dx
d

( , , )
( , )

α
ω

δ

Γ

10

2

+





∫ . (17)

Dovedennq.  Z monotonnosti modulq neperervnosti ta oznaçennq  K-rehu-

lqrno] kryvo] vyplyva[

Ω ΘΓ f z x x, ( , ),( )   ≤  
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ωz zx x
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4
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x
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Vykorystovugçy intehruvannq çastynamy ta monotonnist\ funkcij  ωΓ ( f ,
x) ,  θz x( ) ,  otrymu[mo
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Ocinymo intehral (13) (intehral (12) ocing[t\sq analohiçno).  Znovu zastoso-

vugçy intehruvannq çastynamy ta monotonnist\ funkcij  ωΓ ( , )f x ,  θz x( ) ,  pry

umovi  4δ < 1 ≤ 2d  ma[mo
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A qkwo  4δ < 2d ≤ 1,  to
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+  ln ( , ) ( )2
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Ocinymo druhyj dodanok u nerivnosti (14).  Nexaj  2δ < 1 < d.  Zastosovugçy

intehruvannq çastynamy, oderΩu[mo

ω δ θ
δ

Γ ( , ) ln ( )f x d x
d

t
2

2∫   =  ω δ θ θ δ
δ

Γ ( , ) ( ) ( )f
dt

t
d x

dt

t
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x
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   ≤

≤  ( ln ) ( , )2K Kd d f+ ω δΓ   ≤  4 2
10

2

K d d
f x

x
x
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d

( ln )
( , )

+
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∫
ω

δ

Γ . (22)

U vypadku  2δ < d < 1  mirkuvannq analohiçni i maΩoranta mistytyme pered

znakom intehrala lyße mnoΩnyk  8K .

 Ocinka (17) vyplyva[ z nerivnostej (10) – (14), (18) – (22).

Naslidok dovedeno.

Poznaçymo

Hµ ( )Γ   : =  f f O: ( ) : ( , ) ( ),Γ Γ→ = →{ }H C ω δ δ δµ 0 .

Z poperedn\oho naslidku oçevydnym çynom vyplyva[ nastupne tverdΩennq,

vidome qk teorema Plemelq – Pryvalova (u vypadku, koly  Γ — kuskovo-lqpu-

novs\ka kryva, dyv. [14]).
Naslidok 2.  Nexaj  Γ — K-rehulqrna kryva,  0 < µ < 1  i   f H∈ µ ( )Γ .  Todi

intehral  F fα[ ]   isnu[ v koΩnij toçci kryvo]  Γ  i  F f Hα µ[ ] ∈ ( )Γ .
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