
UDK 517.9

A. A. Kovalevskyj, M. V. Vojtovyç 

(Yn-t prykl. matematyky y mexanyky NAN Ukrayn¥, Doneck) 

O POVÁÍENYY SUMMYRUEMOSTY 

OBOBWENNÁX REÍENYJ ZADAÇY DYRYXLE 

DLQ NELYNEJNÁX URAVNENYJ ÇETVERTOHO PORQDKA 

S USYLENNOJ ∏LLYPTYÇNOST|G 
∗∗∗∗
 

We consider the Dirichlet problem for a class of nonlinear fourth-order equations in divergence form
characterized by a strengthened ellipticity condition on coefficients.  The main result of the article shows
how the summability of generalized solutions of the given problem improves in dependence on the
change of the exponent of summability of the right-hand side of the given equation beginning with a
critical value.  At the same time, we define more precisely the exponent of summability that guarantees
the boundedness of solutions. 

Rozhlqda[t\sq zadaça Dirixle dlq klasu nelinijnyx dyverhentnyx rivnqn\ çetvertoho porqdku,

wo xarakteryzugt\sq umovog pidsyleno] eliptyçnosti na koefici[nty.  Osnovnyj rezul\tat ro-

boty pokazu[, qk same pidvywu[t\sq sumovnist\ uzahal\nenyx rozv’qzkiv dano] zadaçi v zaleΩnos-

ti vid zminy pokaznyka sumovnosti pravo] çastyny rivnqnnq, poçynagçy z deqkoho krytyçnoho

znaçennq.  Pry c\omu utoçng[t\sq pokaznyk sumovnosti, wo zabezpeçu[ obmeΩenist\ rozv’qzkiv. 

1.  Vvedenye y formulyrovka osnovnoho rezul\tata.  V nastoqwej rabote

rassmatryvaetsq zadaça Dyryxle dlq nelynejn¥x uravnenyj çetvertoho porqd-

ka, koπffycyent¥ kotor¥x udovletvorqgt uslovyg usylennoj πllyptyçnos-

ty.  Klass¥ uravnenyj v¥sokoho porqdka s takym uslovyem na koπffycyent¥ y

dostatoçno rehulqrn¥my dann¥my b¥ly vveden¥ Y. V. Skr¥pnykom v [1].  Kak

pokazano v stat\e [1], vse obobwenn¥e reßenyq uravnenyj v¥delenn¥x klassov

neperer¥vn¥ po Hel\deru y, v çastnosty, ohranyçen¥.  Uravnenyq v¥sokyx

porqdkov s usylennoj πllyptyçnost\g y  L1-dann¥my (ne uklad¥vagwymysq v

ob¥çn¥e ramky teoryy monotonn¥x operatorov [2]) vperv¥e b¥ly yssledovan¥ v

[3 – 5].  V πtyx rabotax na osnove razvytyq podxoda, predloΩennoho v [6], dlq

sootvetstvugwej zadaçy Dyryxle poluçen¥ rezul\tat¥ o suwestvovanyy y

svojstvax summyruemosty πntropyjn¥x y  W-reßenyj, qvlqgwyxsq bolee sla-

b¥my, çem obobwenn¥e reßenyq.  V sluçae prav¥x çastej uravnenyj yz pro-

stranstv, blyzkyx k  L1
  (t. e. yz  Lm

  s  m ,  bol\ßym edynyc¥ y men\ßym nekoto-

roho  m0 ) ,  svojstva summyruemosty πntropyjn¥x y  W-reßenyj toj Ωe zadaçy,

çto v [3, 4] y dannoj stat\e, opysan¥ v [7].  Dal\nejßee uvelyçenye summyrue-

mosty prav¥x çastej rassmatryvaem¥x uravnenyj v ßkale prostranstv Lebeha

pryvodyt k obobwenn¥m reßenyqm.  Osnovnoj rezul\tat nastoqwej rabot¥ po-

kaz¥vaet kak ymenno pov¥ßaetsq summyruemost\ obobwenn¥x reßenyj zadaçy

Dyryxle v zavysymosty ot yzmenenyq pokazatelq summyruemosty pravoj çasty

uravnenyq v yntervale  ( , )m0 +∞ .  Pry πtom poluçeno bolee slaboe po sravne-

nyg s [1] uslovye na pokazatel\ summyruemosty pravoj çasty, obespeçyvagwee

ohranyçennost\ reßenyj. 

Perejdem k podrobnomu opysanyg rassmatryvaemoj zadaçy y ustanovlennoho

rezul\tata. 

Pust\  n ∈ N,  n  >  2,  Ω — ohranyçennoe otkr¥toe mnoΩestvo v  R 
n.  Çerez

Λ  oboznaçym mnoΩestvo vsex  n-mern¥x mul\tyyndeksov  α   takyx, çto  α = 1

yly  α = 2.  Budem yspol\zovat\ ewe takye oboznaçenyq:  R
n,2

 — prostranst-

vo vsex otobraΩenyj  ξ : Λ → R;  esly  u W∈ 2 1, ( )Ω ,  to  ∇ →2
2u n: ,Ω R ,  pry-

çem dlq lgb¥x  x ∈ Ω  y  α ∈ Λ  ymeem  ( )( ) ( )∇ =2u x D u xα
α . 
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Pust\  p n∈( , )/1 2   y  q p n∈( , )2 .  Çerez  W p
q

2
1
,
, ( )Ω   oboznaçym mnoΩestvo vsex

funkcyj  u W q∈ 1, ( )Ω ,  ymegwyx obobwenn¥e proyzvodn¥e vtoroho porqdka yz

Lp( )Ω .  MnoΩestvo  W p
q

2
1
,
, ( )Ω   est\ banaxovo prostranstvo s normoj

u   =  u D u dxW
p
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Ω
Ω
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∑ ∫
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Çerez    
�

W p
q

2
1
,
, ( )Ω   oboznaçym zam¥kanye mnoΩestva  C0

∞( )Ω   v  W p
q

2
1
,
, ( )Ω . 

PoloΩym 

q∗  =  nq
n q−

.

Kak yzvestno (sm., naprymer, [8], hl.H7),      

  
�

W q1, ( )Ω   ⊂  Lq∗( )Ω , (1)

y suwestvuet poloΩytel\naq postoqnnaq  c,  zavysqwaq tol\ko ot  n  y  q,  ta-

kaq, çto dlq lgboj funkcyy  u ∈  
�

W q1, ( )Ω  

Ω
∫

∗

∗







u dxq

q1/

  ≤  c D u dx
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q

α

α

=
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1
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/

. (2)

Dalee, pust\  c c c1 2 3 0, , > ,   g g g1 2 3, ,  — neotrycatel\n¥e  summyruem¥e

funkcyy na  Ω  y dlq lgboho  α  ∈  Λ   A n
α : ,Ω × →R R

2
 — funkcyq Karateo-

dory.  Budem predpolahat\, çto dlq poçty vsex  x ∈ Ω  y lgb¥x  ξ ∈R
n,2

  v¥pol-

nqgtsq neravenstva 

α
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∑
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= =
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− ( ). (5)

Pust\ 

f  ∈  L
q q∗ ∗−/( )( )1 Ω . (6)

Rassmotrym sledugwug zadaçu Dyryxle: 

α

α α
α

∈
∑ − ∇
Λ

( ) ( , )1 2D A x u   =  f    v    Ω , (7)

D uα = 0,      α = 0 ,  1,    na    ∂Ω . (8)

Zametym, çto v sylu neravenstv (3) y (4) dlq lgb¥x funkcyj  u,  v ∈  
�

W p
q

2
1
,
, ( )Ω

y  α ∈ Λ  funkcyq    A x u Dα
α( , )∇2 v  summyruema na  Ω  .  Krome toho, yz (1) y (6)

sleduet, çto dlq lgboj funkcyy  v ∈ 
�

W p
q

2
1
,
, ( )Ω   funkcyq  f v  summyruema na  Ω . 

Opredelenye.  Obobwenn¥m reßenyem zadaçy (7), (8) budem naz¥vat\
funkcyg  u ∈   

�
W p

q
2
1
,
, ( )Ω   takug, çto dlq lgboj funkcyy  v ∈   

�
W p

q
2
1
,
, ( )Ω  
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 Ω Λ
∫ ∑

∈
∇











α
α

αA x u D dx( , )2 v   =  

 

f dx
Ω
∫ v . (9)

Zametym, çto esly dopolnytel\no k sdelann¥m predpoloΩenyqm otnosy-

tel\no koπffycyentov y pravoj çasty uravnenyq (7) dlq poçty vsex  x ∈ Ω   y

lgb¥x  ξ ξ, ,′ ∈R
n 2

  ymeet mesto neravenstvo 

α
α α α αξ ξ ξ ξ

∈
∑ − ′[ ] − ′
Λ

A x A x( , ) ,( ) ( )  ≥  0,

to obobwennoe reßenye zadaçy (7), (8) suwestvuet.  ∏to sleduet yz yzvestn¥x

rezul\tatov teoryy monotonn¥x operatorov (sm., naprymer, [2], hl.H2). 

V sylu (1) lgboe obobwennoe reßenye zadaçy (7), (8) prynadleΩyt pros-

transtvu  Lq∗( )Ω .  Odnako esly funkcyy  g2 ,  g3   y  f  obladagt pov¥ßennoj

summyruemost\g, to obobwenn¥e reßenyq rassmatryvaemoj zadaçy ymegt bolee

v¥sokug summyruemost\, çem ta, kotoraq xarakteryzuetsq pokazatelem  q∗.  So-

otvetstvugwug zavysymost\ v¥raΩaet sledugwyj, osnovnoj v dannoj rabote,

rezul\tat. 

Teorema.  Pust\  m q q> −∗ ∗/ ( )1 ,  funkcyy  g2 , g3 , f  prynadleΩat  Lm( )Ω
y   M  — maΩoranta  dlq    g Lm2 ( )Ω ,   g Lm3 ( )Ω     y    f Lm( )Ω .    Krome  toho,

pust\  u — obobwennoe reßenye zadaçy (7), (8).  Tohda spravedlyv¥ sledugwye
utverΩdenyq: 

i)HHHesly    m n q< /     y     q nm q n qm∗ < < − −λ ( ) ( )/1 ,     to    u L∈ λ( )Ω     y
u Lλ ( )Ω   ≤  C1,   hde  C1 — poloΩytel\noe çyslo, zavysqwee tol\ko ot  n,  p,  q,

meas Ω ,  c,  c2 ,  c3 ,  m,  M  y  λ  ; 
ii)HHHesly  m n q= / ,  to 

Ω
∫ ( )exp /b u dx1 σ   ≤  C2 ,

hde  σ = + −2 2 2np q p/ ( ),    a   b   y   C 2  — poloΩytel\n¥e çysla, zavysqwye
tol\ko ot  n,  p,  q,  meas Ω ,  c,  c2 ,  c3  y  M ; 

iii)HHHesly  m n q> / ,   t o  u L∈ ∞( )Ω   y   vrai max
Ω

u C≤ 3,  hde  C 3  — polo-

Ωytel\noe çyslo, zavysqwee tol\ko ot  n,  p,  q,  meas Ω ,  c,  c2 ,  c3 ,  m  y  M . 
Dokazatel\stvo teorem¥ budet dano v p.H3.  ∏tomu predpoßlem neskol\ko za-

meçanyj, a takΩe rqd vspomohatel\n¥x rezul\tatov. 

Zameçanyq.  1.  Yz utverΩdenyq  ii)  teorem¥ sleduet, çto esly v¥polnq-

gtsq uslovyq πtoj teorem¥,  m n q= /   y  λ > ∗q ,  to  u L∈ λ( )Ω   y  u Lλ ( )Ω   ≤
≤  ′C2 ,  hde  ′C2  — poloΩytel\noe çyslo, zavysqwee tol\ko ot  n,  p,  q,  meas Ω ,
c,  c2 ,  c3 ,  M  y  λ  . 

2.  UtverΩdenyq  iii)  y  i)  teorem¥ sohlasugtsq s sootvetstvugwymy svoj-

stvamy obobwenn¥x reßenyj uravnenyj vtoroho porqdka.  V svqzy s πtym sm.,

naprymer, [9] (hl.H1, 4) y [10].  Çto kasaetsq utverΩdenyq ii), to, kak vydym, dlq

obobwennoho reßenyq  u  rassmatryvaemoj zadaçy ono daet summyruemost\

funkcyy vyda  exp ( )b u λ
  s nekotor¥m  λ ∈( , )0 1 ,  tohda kak dlq obobwenn¥x

reßenyj uravnenyj vtoroho porqdka ymeet mesto summyruemost\ funkcyj ta-

koho vyda s  λ  =  1  [9]. 

3.   Esly  p   ≥   2,  t n q> / ,  m n nq n q> − +2 / ( ),  g 1  , g 2  ,   g Lt
3 ∈ ( )Ω   y

f Lm∈ ( )Ω ,  to ohranyçennost\ obobwenn¥x reßenyj zadaçy (7), (8) sleduet yz

[1].  Poskol\ku  n nq n q n q2 / /( )− + > ,  utverΩdenye  iii)  teorem¥ daet bolee
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slaboe po sravnenyg s [1] uslovye otnosytel\no summyruemosty pravoj çasty

uravnenyq (7), pry kotorom obobwenn¥e reßenyq zadaçy (7), (8) ohranyçen¥.

∏to uslovye  ( )/m n q>   sovpadaet s uslovyem ohranyçennosty obobwenn¥x re-

ßenyj uravnenyj vtoroho porqdka [9].  Otmetym ewe, çto ohranyçennost\ obob-

wenn¥x reßenyj uravnenyj v¥sokoho porqdka s usylennoj πllyptyçnost\g v

rabote [1] b¥la ustanovlena s pomow\g nekotoroj modyfykacyy metoda Moze-

ra.  Dokazatel\stvo Ωe teorem¥ svqzano s podxodom, podobn¥m metodu Stam-

pakk\q, y yspol\zovanyem analohov eho yzvestnoj lemm¥ (sm., naprymer, [11,
12]).  ∏ty analohy rassmatryvagtsq v p.H2.  Zdes\ Ωe vkratce napomnym, çto me-

tod Stampakk\q yzuçenyq svojstv yntehryruemosty obobwenn¥x reßenyj urav-

nenyj vtoroho porqdka zaklgçaetsq v podstanovke v yntehral\noe toΩdestvo,

sootvetstvugwee reßenyg  u,  v kaçestve probn¥x πlementov funkcyj

u T uk− ( ) ,  hde  Tk ,  k  >  0, — standartn¥e srezky  ( T s sk( ) = ,  esly  s k≤ ,  y

T sk ( ) = = k ssign ,  esly  s k>  ),  zatem s yspol\zovanyem struktur¥ uravnenyq

y uslovyq na summyruemost\ eho pravoj çasty ustanovlenyy specyal\n¥x soot-

noßenyj meΩdu meramy mnoΩestv  { }u k≥   y  { }u l≥   pry  l k>   y, nakonec,

poluçenyy yz πtyx sootnoßenyj ocenok mer mnoΩestv vyda  { }u k≥ , pozvolq-

gwyx sdelat\ v¥vod ob opredelennoj summyruemosty reßenyq  u.  Podobn¥j

podxod v obwyx çertax moΩno realyzovat\ y dlq uravnenyj v¥sßyx porqdkov s

usylennoj πllyptyçnost\g, çto y sdelano v nastoqwej rabote otnosytel\no

uravnenyj çetvertoho porqdka.  Pry πtom vmesto standartn¥x srezagwyx

funkcyj  Tk  yspol\zugtsq podxodqwye srezky klassa  C 
2

 .  V rassmatryvaemom

sluçae pry poluçenyy neobxodym¥x ocenok voznykagt bolee suwestvenn¥e

trudnosty po sravnenyg so sluçaem uravnenyj vtoroho porqdka, tak kak soot-

vetstvugwee yntehral\noe toΩdestvo soderΩyt slahaem¥e, svqzann¥e s proyz-

vodn¥my vtoroho porqdka probn¥x funkcyj, y πty slahaem¥e dolΩn¥ b¥t\

pravyl\no uçten¥ pry realyzacyy ukazannoho podxoda. 

2.  Vspomohatel\n¥e predloΩenyq.  H. Stampakk\q prynadleΩyt sledug-

wyj rezul\tat (sm. [12], lemmaH4.1). 

Lemma;1.  Pust\  ϕ — nevozrastagwaq neotrycatel\naq funkcyq na
[ , )k0 +∞   takaq, çto yz  l  >  k  ≥  k0  sleduet neravenstvo 

ϕ ( l )  ≤  C
l k

k
( )

( )
−

[ ]τ
γϕ (10)

s poloΩytel\n¥my postoqnn¥my  C,  τ  y  γ .  Tohda : 

i)  esly  γ  >  1,  to  ϕ ( )k d0 0+ = ,  hde çyslo  d  opredelqetsq ravenstvom 

d 
τ  =  C kϕ γ τγ γ

( )
/ ( )

0
12

1

[ ] − −
;

ii)  esly  γ  =  1,  to dlq lgboho  k  >  k0 

ϕ ( k )  ≤  ϕ τ( ) exp ( ) ( )/k Ce k k0
1

01 − −{ }−
 ;

iii)  esly  γ  <  1  y  k0  >  0,  to dlq lgboho  k  >  k0 

ϕ ( k )  ≤  2 2
1 2 1 1

0
1

0
1τ γ γ τ γ τ γϕ

/ ( ) / ( )
( ) ( )/( ) /( )− −

+{ }− − −C k k k  .

Nepoln¥e varyant¥ πtoj lemm¥ soderΩatsq v stat\e [11] (utverΩdenyq  i)  y

iii) ) y monohrafyy [13] (utverΩdenye  i) ) . 

Rol\ lemm¥H1 v upomqnutom v zameçanyyH3 metode Stampakk\q sostoyt v tom,

çto podstanovka v yntehral\noe toΩdestvo, sootvetstvugwee reßenyg  u  urav-

nenyq vtoroho porqdka, v kaçestve probn¥x πlementov funkcyj  u T u kk− >( ), ,0
pryvodyt v koneçnom sçete kak raz k sootnoßenyg vyda (10) s funkcyej  ϕ,
zadannoj ravenstvom  ϕ ( )s u s= ≥{ }meas ,  s   ≥   0,  y çyslom  γ,  zavysqwym, v
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çastnosty, ot pokazatelq summyruemosty pravoj çasty uravnenyq.  Poπtomu

prymenenye lemm¥H1 v takom sluçae pozvolqet v zavysymosty ot znaçenyq  γ  (a
znaçyt, v çastnosty, ot znaçenyq pokazatelq summyruemosty pravoj çasty urav-

nenyq) sdelat\ v¥vod yly ob ohranyçennosty reßenyq  u,  yly (s yspol\zovany-

em nekotor¥x dopolnytel\n¥x faktov) ob opredelennoj summyruemosty πtoho

reßenyq. 

Zametym, çto obsuΩdaem¥j zdes\ metod pervonaçal\no b¥l realyzovan dlq

lynejn¥x uravnenyj vtoroho porqdka (sm., naprymer, rabot¥ [11, 12] y [13],
hl.H2).  ∏tot metod, vklgçaq lemmu Stampakk\q, prymenym y dlq nelynejn¥x

uravnenyj vtoroho porqdka (sm., naprymer, [14 – 16]). 
V rassmatryvaemom v nastoqwej stat\e sluçae uravnenyj çetvertoho porqd-

ka podstanovka v yntehral\noe toΩdestvo, sootvetstvugwee obobwennomu re-

ßenyg  u,  v kaçestve probn¥x πlementov funkcyj  u h uk− ( ) ,  hde  hk ,  k > 0, —
specyal\n¥e hladkye srezky, pryvodyt k sootnoßenyg znaçenyj funkcyy  ϕ
(opredelennoj ravenstvom  ϕ ( )s u s= ≥{ }meas ,   s ≥ 0  ),  analohyçnomu nera-

venstvu (10), no spravedlyvomu v bolee uzkyx ramkax y v otlyçye ot (10) soder-

Ωawemu v pravoj çasty dopolnytel\n¥j mnoΩytel\, zavysqwyj ot  k.  Dlq ana-

lyza πtoho sootnoßenyq budut polezn¥ sledugwye try lemm¥, analohyçn¥e

sootvetstvugwym çastqm lemm¥H1. 

Lemma;2.  Pust\  ϕ — nevozrastagwaq neotrycatel\naq funkcyq na
[ , )0 +∞ ,  C  >  0,  0  ≤  τ1  <  τ2 ,  γ   >  1,  k0  ≥   0   y  dlq lgb¥x  k  y  l  takyx, çto
k0  <  k  <  l  <  2k,  v¥polnqetsq neravenstvo 

ϕ ( l )  ≤  Ck
l k

k
τ

τ
γϕ

1

2( )
( )

−
[ ] . (11)

Krome toho, pust\  d  >  k0  y 

dτ τ2 1−   ≥  2 1 22 1 1
0

1τ γ τ γ γϕ+ − − −[ ]( ) /( ) ( )C k . (12)

Tohda  ϕ( )k d0 0+ = . 

Dokazatel\stvo.  PoloΩym  a = −τ γ2 1/ ( ),  y pust\ dlq lgboho  j ∈ N 

kj  =  k d d
j0 2

+ − . (13)

Tohda dlq lgboho  j ∈ N  ymeem 

k k k kj j j0 1 2< < <+ ,      k k d
j j j+ +− =1 12

.

Yspol\zuq πty sootnoßenyq, (11), (12) y neravenstvo  k d0 < ,  yndukcyej po  j
ustanavlyvaem, çto dlq lgboho  j ∈ N 

ϕ ( kj )  ≤  2 1
0

− −a j k( ) ( )ϕ .

Otsgda y yz (13), uçyt¥vaq, çto funkcyq  ϕ  nevozrastagwaq y neotrycatel\-

naq, v¥vodym, çto  ϕ ( )k d0 0+ = . 
Lemma dokazana. 

Otmetym, çto pryvedennoe dokazatel\stvo lemm¥H2 povtorqet s neznaçy-

tel\n¥my otlyçyqmy dokazatel\stvo utverΩdenyq  i)  lemm¥H1. 

Lemma;3.  Pust\  ϕ — nevozrastagwaq neotrycatel\naq funkcyq na
[ , )0 +∞ ,  C  >  0,  0  ≤  τ1  <  τ2 ,  k0  ≥  0   y dlq lgb¥x  k  y  l  takyx, çto   k0  <  k  <
<  l  <  2k,  v¥polnqetsq neravenstvo 

ϕ ( l )  ≤  Ck
l k

k
τ

τ ϕ
1

2( )
( )

−
. (14)
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Krome toho, pust\ 

λ0  =  max , ( ) ( ) ( )/ / /( )
/1 11

0 2 1 2
2 1 2 2 2 1Ce kτ τ τ τ τ τ

τ τ τ+ −[ ]{ }−
(15)

y  s0 ∈ N,  pryçem 

s0  >  2
2 1

2 1 2

2 1 2

( )/

( )/

τ τ τ

τ τ τ

−

− −
. (16)

Tohda dlq lgboho  k  ≥  k0 + λ τ τ τ
0 0

2 2 1s /( )−
  ymeem 

ϕ ( k )  ≤  ϕ
λ

τ τ τ

( ) exp
( )/

k s
k k

0 0
0

0
1

2 1 2

+ − −

















−

. (17)

Dokazatel\stvo.  PoloΩym  a = −τ τ τ2 2 1/ ( ) ,  y pust\ dlq lgboho  j ∈ N 

kj  =  k ja
0 0+ λ . (18)

V sylu (16) y (18) dlq lgboho  j ∈ N,  j  ≥  s0 ,  ymeem 

k k k kj j j0 1 12< < <− − ,      k k a jj j
a− ≥ −−
−

1 0
11λ ( ) .

Tohda, yspol\zuq (14), (15) y (18), poluçaem, çto dlq lgboho  j ∈ N,  j  ≥  s0 , 

ϕ ( kj )  ≤  e kj
−

−
1

1ϕ ( ) .

Otsgda yndukcyej po  j  v¥vodym, çto dlq lgboho  j ∈ N,  j  ≥  s0 , 

ϕ ( kj )  ≤  ϕ ( ) ( )k e j s
0

0− − . (19)

Pust\ teper\  k  ≥  k0 + λ sa
0 .  Voz\mem  j ∈ N  takoe, çto 

j  ≤  
k k

a−





0

0

1

λ

/

  <  j  +  1. (20)

Oçevydno, çto  j  ≥  s0 .  V sylu (18) y (20) ymeem  k  ≥  kj .  Sledovatel\no,  ϕ ( k )  ≤
≤  ϕ ( kj ) .  Otsgda y yz (19), (20) v¥tekaet neravenstvo (17). 

Lemma dokazana. 

Otmetym, çto dokazatel\stvo lemm¥H3 analohyçno dokazatel\stvu utverΩ-

denyq  ii)  lemm¥H1.  Opredelenye posledovatel\nosty  { }kj   formuloj (18) y

ocenka (17) po suwestvu obobwagt sootvetstvugwye opredelenye posledova-

tel\nosty yz dokazatel\stva utverΩdenyq  ii)  lemm¥H1 y ocenku, pryvedennug v

formulyrovke πtoho utverΩdenyq. 

Lemma;4.  Pust\  ϕ — nevozrastagwaq neotrycatel\naq funkcyq na
[ , )0 +∞ ,  C  >  0,  τ  >  0,  γ ∈( , )0 1 ,  k0  ≥   0  y dlq lgboho  k  >  k0  v¥polnqetsq
neravenstvo 

ϕ ( 2k )  ≤  Ck k−τ γϕ[ ( )] . (21)

Tohda dlq lgboho  k  >  k0  ymeem 

ϕ ( k )  ≤  2 2
1 2 1 1

0 0
1 1τ γ γ

ϕ τ γ τ γ/ ( ) / ( )
( )( ) /( ) /( )− −

+{ }− − −C k k k . (22)

Dokazatel\stvo.  Pust\  ϕ1 — funkcyq na  [ , )0 +∞   takaq, çto dlq lgboho

s ∈ [ , )0 +∞  
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ϕ1( )s   =  ϕ
τ γ

( )
/( )

s s
C







−1 1

.

V sylu (21) y opredelenyq funkcyy  ϕ1  dlq lgboho  k  >  k0  ymeem 

ϕ1 2( )k   ≤  2 1
1

τ γ γϕ/( ) [ ( )]− k .

Yspol\zuq πtot fakt y metod yndukcyy, ustanavlyvaem, çto dlq lgb¥x  k  >  k0

y  j ∈ N 

ϕ1 2( )j k   ≤  2 11
1

2τ γ ϕ/( ) [ ( )]− + k . (23)

Pust\  k  >  k0 .  Zafyksyruem proyzvol\noe  ε ∈ −( , )0 0k k .  PredpoloΩym sna-

çala, çto  k k> +2 0( )ε .  Tohda suwestvuet  j ∈  N  takoe, çto  k kj
0 2< ≤−

≤  2 0( )k + ε .  Otsgda y yz (23) s uçetom opredelenyq funkcyy  ϕ1   v¥vodym ne-

ravenstvo 

ϕ1( )k   ≤  2 1 2 2
1 2 1 1

0 0
1τ γ γ

ϕ ε τ γ/ ( ) / ( )
( ) ( ) /( )− − −

+ +[ ]−k C k . (24)

Esly  k k≤ +2 0( )ε ,  to, yspol\zuq opredelenye funkcyy  ϕ1 ,  opqt\ pryxodym k

neravenstvu (24).  Perexodq v πtom neravenstve k predelu pry  ε  →  0  y snova

uçyt¥vaq opredelenye funkcyy  ϕ1 ,  poluçaem neravenstvo (22). 

Lemma dokazana. 

Pryvedennoe dokazatel\stvo lemm¥H4 povtorqet s neznaçytel\n¥my otly-

çyqmy dokazatel\stvo utverΩdenyq iii) lemm¥H1.  ∏ty otlyçyq svqzan¥ s naßym

predpoloΩenyem, çto  k0  ≥   0,  tohda kak v formulyrovke utverΩdenyq iii)

lemm¥H1 trebuetsq uslovye  k0  >  0. 
Perejdem k druhym vspomohatel\n¥m rezul\tatam. 

Lemma;5.  Pust\  u — yzmerymaq funkcyq na  Ω  ,  C  >  0,  τ  >  0  y dlq lg-
boho  k ∈ N 

meas u k≥{ }   ≤  Ck−τ.

Tohda dlq lgboho  λ τ∈( , )0   ymeem  u L∈ λ( )Ω   y 

Ω
∫ u dxλ   ≤  2τ τ λ τ λ+ + − +( )/( )C measΩ .

Dokazatel\stvo πtoj lemm¥ prostoe.  Po suwestvu ono dano v [4].  Ewe ran\-

ße podobnoho typa utverΩdenyq yspol\zovalys\, naprymer, v [6]. 
Lemma;6.  Pust\  u — yzmerymaq funkcyq na  Ω  ,  C  >  0,  τ  >  0,  γ ∈( , )0 1 ,

k0  ≥  0,  l0  ≥  k0 + 1  y dlq lgboho  k  ≥  l0 

meas u k≥{ }   ≤  C k kexp ( )− −{ }τ γ
0 . (25)

Tohda dlq lgboho  λ τ∈( , )0   funkcyq  exp( )λ γu   summyruema na  Ω   y 

Ω
∫ ( )exp λ γu dx   ≤  C e l

τ λ
τ

−
+





+measΩ ( )0 1 . (26)

Dokazatel\stvo.  PoloΩym  k l k∗ = −( )0 0
γ ,  y pust\ dlq lgboho  k ∈ N 

Gk  =  k k k u k k k0
1

0
11+ + − ≤ < + +{ }∗ ∗( ) ( )/ /γ γ .

Qsno, çto 
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u l≥{ }0   =  

 k
kG

=

∞

1
∪ . (27)

Krome toho, dlq lgb¥x  k ,  j ∈ N,  k  ≠  j ,  ymeem  

 G Gk j∩   =  ∅ . (28)

Zametym ewe, çto v sylu (25) dlq lgboho  k ∈ N 

meas Gk  ≤  C k kexp ( )− + −{ }∗τ 1 . (29)

Pust\ teper\  λ τ∈( , )0 .  Yspol\zuq opredelenye mnoΩestv  Gk  y (29), usta-

navlyvaem, çto dlq lgboho  k ∈ N 

Gk

u dx∫ ( )exp λ γ   ≤  C k kexp ( ) ( )τ τ λγ
0 1+ − −{ }.

Otsgda sleduet, çto 

k Gk

u dx
=

∞

∑ ∫ ( )
1

exp λ γ   ≤  C k
τ λ

τ γ
−

+{ }exp ( )0 1 .

Poluçenn¥j rezul\tat y svojstva (27), (28) pozvolqgt zaklgçyt\, çto 

u l

u dx
≥{ }
∫ ( )

0

exp λ γ   ≤  C k
τ λ

τ γ
−

+{ }exp ( )0 1 . (30)

Ostaetsq zametyt\, çto 

u l

u dx
<{ }
∫ ( )

0

exp λ γ   ≤  e lτ 0 measΩ . (31)

Yz (30) y (31) v¥vodym, çto funkcyq  exp λ γu( )  summyruema na  Ω   y ymeet

mesto neravenstvo (26). 

Lemma dokazana. 

3.  Dokazatel\stvo teorem¥.  Pust\  m q q> −∗ ∗
/ ( )1 ,  funkcyy  g2 , g3 ,  f

prynadleΩat  Lm( )Ω ,  M — maΩoranta dlq  g Lm2 ( )Ω ,  g Lm3 ( )Ω ,  f Lm( )Ω   y  u

— obobwennoe reßenye zadaçy (7), (8). 

Çerez  ci ,  i  =  4, 5, … ,  budem oboznaçat\ poloΩytel\n¥e çysla, zavysqwye

tol\ko ot  n,  p,  q,  meas Ω ,  c,  c2 ,  c3 ,  m  y  M . 
Vvedem rqd vspomohatel\n¥x çysel y funkcyj.  V sylu predpoloΩenyq ot-

nosytel\no çysla  m  ymeem  ( ) / /m m q− − >∗1 1 0.  PoloΩym 

m
m

m q1

1
1 1= − −



∗
−

, (32)

γ =
−

−







∗q
m q

m
mq

min
( )

,1
1

1

1
. (33)

V sylu (32) ymeem 

1 1 1 1
1m m q
+ + =∗ . (34)

Krome toho, yz opredelenyq çysel  m1  y  γ  sleduet, çto 
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esly    m n
q

< ,    to    γ  =  1
1

1 1
q

m
m

q
−

− −





∗   <  1, (35)

esly    m n
q

= ,    to    γ  =  1, (36)

esly    m n
q

> ,    to    γ  >  1. (37)

PoloΩym

Φ  =  
α

α

α

α

= =
∑ ∑+

1 2

D u D u
q p

,

y pust\  ϕ — funkcyq na  [ , )0 +∞   takaq, çto dlq lgboho  s ∈ [ , )0 +∞  

ϕ ( s )  =  meas u s≥{ }.

Zametym, çto 

Ω

Φ∫ ≤dx c4 . (38)

Dejstvytel\no, poskol\ku  u — obobwennoe reßenye zadaçy (7), (8), v sylu (9)

ymeem 

Ω Λ Ω
∫ ∑ ∫

∈
∇












=A x u D u dx f udxα

α

α( , )2 .

Otsgda y yz (5) sleduet, çto 

c dx f u dx g dx3 3
Ω Ω Ω

Φ∫ ∫ ∫≤ + .

Yz πtoho neravenstva, ocenyvaq pervoe slahaemoe v eho pravoj çasty s pomow\g

neravenstv Hel\dera, Gnha y (2), v¥vodym ocenku (38). 

V sylu (2) y (38) dlq lgboho  k  >  0  ymeem  k k c cq q q q∗ ∗ ∗
≤ϕ ( ) /

4 .  Sledova-

tel\no, 

ϕ ( k )  <  1      ∀ ≥ +k c c( )4 1 . (39)

Dalee, poloΩym 

t  =  2
2

2qpm
q p−

+ , (40)

y pust\  ψ — funkcyq na  ( , )0 +∞   takaq, çto dlq lgboho  s ∈ ( , )0 +∞  

ψ ( s )  =  s s
t
t

st t− + −
+

+1
1

1.

PoloΩym 

k0  =  max ( ), ( )( ) /c c n t c n c4 2 31 6 2+ − +{ } (41)

y zafyksyruem proyzvol\noe çyslo  k  ≥  k0 . 
Pust\  hk — funkcyq na  R  takaq, çto 

hk ( s )  =  

  

s s k
s k

k
k s k s k

kt
t

s s k

, ,

, ,

, .

esly

esly

esly

≤
−



 +







< <

+
≥










ψ 1 2

2
1

2

sign

sign
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Ymeem  h Ck ∈
2( )R , 

h kk < 2     na    R , (42)

0 1≤ ′ ≤hk     na    R , (43)

′′ ≤h t
kk     na    R . (44)

Krome toho, spravedlyv¥ sledugwye utverΩdenyq: 

a)  esly  ε ∈( , )0 1 ,  s ∈R   y  k s k≤ ≤ +( )1 ε ,  to 

′′h sk ( )   ≤  t
k

t
2

2ε − ;

b)  esly  ε ∈( , )0 1 ,  s ∈R   y  k s k( )1 2+ ≤ ≤ε ,  to 

′′h sk ( )   ≤  t
k

h skε
( ( ))1 − ′ ;

v)  esly  k l k< ≤ 2 ,  s ∈R   y  s l≥ ,  to 

s h sk− ( )   ≥  2
1

1

t
l k

l k
k

t

+
− −




−

( ) .

Dejstvytel\no, pust\  ε ∈( , )0 1 ,  s ∈R   y   k s k≤ ≤ +( )1 ε .  PredpoloΩym,

çto  s k≠ .  Tohda v sylu opredelenyq funkcyj  hk  y  ψ  ymeem 

′′h sk ( )   =  1
k

s k
k

′′ −



ψ   =  t

k
t

s k
k

s k
k

t
( )− −



 − −





−
1 1

2
.

Sledovatel\no,  ′′ ≤ −h s t
kk

t( )
2

2ε .  Oçevydno, çto πto neravenstvo verno y v slu-

çae  s k= .  Tem sam¥m spravedlyvost\ utverΩdenyq  a)  ustanovlena. 

Pust\ teper\  ε ∈( , )0 1 ,  s ∈R   y  k s k( )1 2+ ≤ ≤ε .  Yspol\zuq opredelenyq

funkcyj  hk  y  ψ ,  poluçaem 

′′ − − ′h s t
k

h sk k( ) ( ( ))
ε

1   =  1 1
k

s k
k

t
k

s k
k

′′ −



 − − ′ −









ψ

ε
ψ   =

=  t
k

t
s k

k
s k

k

t
( )− −



 − −





−
1 1

2
  –

–  t
k

t
s k

k
t

s k
k

t t

ε
−



 − − −













−1
1( )   <

<  t t
k

s k
k

s k
k

s k
k

t( )− −



 − −



 − −





−1 1 1
2

ε
  ≤  0.

Sledovatel\no, utverΩdenye  b)  dokazano. 

Pust\, nakonec,  k l k< ≤ 2 ,  s ∈R   y   s l≥ .  PredpoloΩym snaçala, çto

s k< 2 .  Tohda v sylu opredelenyq funkcyy  ψ  ymeem 

s
s k

k
k− −



 +







ψ 1   =  k
s k

k
t
t

s k
k

t−



 − −

+
⋅ −





1
1
1

  ≥

≥  
2

1
k

t
l k

k

t

+
−



 .
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Otsgda y yz opredelenyq funkcyy  hk  sleduet, çto 

s h sk− ( )   =  s
s k

k
k− −



 +







ψ 1   ≥  2
1

1

t
l k

l k
k

t

+
− −




−

( ) .

Pust\ teper\  s k≥ 2 .  Tohda  v sylu opredelenyq funkcyy  hk  ymeem 

s h sk− ( )   =  s
kt

t
−

+
2

1
  ≥  2

1
k

t +
  ≥  2

1

1

t
l k

l k
k

t

+
− −




−

( ) .

Takym obrazom, utverΩdenye  v)  dokazano. 

Yz utverΩdenyq  v)  v¥tekaet sledugwee utverΩdenye: 

h)  esly  k l k< ≤ 2 ,  to 

ϕ ( l )  ≤  t k

l k
u h u dx

q t q

tq k
q

∗ ∗

∗

∗−

−
−∫

( )

( )
( )

1

Ω

. (45)

Dal\nejßaq zadaça sostoyt v tom, çtob¥ podxodqwym obrazom ocenyt\ yn-

tehral v pravoj çasty neravenstva (45).  ∏to dast vozmoΩnost\ prymenyt\ lem-

m¥H 2 – 4  y v koneçnom sçete poluçyt\ utverΩdenyq teorem¥. 

Yspol\zuq svojstva (42) – (44), analohyçno lemmeH2.2 yz [4] ustanavlyvaem,

çto  hk ( u ) ∈  
�

W p
q

2
1
,
, ( )Ω   y spravedlyv¥ utverΩdenyq: 

d)  dlq lgboho  n-mernoho mul\tyyndeksa  α,  α = 1, 

D h uk
α ( )  =  ′h u D uk( ) α

    p. v.  na    Ω ;

e)  dlq lgboho  n-mernoho mul\tyyndeksa  α,  α = 2, 

D h u h u D uk k
α α( ) ( )− ′   ≤  ′′

=
∑h u D uk ( )
β

β

1

2
    p. v.  na    Ω  .

PoloΩym 

Ik  =  
Ω
∫ −f u h u dxk ( ) ,

′Ik   =  
Ω
∫ ∑ ∑

= =
∇
























′′

α
α

β

β

2
2

1

2
A x u D u h u dxk( , ) ( ) .

Poskol\ku  u – hk ( u ) ∈   
�

W p
q

2
1
,
, ( )Ω ,  v sylu (9) ymeem 

Ω Λ
∫ ∑

∈
∇ −











α
α

αA x u D u h u dxk( , ) ( ( ))2   =  
Ω
∫ −f u h u dxk( ( )) .

Yz πtoho ravenstva y utverΩdenyj  d)  y  e)  v¥vodym 

Ω Λ
∫ ∑

∈
∇












− ′

α
α

αA x u D u h u dxk( , ) ( ( ))2 1   ≤  I Ik k+ ′ .

Otsgda, yspol\zuq (5), (43) y to, çto  ′ =hk 1  na  ( , )− k k ,  poluçaem 

c h u dxk3 1
Ω

Φ∫ − ′( ( ))   ≤  
u k

k kg dx I I
≥{ }
∫ + + ′3 . (46)

Ustanovym podxodqwye ocenky dlq slahaem¥x v pravoj çasty πtoho neraven-

stva.  Qsno, çto 
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u k

g dx
≥{ }
∫ 3   ≤  M k m m[ ( )]( )/ϕ −1 . (47)

Ocenym  Ik .  PreΩde vseho zametym, çto v sylu (2), utverΩdenyq  d)  y  (43)

ymeet mesto neravenstvo 

Ω
∫ −







∗

∗

u h u dxk
q

q

( )

/1

  ≤  c h u dxk

q

Ω

Φ∫ − ′






( ( ))

/

1

1

. (48)

Yspol\zuq tot fakt, çto  h s sk( ) =   dlq  s k k∈ −( , ) ,  a takΩe (34), neravenstvo

Hel\dera y (48), poluçaem 

Ik   =  
u k

kf u h u dx
≥{ }
∫ − ( )   ≤

≤  meas u k f u h u dxm
L k

q
q

m≥{ }( ) −





∫
∗

∗

1
1

1/
( )

/

( )Ω
Ω

  ≤

≤  cM k h u dxm
k

q

[ ( )] ( ( ))/
/

ϕ 1
1

1 1
Ω

Φ∫ − ′






.

Otsgda y yz neravenstva Gnha sleduet, çto 

Ik   ≤  
c

h u dx c kk
q q m3

5
1

4
1 1

Ω

Φ∫ − ′ + −( ( )) [ ( )] /( )ϕ . (49)

Perejdem k ocenke yntehrala  ′Ik .  ∏to qvlqetsq naybolee suwestvenn¥m mo-

mentom v dokazatel\stve teorem¥.  PredpoloΩym snaçala, çto  ϕ ( k )  >  0.  Po-

loΩym 

ε  =  [ ( )] /( )ϕ k t1 2− . (50)

Poskol\ku  k  ≥  k0 ,  v sylu (41) y (39) ymeem  ϕ  ( k )  <   1.  Sledovatel\no,

ε ∈( , )0 1 .  Oçevydno, çto 

p
p q

q p
qp

− + + − =1 2 2 1.

Yspol\zuq πto ravenstvo y neravenstvo Gnha, ustanavlyvaem, çto esly  α — n-
mern¥j mul\tyyndeks,  α = 2,  y  β — n-mern¥j mul\tyyndeks,  β = 1,  to 

A x u D uα
β( , )∇2

2
  ≤  ε α

2
2

1A x u p p( , ) /( )∇ −   +

+  ε εβ2 2 2 2D u
q qp q p+ − −/( )     na    Ω .

Otsgda y yz (4) v¥vodym 

′Ik   ≤  n c n h u dx n g h u dxk k( ) ( ) ( )2
2 2

2+ ′′ + ′′∫ ∫ε ε
Ω Ω

Φ   +

+  n h u dxqp q p
k

3 2 2 2ε − − ∫ ′′/( ) ( )
Ω

 . (51)

V sylu toho, çto  ′′ =hk 0   na  ( , )− k k ,  y (44) ymeem 
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Ω
∫ ′′g h u dxk2 ( )   ≤  Mt

k
k m m[ ( )]( )/ϕ −1 , (52)

Ω
∫ ′′h u dxk ( )   ≤  t

k
kϕ ( ) . (53)

Qsno takΩe, çto 

Ω

Φ∫ ′′h u dxk ( )   =  
k u k

k
k u k

kh u dx h u dx
≤ < +{ } + ≤ ≤{ }
∫ ∫′′ + ′′

( ) ( )

( ) ( )
1 1 2ε ε

Φ Φ . (54)

Yz utverΩdenyq  a)  y  (38)  sleduet, çto 

k u k
kh u dx

≤ < +{ }
∫ ′′

( )

( )
1 ε

Φ   ≤  
c t

k
t4

2
2ε − , (55)

a v sylu utverΩdenyq  b)  ymeem 

k u k
kh u dx

( )

( )
1 2+ ≤ ≤{ }

∫ ′′
ε

Φ   ≤  t
k

h u dxkε
Ω

Φ∫ − ′( ( ))1 . (56)

Yz (54) – (56) v¥tekaet neravenstvo 

Ω

Φ∫ ′′h u dxk ( )   ≤  
c t

k
t

k
h u dxt

k
4

2
2 1ε

ε
− + − ′∫

Ω

Φ( ( )) . (57)

V svog oçered\, yz (51) – (53) y (57), uçyt¥vaq (40), (41) y (50), poluçaem 

′Ik   ≤  
c

h u dx c kk
m m3

6
1

2
1

Ω

Φ∫ − ′ + −( ( )) [ ( )]( )/ϕ . (58)

∏to neravenstvo dokazano v predpoloΩenyy, çto  ϕ ( k )  >  0.  Odnako, lehko vy-

det\, çto ono ymeet mesto y v sluçae  ϕ ( k )  =  0. 
Yz (46), (47), (49) y (58) sleduet, çto 

c h u dxk3 1
Ω

Φ∫ − ′( ( ))   ≤  4 46
1

5
1 1( )[ ( )] [ ( )]( )/ /( )M c k c km m q q m+ +− −ϕ ϕ . (59)

Neravenstva (48), (59) y ravenstvo (33)  pozvolqgt zaklgçyt\, çto 

Ω
∫ −

∗
u h u dxk

q( )   ≤  c k7[ ( )]ϕ γ .

Otsgda y yz utverΩdenyq  h)  v¥vodym, çto spravedlyvo sledugwee utverΩde-

nye: 

Ω)  esly  k k l k0 2≤ < ≤ ,  to 

ϕ ( l )  ≤  
c k

l k
k

t q

tq
8

1( )

( )
[ ( )]

− ∗

∗
−

ϕ γ .

Yspol\zuq πto utverΩdenye, a takΩe (35) y lemm¥H4, 5, ustanavlyvaem, çto

spravedlyvo utverΩdenye  i)  teorem¥.  V sylu utverΩdenyq  Ω),  (36)  y lemmH3,

6 verno utverΩdenye  ii)  teorem¥.  Nakonec, yz utverΩdenyq  Ω),  (37)  y lem-

m¥H2 v¥vodym, çto spravedlyvo utverΩdenye  iii)  teorem¥. 

Teorema dokazana. 

Zameçanyq.  4.  Opredelenye y svojstva funkcyj  hk ,  yspol\zovann¥x v

dokazatel\stve teorem¥, analohyçn¥ opredelenyg y svojstvam hladkyx srezok,

vvedenn¥x v [4]. 
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5.  Otnosytel\no druhyx analohov lemm¥ Stampakk\q y yx yspol\zovanyq

pry yssledovanyy svojstv reßenyj nekotor¥x πvolgcyonn¥x uravnenyj çet-

vertoho porqdka sm., naprymer, [17, 18]. 
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