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БЛОЧНО-ДIАГОНАЛЬНА РЕДУКЦIЯ МАТРИЦЬ
НАД n-ПРОСТОЮ ОБЛАСТЮ БЕЗУ (n ≥ 3)

It is known that simple Bezout domain is elementary divisors domain if and only if it is 2-simple. In this work
block-diagonal reduction of matrices over n-simple Bezout domain (n ≥ 3) is showed.

Известно, что простая область Безу является областью элементарных делителей тогда и только тогда,
когда она 2-простая. В работе показана блочно-диагональная редукция матриц над n-простой областью
Безу (n ≥ 3).

Нехай R — просте кiльце. Тодi для довiльного ненульового елемента a ∈ R RaR =
= R, тобто iснують такi елементи u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . , vn ∈ R, що u1av1 +
+ u2av2 + . . . + unavn = 1. Якщо для кожного ненульового елемента a ∈ R

iснує натуральне число n таке, що u1av1 + . . . + unavn = 1, до того ж число n є
найменшим зi всiх можливих, то кiльце R називається n-простим [1]. У роботi [2]
показано, що проста область Безу є областю елементарних дiльникiв тодi i тiльки
тодi, коли вона є 2-простою.

Нагадаємо, що права (лiва) область Безу — це область, в якiй довiльний скiнчен-
нопороджений правий (лiвий) iдеал є головним. Областю Безу називається область,
яка є правою i лiвою областю Безу одночасно [2].

Поставимо питання редукцiї матриць над n-простою областю Безу. У загально-
му випадку n ≥ 3 вiдповiддю на це питання є наступна теорема [3].

Теорема 1. Нехай R — n-проста область Безу (n ≥ 3), А — довiльна квадрат-
на матриця порядку m, m ≥ n. Тодi iснують зворотнi матрицi P, Q порядку m

такi, що

PAQ =



1 0 . . . 0 . . . 0 0 . . . 0

0 1 . . . 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 . . . 1 . . . 0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 . . . A1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

. . . Ak

0 0 . . . 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 . . . 0 0 . . . 0



,

де A1, . . . , Ak — деякi трикутнi матрицi порядку n.

Перш нiж доводити теорему, доведемо наступний результат.
Теорема 2. Нехай R — n-проста область. Тодi для довiльних ненульових

елементiв a1, a2, . . . , an ∈ R iснують такi елементи u1, . . . , un, v1, . . . , vn ∈ R,

що
u1a1v1 + u2a2v2 + . . . + unanvn = 1.
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Доведення. Оскiльки R — область i a1 6= 0, . . . , an 6= 0, то a1a2 . . . an 6= 0.

Внаслiдок того, що R є n-простою, iснують елементи x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ R

такi, що

x1a1 . . . any1 + . . . + xna1 . . . anyn = 1.

Покладемо
x1 = u1,

a2 . . . any1 = v1,

x2a1 = u2,

a3 . . . any2 = v2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1a1 . . . an−1 = un,

yn = vn.

Тодi u1a1v1 + u2a2v2 + . . . + unanvn = 1, що й потрiбно було довести.

Область називається правою (лiвою) ермiтовою, якщо над даною областю всi
(1×2) ((2×1))-матрицi мають дiагональну редукцiю. Область Ермiта — це область,
яке є правою i лiвою ермiтовою [4].

Доведення теореми 1 проведемо iндукцiєю по числу m. Нехай m = n. Оскiль-
ки область Безу є областю Ермiта, то можна вважати, що матриця A має вигляд

A =


a11 0 0 . . . 0

a21 a22 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 . . . ann

.

Розглянемо можливi випадки.

1. Нехай a11 = 0, тобто матриця A має вигляд

A =


0 0 0 . . . 0

a21 a22 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 . . . ann

.

Оскiльки R — область Ермiта, то для матрицi

A′ =


a21 a22 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 . . . ann


iснує зворотна матриця Q′ порядку n− 1 така, що A′Q′ = B — трикутна матриця.
Отже, матриця A еквiвалентна матрицi
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0 0

,

що й потрiбно було довести.
2. Нехай aii = 0, де i > 1, тобто матриця A має вигляд

A =



a11 0 . . . 0 0 0 . . . 0

a21 a22 . . . 0 0 0 . . . 0

ai1 ai2 . . . aii−1 0 0 . . . 0

ai+11 ai+12 . . . 0 0 ai+1i+1 . . . 0
...

... . . .
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ani−1 ani ani+1 . . . ann


.

Тодi для рядка ai1, ai2, . . . , aii−1 iснує зворотна матриця Q′′ порядку i− 1 така, що
(ai1, ai2, . . . , aii−1)Q′′ = (a′i1, 0, . . . , 0) i матриця A еквiвалентна матрицi

A′ =



a11 0 . . . 0 0

a21 a22 . . . 0 0
...

... . . .
. . .

...

a′i1 0 . . . 0 0
...

... . . .
. . .

...

an1 an2 . . . ann−1 ann


.

Переставляючи рядки, бачимо, що A′ еквiвалентна матрицi
a11 0 . . . 0

a′i1 0 . . . 0
...

... . . .
...

an1 an2 . . . ann

.

Оскiльки для стовпчика

(
a11

a′i1

)
iснує зворотна матриця P така, що

P

(
a11

a′i1

)
=

(
0

a′′i1

)
для деякого a′′i1 ∈ R, то матриця A′, а отже i матриця A, еквiвалентна матрицi(

B O

0 0

)
,

де B — деяка трикутна матриця порядку m = n, що й доводить твердження.
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3. Нехай A з точнiстю до еквiвалентностi матриць має вигляд

a11 0 . . . 0 . . . 0

a21 a22 . . . 0 . . . 0
...

... . . .
...

. . .
...

ai1 ai2 . . . aii . . . 0
...

... . . .
...

. . .
...

an1 an2 . . . ani . . . ann


,

де a11 6= 0, a22 6= 0, . . . , ann 6= 0. Покажемо, що тодi iснує матриця T порядку n

така, що

AT =


ε1 0 . . . 0

0 ε2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . εn


для деяких елементiв ε1, ε2, . . . , εn ∈ R.

Нехай a21 6= 0. Оскiльки область Безу є областю Оре [2], то для елементiв
a21, a22 ∈ R iснують ненульовi елементи x, y ∈ R такi, що a21x = −a22y. Тодi


a11 0 . . . 0

a21 a22 . . . 0
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann





x 0 0 . . . 0

y 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1


=

=


a11 x 0 . . . 0

0 a22 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 . . . ann

.

Очевидно, що a11x 6= 0. Отже, випадок a21 6= 0 зводиться до випадку, коли a21 = 0.

Продовжуючи даний процес, рухаючись вниз по матрицi, отримуємо матрицю T

таку, що

AT =



ε1 0 0 . . . 0

0 ε2 0 . . . 0

0 0 ε3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . εn


,

де ε1 6= 0, ε2 6= 0, . . . , εn 6= 0.
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Оскiльки область R є n-простою, то для елементiв ε1, ε2, . . . , εn iснують такi
u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . , vn ∈ R, що

u1ε1v1 + . . . + unεnvn = 1.

Тодi

(u1 . . . un)


ε1 0 0 . . . . . . 0

0 ε2 0 . . . . . . 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 . . . εn . . . 0




v1

...

vn

 = 1.

Звiдси

(u1 . . . un)AT

v1

...
vn

 = 1.

Нехай

T

v1

...
vn

 =

w1

...
wn


для деяких елементiв w1, w2, . . . , wn ∈ R. З рiвностi

(u1 . . . un)


ε1 0 0 . . . . . . 0

0 ε2 0 . . . . . . 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 . . . εn . . . 0




v1

...

vn

 = 1

випливає, що Rw1 + . . . + Rwn = R.

Оскiльки R — область Ермiта, то, згiдно з [4], рядок u1 . . . un i стовпчик
v1 . . . vn можна доповнити до зворотних матриць U i V вiдповiдно. Звiдси UAV =

=

1 ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

.

Очевидно, що матрицю UAV елементарними перетвореннями можна звести до

вигляду

1 0 0
...
0 A′

. Таким чином, базу iндукцiї доведено.

Iндукцiя за розмiрами матрицi завершує доведення теореми.
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