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UMOVY ISNUVANNQ OBMEÛENYX ROZV’QZKIV ODNOHO

KLASU NELINIJNYX DYFERENCIAL|NYX RIVNQN|

For systems of nonlinear differential equations  ( d x / d t ) = A ( x ) x + f ( t )  in the Banach space, sufficient
conditions for the existence of solutions bounded on the whole real axis  R  are obtained.

Dlq system nelinijnyx dyferencial\nyx rivnqn\  ( d x / d t ) = A ( x ) x + f ( t )  u banaxovomu prostori

otrymano dostatni umovy isnuvannq obmeΩenyx na vsij çyslovij prqmij  R  rozv’qzkiv.

Odnym iz vaΩlyvyx pytan\ teori] dyferencial\nyx rivnqn\ [ pytannq isnuvannq

obmeΩenyx na  R  rozv’qzkiv dyferencial\nyx system.

Na s\ohodnißnij den\ dostatn\o vyvçeni linijni systemy vyhlqdu  dx
dt

 =

= A ( t ) x + f ( t ) ,  de  f ( t ) ∈ C
0

 ( R ) .  Zokrema, v roboti [1] pokazano, wo systema ma[

[dynyj obmeΩenyj na  R  rozv’qzok pry bud\-qkomu  f ( t ) ∈  C
0

 ( R )  todi i til\ky

todi, koly isnu[ nevyrodΩena obmeΩena neperervno dyferencijovna symetryçna

matrycq  S ( t )   taka, wo

S t S t A t A t S t x xT(̇ ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,+ +[ ]   ≥  || x || ,    x ∈ R
n,

pry vsix  t ∈ R .

U vypadku, koly  A — stala matrycq, ce rivnosyl\no tomu, wo dlq ]] spektra

σ ( A )  spravedlyvym [ spivvidnoßennq

σ ( A )  ⊂  { λ ∈ C :  Re λ ≠ 0 } .

Systemy, qki magt\ taku vlastyvist\, nazyvagt\ we rehulqrnymy na osi  R  [1].

Dlq nelinijnyx system vyhlqdu

dx
dt

  =  A ( x ) x + f ( t ) ,

de  A ( x ) — neperervna j obmeΩena na  R  matryçna funkciq, vykonannq spivvid-

noßennq

σ ( A ( x ) )  ⊂  { λ ∈ C :  Re λ ≠ 0 } ,

qk pokazugt\ pryklady, ne6harantu[ isnuvannq obmeΩenoho na  R   rozv’qzku.

Tomu cikavym [ znaxodΩennq dodatkovyx umov, qki b zabezpeçyly dlq systemy

(2) isnuvannq takyx rozv’qzkiv.  Rozhlqnemo bil\ß zahal\nu zadaçu, a dlq c\oho

vvedemo deqki poznaçennq.

Nexaj  C0 — banaxiv prostir obmeΩenyx i neperervnyx na vsij osi  R   funk-

cij   x  = x ( t )   zi znaçennqmy v skinçennovymirnomu banaxovomu prostori  E  z

normog

|| x || 
C0  =  sup

t∈R

 || x ( t ) || 
E

i  C1 — banaxiv prostir usix tyx funkcij  x ∈ C
0,  dlq koΩno] z qkyx  dx

dt
 ∈ C

0  z

normog
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|| x || 
C1  =  max ,x

dx
dtC

C

0
0




.

Poznaçymo çerez  A ( x )  neperervnu na  E  funkcig zi znaçennqmy v   L  ( E , E  ) ,
de  L ( E, E ) — banaxiv prostir usix linijnyx neperervnyx operatoriv, wo digt\ u

prostori  E .

Rozhlqnemo nelinijne dyferencial\ne rivnqnnq

dx
dt

  =  A ( x ) x + f ( t ) . (1)

Dlq otrymannq osnovnyx tverdΩen\ vvedemo do rozhlqdu dopomiΩni opera-

tory  L : C1 → C
0  i  Ly : C1 → C

0,  y ∈ C
0,  wo vyznaçagt\sq rivnostqmy      

( L x ) ( t )  =  dx
dt

 – A ( x ( t ) ) x ( t ),

( Ly x ) ( t )  =  dx
dt

 – A ( y ( t ) ) x ( t ),

de  t ∈ R,  x ∈ C
1.

ZauvaΩymo, wo zavdqky neperervnosti  A ( x )  na  E  ta skinçennij rozmirnosti

prostoru  E  zadani operatory  L ,  L y  [ neperervnymy j obmeΩenymy na  C 1.

Krim c\oho, operator  Ly  [ linijnym operatorom pry koΩnomu fiksovanomu  y

∈ C
0.  Poznaçymo çerez  R  ( L )  mnoΩynu znaçen\ operatora  L.  Zrozumilo, wo

isnuvannq rozv’qzkiv dlq rivnqnnq (1) pry koΩnomu  f ∈ C
0  zada[t\sq rivnistg

R ( L )  =  C0. (2)

Dlq operatora  ( Ly x )  vymahatymemo, wob vykonuvalys\ umovy:

a)  dlq koΩnoho  y ∈  C
0  operator  L y : C

1 →  C
0  ma[ obernenyj neperervnyj

( Ly ) 
–

 
1 : C0 → C

1;

b)  sup
,

y
y C C

L
∈

−
( )

( )
C

L0
0 1

1  < + ∞.

Sformulg[mo osnovnu teoremu.

Teorema 1.  Prypustymo, wo funkciq  A (  x )  taka, wo vykonugt\sq umovy  a) 

i  b).  Todi dlq koΩno] funkci]  f ∈ C
0  dyferencial\ne rivnqnnq (1) ma[ xoça b

odyn rozv’qzok   x ∈ C
1.

Rozhlqnemo rivnqnnq

dx
dt

  =  A ( y ( t ) ) x + f ( t ),    t ∈ R, (3)

de  y = y ( t ) — dovil\nyj element prostoru  C 
0.  Oskil\ky ce rivnqnnq [ linij-

nym, dlq n\oho moΩna zastosuvaty teorig, vykladenu, napryklad, u robotax [1 –

4].  Zavdqky prypuwenng  a)  [dynyj rozv’qzok  x ∈  C
1  rivnqnnq (3), wo vidpovi-

da[ funkci]  f ∈ C
0,  zobraΩu[t\sq za dopomohog operatora  ( Ly ) 

–
 
1  u vyhlqdi

x  =  ( Ly ) 
–

 
1 f. (4)
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Dali, vvaΩagçy, wo funkcig  f ∈ C
0  zafiksovano, rozhlqnemo vidobraΩennq

U f : C 
0 →  C

0,  qke koΩnomu elementu  y ∈  C
0  stavyt\ u vidpovidnist\ element

( Ly ) 
–

 
1 f  c\oho Ω prostoru.  Ce vidobraΩennq, oçevydno, vyznaça[t\sq rivnistg

U f  =  ( Ly ) 
–

 
1 f, (5)

de  y ∈ C
0.

Zavdqky (4) i (5) oçevydnog [ taka teorema.

Teorema 2.  KoΩna neruxoma toçka vidobraΩennq  U  f : C 
0 →  C

0  [ obmeΩe-
nym rozv’qzkom dyferencial\noho rivnqnnq (1).

Takym çynom, dlq ob©runtuvannq teoremy61 dostatn\o dovesty nastupne

tverdΩennq.

Teorema 3.  U vypadku vykonannq umov a)  i  b)  dlq koΩnoho  f ∈ C
0  mnoΩyna

neruxomyx toçok vidobraΩennq  U f : C 
0 → C

0  [ neporoΩn\og.
Perß niΩ dovodyty cg teoremu, navedemo deqki vlastyvosti vidobraΩen\

U f ,  f ∈ C
0.

Lema&1.  Operator  U f : C 
0 → C

0  [ neperervnym dlq koΩnoho  f ∈ C
0.

Dovedennq.  Zafiksu[mo dovil\ni elementy  y = y ( t )  i  z = z ( t )  prostoru  C0

i rozhlqnemo dyferencial\ni rivnqnnq

dx
dt

  =  A ( y ( t ) ) x + f ( t ),

t ∈ R. (6)

dx
dt

  =  A ( z ( t ) ) x + f ( t ),

Nexaj  xy = xy ( t )  i  xz = xz ( t ) — vidpovidni rozv’qzky cyx rivnqn\, tobto

dx t

dt
y( )   ≡  A ( y ( t ) ) xy ( t ) + f ( t ),

t ∈ R. (7)

dx t

dt
z( )   ≡  A ( z ( t ) ) xz ( t ) + f ( t ),

Todi

xy  =  ( Ly ) 
–

 
1 f  =  U f y (8)

i

xz  =  ( Lz  ) 
–

 
1 f  =  U f z. (9)

Podamo (7) u vyhlqdi

dx t

dt
z( )  – A ( y ( t ) ) xz ( t )  ≡  [ A ( z ( t ) ) – A ( y ( t ) ) ] xz ( t ) + f ( t ),    t ∈ R.

Zvidsy otrymu[mo

xz  =  ( Ly ) 
–

 
1 ( [ A ( z ) – A ( y ) ] xz + f )  =

=  ( Ly ) 
–

 
1 f + ( Ly ) 

–
 
1 ( [ A ( z ) – A ( y ) ] xz )  =

=  ( Ly ) 
–

 
1 f + ( Ly ) 

–
 
1 ( [ A ( z ) – A ( y ) ] ( Lz  ) 

–
 
1 f ).
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OtΩe, na pidstavi (8) ta (9) ma[ misce rivnist\

U f z – U f y  =  ( Ly ) 
–

 
1 ( [ A ( z ) – A ( y ) ] U f z ). (10)

Dali, rozhlqnemo dovil\nu poslidovnist\  (  yn ) n ≥ 1  funkcij  yn ∈  C
0
,  n  ≥ 1,

dlq qko]

lim
n→∞

 || yn – y || 
C0  =  0. (11)

Vykorystovugçy otrymanu rivnist\ (10), zapysu[mo

U f yn – U f y  =  ( Ly ) 
–

 
1 ( [ A ( yn ) – A ( y ) ] U f yn ) (12)

dlq vsix  n ≥ 1.

Vraxovugçy (11), prypuwennq  b) ta rivnist\ (5), moΩemo stverdΩuvaty, wo

isnu[ çyslo  a > 0  take, wo

sup
n≥0

 || U f yn || 
C0  ≤  a.

Oskil\ky

|| [ A ( yn ) – A ( y ) ] U f yn || 
C0  =  sup

t∈R

 || [ A ( yn ( t ) ) – A ( y ( t ) ) ] ( U f yn ) ( t ) || 
E
  ≤

≤  sup
t∈R

 || A ( yn ( t ) ) – A ( y ( t ) ) || 
L

 ( E, 
E

 ) || U f yn || 
C0  ≤

≤  a sup
t∈R

 || A ( yn ( t ) ) – A ( y ( t ) ) || 
L

 ( E, 
E

 ) ,    n  ≥  1,

operatorna funkciq  A ( x )  [ neperervnog na  E,  a banaxiv prostir  E — skinçen-

novymirnym, to zavdqky (11)

lim
n→∞

 sup
t∈R

 || A ( yn ( t ) ) – A ( y ( t ) ) || 
L

 ( E, 
E

 )  =  0.

Todi na pidstavi umovy  b)

lim
n→∞

 || [ A ( yn ) – A ( y ) ] U f yn || 
C0  =  0

i

lim
n→∞

 || ( Ly ) 
–

 
1 ( [ A ( yn ) – A ( y ) ] U f yn ) || 

C0  =  0.

Zvidsy ta z (12) otrymu[mo

lim
n→∞

 || U f yn – U f y || 
C0  =  0. (13)

OtΩe, qkwo vykonu[t\sq spivvidnoßennq (11), to ma[ misce takoΩ rivnist\ (13).

Ce oznaça[, wo vidobraΩennq  U f : C
 0 → C

0  [ neperervnym u toçci  y ∈ C
0.  Os-

kil\ky toçku  y ∈ C
0  bulo vybrano dovil\no, to  U f  [ neperervnym na  C0  dlq

koΩnoho  f ∈ C
0.

Lemu61 dovedeno.

Dali, poznaçymo çerez  Br  zamknenu kulg

{ x ∈ C
0

 :  || x || 
C0 ≤ r }

i rozhlqnemo çyslo
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d  =  sup
,

y
y L

L
∈

−
( )

( )
C

C C0
0 1

1 .

Zavdqky umovi   b)  ce çyslo [ skinçennym.

Lema&2.  Zamknena kulq  Bd f C0   ( d f C0  — radius ci[] kuli) [ invariant-

nog po vidnoßenng do operatora  U f ,  tobto

|| U f y || C 

0  ≤  d f C0

dlq vsix  y ∈ C
0.

Spravedlyvist\ ci[] lemy vyplyva[ zi spivvidnoßennq

|| U f y || C 

0  =  || ( Ly ) 
–

 
1 f || C 

0  ≤  ( ) ≤−
( )

L f d fy L C C
1

0 1 0 0
C C,

,

qke spravdΩu[t\sq dlq vsix  y ∈ C
0  ta  f ∈ C

0  zavdqky umovi   b) 6ta rivnosti (5).

ZauvaΩennq&1.  Qkby vidobraΩennq   U f   na zamknenij kuli   Bd f C0    bulo

cilkom neperervnym, to do n\oho moΩna bulo b zastosuvaty teoremu Íaudera

pro neruxomu toçku [5].
Odnak, qk pokazu[ nastupnyj pryklad, operator  U  f  tako] vlastyvosti ne

ma[.

Pryklad&1.  Nexaj  E = R.  Rozhlqnemo funkcig

a ( x )  =  – 2 + sin ( x ),    x ∈ R,

ta dyferencial\ne rivnqnnq vyhlqdu (1)

dx
dt

  =  ( – 2 + sin ( x ) ) x + f ( t ),    t ∈ R.

Budemo vvaΩaty, wo  f ( t ) ≡ 1.  Rozhlqnemo takoΩ rivnqnnq vyhlqdu (3)

dx
dt

  =  ( – 2 + sin ( y ( t ) ) ) x + f ( t ),    t ∈ R.

Zavdqky tomu, wo

– 3  ≤  a ( y ( t ) )  ≤  – 1

dlq vsix  t ∈ R,  dlq operatora  Ly : C1 → C
0,  wo vyznaça[t\sq rivnistg

( Ly x ) ( t )  =  dx
dt

 – ( – 2 + sin ( y ( t ) ) ) x ( t ) + f ( t ),    x ∈ R,

vykonugt\sq umovy a),  b) teoremy61.

PokaΩemo, wo operator  U  f 
,  vyznaçenyj spivvidnoßennqm (5), pry  f ( t ) ≡  1

(dali budemo poznaçaty joho  U1 
)  ne6[ cilkom neperervnym.

Rozhlqnemo dovil\ne çyslo  ε ∈ ( 0, 1 ),  funkcig

yn, ε ( t )  =  

  

εcos , , ,

, \ , ,

( ) ∈ π − π π + π[ ]
∈ π − π π + π[ ]







t t n n

t n n

qkwo

qkwo

2 2 2 2

0 2 2 2 2R

    n ∈ Z,

i dyferencial\ne rivnqnnq

dx
dt

  =  ( – 2 + sin ( yn, ε ( t ) ) ) x + 1,    t ∈ R. (14)
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Nexaj  xn, ε = xn, ε ( t ) — rozv’qzok rivnqnnq (14).  Lehko perekonatys\ u tomu,

wo

xn, ε ( t )  =  x0, ε ( t – 2nπ ),    n ∈ Z ,

xn, ε  ≠  xm, ε ,    qkwo    n  ≠  m,

i

lim ,
t

nx t
→∞

( ) =ε
1
2 . (15)

Zavdqky (15) ta tomu, wo  xn , ε ( t )  ne6moΩe dorivngvaty totoΩno  
1
2 ,  moΩna

pidibraty take dostatn\o velyke çyslo  n0 ∈ N,  wo vykonuvatymet\sq nerivnist\

inf
, :n m kn k n m∈{ ∈ } ≠0 Z

 || xn , ε – xm, ε || C0  >  0. (16)

Oskil\ky

xn, ε + U1 
yn, ε 

,    n ∈ Z,

i mnoΩyna

{ yn, ε :  n ∈ n0 
Z }

[ obmeΩenog v  C 
0,  zavdqky (16) mnoΩyna

{ xn , ε :  n ∈ n0 
Z }  =  U1 

{ yn , ε :  n ∈ n0 
Z }

ne6[ peredkompaktnog v  C 
0  (ni6dlq qkoho  ε ∈ ( 0, 1 ) ).  Ce oznaça[, wo operator

U1  ne6[ cilkom neperervnym.

Lema&3.  VidobraΩennq  U f : C
0 → C

0,  f ∈ C
0,  [  c -neperervnym.

Dovedennq.  ZauvaΩymo, wo v danomu vypadku, vraxovugçy linijnist\ ope-

ratora  (  Ly )  i te, wo  dim E < ∞,  operator  (  Ly ) 
–

 
1 : C 

0 →  C
1  bude  c -neperer-

vnym [6 – 11].

Rozhlqnemo dovil\ni  y ∈ C 
0  i poslidovnist\  yk ∈ C 

0,  k ∈ N,  dlq qkyx

  
y yk

Clok.,
0

 →     pry    k → ∞. (17)

Nexaj  xy ∈ C1  i  xyk
 ∈ C1,  k ∈ N, — taki funkci], wo

dx

dt
y   ≡  A ( y ( t ) ) xy ( t ) + f ( t ) (18)

i

dx

dt
yk   ≡  A ( yk ( t ) ) xyk

 ( t ) + f ( t ).

Podamo druhe iz cyx spivvidnoßen\ u vyhlqdi

dx

dt
yk   ≡  A ( y ( t ) ) xyk

 ( t ) + [ A ( yk ( t ) ) – A ( y ( t ) ) ] xyk
 ( t ) + f ( t ). (19)

Zhidno z prypuwennqmy  a)  ta  b),  a takoΩ (18), (19) otrymu[mo

xy  =  ( Ly ) 
–

 
1 f
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i

xyk
  =  ( Ly ) 

–
 
1 ( f + [ A ( yk ( t ) ) – A ( y ( t ) ) ] xyk

 ( t ) ),    k  ≥  1.

Na pidstavi (5) ta lemy62 poslidovnist\  ( xyk
 ) k ≥ 1  [ obmeΩenog.  Tomu zavdqky

(17), neperervnosti  A ( x )  na  E  ta skinçennij rozmirnosti prostoru  E

[ A ( yk ( t ) ) – A ( y ( t ) ) ] xyk
 ( t )  lok., C0

 →   0    pry    k → ∞.

Tomu

f + [ A ( yk ( t ) ) – A ( y ( t ) ) ] xyk
 ( t )    

lok., C0

 →   f    pry    k → ∞.

Zvidsy z uraxuvannqm  c -neperervnosti operatora  ( Ly ) 
–

 
1 : C0 → C

1  otrymu[mo

xyk
    

lok., C0

 →   xy      pry    k → ∞. (20)

Oskil\ky na pidstavi (5)

xy  =  U f y  =  ( Ly ) 
–

 
1 f

i

xyk
  =  U f yk  =  ( Lyk

 ) 
–

 
1 f,    r  ≥  1,

to

U f yk    
lok., C0

 →   U f y    pry    k → ∞, (21)

wo j dovodyt\ lemu63.

ZauvaΩymo, wo zavdqky (20) vykonu[t\sq ne6lyße spivvidnoßennq (21), a j

spivvidnoßennq

U f yk  
lok., C1

 →   U f y    pry    k → ∞.

Dali navedemo we odnu vlastyvist\.

Lema&4.  VidobraΩennq  U f : C
0 → C

0,  f ∈ C
0,  [  c -cilkom neperervnym.

Spravdi, zavdqky prypuwenng   b) 6ta rivnosti (5) vykonu[t\sq ne6til\ky ne-

rivnist\

|| U f y || C 
0  ≤  d f C0

dlq vsix  y ∈ C
0  ta  f ∈ C

0,  a j nerivnist\

|| U f y || C0  ≤  d f C0 ,    y,  f ∈ C
0.

Tomu

  
sup
t

fd y t

dt∈

( )( )

R

U
  ≤  d f C0

dlq dovil\no] funkci]  y ∈ C0.  Cq nerivnist\ na pidstavi teoremy Arcela [12]
oznaça[, wo mnoΩyna

{ ( U f y ) | [ a, b ] : y ∈ C 
0

 }

[ peredkompaktnog v  C0
 [ a, b ]  dlq dovil\nyx   a, b ∈  R ( a < b )  (  z | [ a, b ] — zvu-

Ωennq funkci]  z = z ( t )  na vidrizok   [ a, b ] ).
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Zvidsy ta z  c -neperervnosti vidobraΩennq  U  f : C 
0 →  C

0,  f ∈  C
0,  vyplyva[,

wo ci vidobraΩennq [  c -cilkom neperervnymy.

Lemu64 dovedeno.

Dovedennq teoremy&3.  U vypadku vykonannq prypuwen\ a) i b) dlq koΩ-

noho  f ∈ C
0  na pidstavi lem 1, 2

 
U f d f d fB B

C C2 0 0⊂ ,

i vidobraΩennq  U f : B d f C2 0  → Bd f C0   [  c -cilkom neperervnym.

Qk vidomo [11], qkwo operator  L : Br1
 → Br2

  [  c -cilkom neperervnym i   r1 >

> r2 
,   to   L    ma[ v   Br2

   xoça6b odnu neruxomu toçku.  Tomu v zamknenij kuli

Bd f C0   vidobraΩennq  U f  takoΩ ma[ xoça6b odnu neruxomu toçku.

Teoremu dovedeno.

Pryklad&2.  Rozhlqnemo neperervnu na  R  funkcig

a ( x )  =  

 

1 1

1
1

3
2

1
1

2
3
2

, ,

, ,

, .

qkwo

qkwo

qkwo

x

x
x

x
x

≤

< ≤

− >













Oçevydno, wo

2
3

  ≤  a ( x )  ≤  1 (22)

dlq vsix  x ∈ R.

Rozhlqnemo dyferencial\ne rivnqnnq

dx

dt
  =  a ( x ) x + f ( t ),    t ∈ R. (23)

Zavdqky (22) dlq (23) vykonugt\sq vymohy, zaznaçeni v prypuwennqx a) ta b).

Nexaj  f ( t ) ≡ – 1 ≠ 0.  Oskil\ky todi

a ( x ) x – 1  =  0

dlq vsix  x ∈ 1
3
2

,





,  to rivnqnnq (23) pry  f ( t ) ≡  – 1 ≠ 0  ma[ neskinçenne çyslo

rozv’qzkiv  x ( t ) ≡  C,  de  C  ∈  1
3
2

,




.  OtΩe, rivnqnnq vyhlqdu (1) moΩut\ maty

dlq deqkyx  f ∈ C0  ne6[dynyj rozv’qzok  x ∈ C1.
ZauvaΩennq&2.  Vymohy, wo mistqt\sq u prypuwennqx a) i b), spravdΩugt\-

sq dlq dyferencial\noho rivnqnnq (1) u vypadku  E = R,  qkwo:

1) funkciq [ neperervnog na  R;

2) vykonu[t\sq spivvidnoßennq  inf
t

a x
∈

( )
R

 > 0.
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