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ЩIЛЬНIСТЬ МНОЖИНИ ЗАДАЧ КОШI
З НЕЄДИНИМИ РОЗВ’ЯЗКАМИ У МНОЖИНI ВСIХ ЗАДАЧ КОШI

We prove the following theorem: Let E be an arbitrary Banach space, G be an open set in the space R×E, and f : G→ E
be an arbitrary continuous mapping. Then, for an arbitrary point (t0, x0) ∈ G and an arbitrary number ε > 0, there exists
a continuous mapping g : G→ E such that

sup
(t,x)∈G

‖g(t, x)− f(t, x)‖ 6 ε

and the Cauchy problem
dz(t)

dt
= g(t, z(t)), z(t0) = x0

has more than one solution.

Доказана следующая теорема. Пусть E — произвольное банахово пространство, G — открытое множество в прост-
ранстве R×E и f : G→ E — произвольное непрерывное отображение. Тогда для произвольных точки (t0, x0) ∈ G
и числа ε > 0 существует такое непрерывное отображение g : G→ E, что

sup
(t,x)∈G

‖g(t, x)− f(t, x)‖ 6 ε

и задача Коши
dz(t)

dt
= g(t, z(t)), z(t0) = x0

имеет более чем одно решение.

Нехай E — довiльний банахiв простiр iз нормою ‖ · ‖, R — множина всiх дiйсних чисел, G —
область у просторi R× E i f : G→ E — неперервне вiдображення.

Зафiксуємо довiльну точку (t0, x0) ∈ G i розглянемо задачу Кошi

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), x(t0) = x0. (1)

Для цiєї задачi важливим є наступне твердження.
Теорема 1 (Пеано). При виконаннi наведених умов у випадку скiнченновимiрного простору

E задача Кошi (1) має хоча б один розв’язок.

Доведення цiєї теореми або її окремих випадкiв мiстяться в багатьох книгах iз теорiї зви-
чайних диференцiальних рiвнянь (див., наприклад, [1 – 4]).

Зазначимо, що в теоремi Пеано вимога скiнченної розмiрностi простору E є суттєвою, що
пiдтверджується наступним твердженням.

Теорема 2 [5]. Кожний банахiв простiр, в якому справджується теорема Пеано, є скiн-
ченновимiрним.

Згiдно з цiєю теоремою для кожного нескiнченновимiрного банахового простору E iснують
неперервне вiдображення f : G → E i точка (t0, x0) ∈ G, для яких задача Кошi (1) не має
жодного розв’язку (таке вiдображення наведено в [5]). Те, що iснують банаховi простори,
в яких теорема Пеано є хибною, показав у 1950 р. Ж. Дьєдонне [6] (таку властивiсть має
простiр c0).

Аналог теореми Годунова справджується i для довiльного ненормованого простору Фреше,
що показано С. Г. Лобановим [7] i С. А. Шкарiним [8]. Сильнiший результат встановлено у
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статтi С. Г. Лобанова i О. Г. Смолянова [9], де показано, що для довiльного ненормованого

простору Фреше E iснує таке неперервне вiдображення f : E → E, що рiвняння
dx

dt
= f(x) не

має розв’язкiв.
Таким чином, прикладiв задач Кошi без розв’язкiв є достатньо багато. Автором було пока-

зано, що у випадку нескiнченновимiрного банахового простору E множина задач Кошi (1) з
порожньою множиною розв’язкiв є щiльною у множинi всiх задач Кошi [10]. Справедливим є
таке твердження.

Теорема 3 [10]. Нехай E i f : R×E → E — довiльнi нескiнченновимiрний банахiв простiр
i неперервне вiдображення вiдповiдно.

Тодi для довiльних точки (t0, x0) ∈ R×E i числа ε > 0 iснує таке неперервне вiдображення
g : R× E → E, що

sup
(t,x)∈R×E

‖g(t, x)− f(t, x)‖ 6 ε

i задача
dz(t)

dt
= g(t, z(t)), t ∈ (t0 − δ, t0 + δ), z(t0) = z0

не має жодного розв’язку для кожного δ > 0.

У цiй теоремi множину R× E можна замiнити областю G.

Зазначимо, що у випадку виконання умов теореми Пеано задача Кошi може мати неєдиний
розв’язок, що пiдтверджується наступним вiдомим прикладом.

Приклад. Розв’язками задачi Кошi

dx

dt
=
√
|x|, x(0) = 0

є функцiї

x = 0,

x =

−4
−1(t− c1)2, якщо t < c1,

0, якщо t > c1,

x =

0, якщо t < c2,

4−1(t− c2)2, якщо t > c2,

i

x =


−4−1(t− c1)2, якщо t < c1,

0, якщо c1 6 t 6 c2,

4−1(t− c2)2, якщо t > c2,

де c1 i c2 — довiльнi числа iз промiжкiв (−∞, 0] i [0,+∞) вiдповiдно.
Зауважимо, що якщо задача Кошi має бiльше нiж один розв’язок, то у випадку скiнчен-

новимiрного простору E вона має незлiченну множину розв’язкiв (див. теорему Кнезера [3,
с. 28 – 30; 11]).
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Задачi Кошi з неєдиними розв’язками не є рiдкiстю. Такi задачi утворюють множину, що
є щiльною у множинi всiх задач Кошi. Це ми покажемо далi у випадку довiльного банахового
простору E.

Основним результатом цiєї статтi є наступне твердження.
Теорема 4. Нехай G — область у просторi R × E i f : G → E — довiльне неперервне

вiдображення (банахiв простiр E може мати довiльну розмiрнiсть).
Тодi для довiльних точки (t0, x0) ∈ G i числа ε > 0 iснує таке неперервне вiдображення

g : G→ E, що

sup
(t,x)∈G

‖g(t, x)− f(t, x)‖ 6 ε (2)

i задача Кошi
dx(t)

dt
= g(t, x(t)), x(t0) = x0 (3)

має бiльше нiж один розв’язок.

Зазначимо, що у випадку E = R аналогiчне твердження мiститься у статтi А. Бека [12]
(теорема 5.1), де побудовано, зокрема, приклад рiвняння, що має континуум рiзних скрiзь
визначених еволюцiйних (розв’язуючих) вiдображень, кожне з яких є неперервним.

При доведеннi теореми 4 використаємо приклад неєдиностi Ф. Хартмана [3, с. 31 – 35;
13]. Ф. Хартманом побудовано неперервну функцiю U : R2 → R таку, що для кожної точки
(t0, x0) ∈ R2 задача Кошi

dx(t)

dt
= U(t, x(t)), x(t0) = x0 (4)

має бiльше нiж один розв’язок на кожному iз вiдрiзкiв [t0, t0 + γ] i [t0 − γ, t0] при довiльному
γ > 0.

Очевидно, що аналогiчну властивiсть має i задача Кошi

dx(t)

dt
= U(t+ α, x(t) + β), x(t0) = x0 (5)

для довiльних дiйсних чисел α i β.
Перший приклад такого типу запропоновано М. А. Лаврентьєвим [14].
Доведеня теореми 4. Спочатку розглянемо випадок, коли банахiв простiр E є дiйсним i

dimE > 2.

Зафiксуємо довiльний нормований вектор a ∈ E. Розглянемо пiдпростiр E1 = {ta : t ∈ R}
простору E. Оскiльки пiдпростiр E1 скiнченновимiрний (dimE1 = 1), то пiдпростiр E1 має
пряме доповнення [15, c. 100], тобто iснує такий пiдпростiр E2 простору E, що E = E1 ⊕ E2.

Нехай P1 — оператор проектування на E1 паралельно E2 i P2 — оператор проектування на E2

паралельно E1 [16, с. 33].
Розглянемо дiйснi числа x0,1 i f1(t0, x0), що визначаються рiвностями

P1x0 = x0,1a

i

P1f(t0, x0) = f1(t0, x0)a. (6)

Нехай δ1, δ2 i δ3 — такi дiйснi числа, що
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|δ1| < ε, (7)

f1(t0, x0) + δ1 6= 0

i

U(t0 + δ2, x0,1 + δ3) 6= 0,

де U — функцiя, що й у задачi Кошi (4). Розглянемо число

k =
f1(t0, x0) + δ1

U(t0 + δ2, x0,1 + δ3)
(8)

i неперервну функцiю

qr(t, x) =


1, якщо |t− t0|+ ‖x− x0‖ 6 r,

2− |t− t0|+ ‖x− x0‖
r

, якщо r < |t− t0|+ ‖x− x0‖ < 2r,

0, якщо |t− t0|+ ‖x− x0‖ > 2r,

де r ∈ (0,+∞).

Визначимо неперервне вiдображення g : G→ E за допомогою рiвностей

P1g(t, x) = qr(t, x)kU(t0 + δ2 + k(t− t0), x1 + δ3)a+ (1− qr(t, x))P1f(t, x)

i

P2g(t, x) = qr(t, x)P2f(t0, x0) + (1− qr(t, x))P2f(t, x),

де x1 — таке дiйсне число, що

P1x = x1a.

Iз цих рiвностей, (6) i (8) випливає

P1(g(t, x)− f(t, x)) = qr(t, x)(kU(t0 + δ2 + k(t− t0), x1 + δ3)a− P1f(t, x)) =

= qr(t, x)

(
f1(t0, x0) + δ1

U(t0 + δ2, x0,1 + δ3)
U(t0 + δ2 + k(t− t0), x1 + δ3)a− P1f(t, x)

)
=

= qr(t, x)

(
(f1(t0, x0) + δ1)

(
U(t0 + δ2 + k(t− t0), x1 + δ3)

U(t0 + δ2, x0,1 + δ3)
− 1

)
+ δ1

)
a+

+qr(t, x)P1(f(t0, x0)− f(t, x))

i

P2(g(t, x)− f(t, x)) = qr(t, x)P2(f(t0, x0)− f(t, x)).

Тому

g(t, x)− f(t, x) = P1(g(t, x)− f(t, x)) + P2(g(t, x)− f(t, x)) =

= qr(t, x)

(
(f1(t0, x0) + δ1)

(
U(t0 + δ2 + k(t− t0), x1 + δ3)

U(t0 + δ2, x0,1 + δ3)
− 1

)
+ δ1

)
a+
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+qr(t, x)(f(t0, x0)− f(t, x)),

оскiльки P1 + P2 — одиничний оператор.
Отже,

‖g(t, x)− f(t, x)‖ 6

6 qr(t, x)

(
|f1(t0, x0) + δ1|

∣∣∣∣U(t0 + δ2 + k(t− t0), x1 + δ3)

U(t0 + δ2, x0,1 + δ3)
− 1

∣∣∣∣+ |δ1|)+

+qr(t, x)‖f(t0, x0)− f(t, x)‖.

Звiдси, з означення qr(t, x), нерiвностi (7) та з неперервностi f i U випливає, що виконується
спiввiдношення (2) для всiх r ∈ (0, r∗], де r∗ — достатньо мале додатне число. Будемо вважати,
що число r∗ є настiльки малим, що вiдкрита куля

B((t0, x0), r
∗) = {(t, x) ∈ R× E : |t− t0|+ ‖x− x0‖ < r∗}

є пiдмножиною областi G.
Далi для побудованого вiдображення g : G→ E при r = r∗ розглянемо задачу Кошi (3). Цю

задачу на кулi B((t0, x0), r
∗) можна подати у виглядi

dx1(t)

dt
a = kU(t0 + δ2 + k(t− t0), x1(t) + δ3) a, x1(t0) = x0,1,

dP2x(t)

dt
= P2f(t0, x0), P2x(t0) = P2x0,

(9)

де x1(t) — функцiя зi значеннями в R, для якої P1x(t) = x1(t)a. Використаємо нову змiнну
τ = t0 + k(t − t0). Враховуючи, що t = t0 + k−1(τ − t0), отримуємо, що задача Кошi (9) по
вiдношенню до нових функцiй

w1(τ) = x1(t0 + k−1(τ − t0)) (10)

i

w2(τ) = P2x(t0 + k−1(τ − t0)) (11)

має вигляд

dw1(τ)

dτ
a = U(τ + δ2, w1(τ) + δ3) a, w1(t0) = x0,1,

dw2(τ)

dτ
= k−1P2f(t0, x0), w2(t0) = P2x0.

(12)

Перше рiвняння задачi (12) для кожного достатньо малого числа γ > 0 має на кожному
iз вiдрiзкiв [t0, t0 + γ] i [t0 − γ, t0] бiльше нiж один розв’язок, оскiльки a 6= 0 i аналогiчну
властивiсть має задача (5). Друге рiвняння задачi (12), очевидно, для кожного достатньо малого
числа γ > 0 має єдиний розв’язок w2(τ) = P2x0 + (τ − t0)k−1P2f(t0, x0) на вiдрiзку [t0 −
−γ, t0+γ]. Тому згiдно з (10) i (11) задача Кошi (9) для кожного достатньо малого числа γ > 0

має на кожному iз вiдрiзкiв [t0, t0 + γ] i [t0 − γ, t0] бiльше нiж один розв’язок.
Отже, задача Кошi (3) має бiльше нiж один розв’язок.
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Таким чином, у випадку дiйсного простору E i dimE > 2 теорему 4 доведено.
Розглянемо випадок комплексного простору E, для якого dimE > 1. У цьому випадку мож-

на використати декомплексифiкацiю простору E [17, с. 17, 18]. Тодi задача (3) в комплексному
просторi E рiвносильна аналогiчнiй задачi в деякому дiйсному просторi Ê, розмiрнiсть якого
не менша 2. Тому можна скористатися розглянутим вище випадком дiйсного простору.

Якщо простiр E дiйсний i dimE = 1, то доведення теореми суттєво спрощується (у наве-
дених вище мiркуваннях потрiбно вважати, що E1 = E). Доведення теореми у цьому випадку
з використанням прикладу неєдиностi Ф. Хартмана наведено у [18].

Теорему 4 доведено.
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