
ÓÄÊ 517.9:517.87

Î.Ã. ÍÀÊÎÍÅ×ÍÈÉ, Þ.Ì. ØÅÂ×ÓÊ, Â.Ê. ×ÈÊÐ²É

ÎÖ²ÍÊÀ ÍÅÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÈÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐ²Â ÄÈÔÅÐÅÍÖ²ÀËÜÍÈÕ
Ð²ÂÍßÍÜ Â ÓÌÎÂÀÕ ÍÅÂÈÇÍÀ×ÅÍÎÑÒ²

Àíîòàö³ÿ. Íàâåäåíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ çà ôóíêö³îíàëîì
òà ãàðàíòîâàíèõ îö³íîê íåñòàö³îíàðíèõ ïàðàìåòð³â ñèñòåì äèôåðåíö³àëüíèõ
ð³âíÿíü. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ïîøèðåíî íà âèïàäîê äèñêðåòíèõ ñïîñòåðå-
æåíü äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. ßê ïðèêëàä ïðåäñòàâëåíî ðå-
çóëüòàòè îö³íêè ïàðàìåòð³â äëÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ïîøèðåííÿ ³íôîðìàö³¿
îäíîãî âèäó â ñîö³óì³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ, íåñòàö³îíàðí³ ïàðàìåòðè, îïòè-
ìàëüí³ çà ôóíêö³îíàëîì îö³íêè, ãàðàíòîâàí³ îö³íêè, íåâèçíà÷åí³ñòü.

Äîñë³äæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñò³ ïîðîäæóº íèçêó
çàäà÷, ÿê³, çîêðåìà, ðîçãëÿíóòî â [1–3]. Îäí³ºþ ç íèõ º çíàõîäæåííÿ îö³íîê
ïàðàìåòð³â ñèñòåìè, àëãîðèòìè ïîáóäîâè ÿêèõ ïðîàíàë³çîâàíî â [4, 5].

Íåõàé íà ³íòåðâàë³ t T�( , )0 ñïîñòåð³ãàºòüñÿ âåêòîð-ôóíêö³ÿ x t R n( ) � , ÿêà

º óçàãàëüíåíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ

�( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ( )x t F t x t t f t x t t� � �� � , (1)

äå F t x t( , ( )) — çàäàíà ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ ðîçì³ðíîñò³ n m� , f t x t R n( , ( )) � —

çàäàíà âåêòîð-ôóíêö³ÿ, �( )t R m� , �( )t R n� — íåâ³äîì³ âåêòîð-ôóíêö³¿.

Ïîçíà÷èìî L Tm2 0, ( , ) òà L Tn2 0, ( , ) — ïðîñòîðè âèì³ðíèõ ³íòåãðîâíèõ ç êâàä-

ðàòîì íà ( , )0 T ôóíêö³é ³ç ïðîñòîð³â R m òà R n â³äïîâ³äíî. Ïðèïóñòèìî, ùî

F t x t( , ( )) ³ f t x t( , ( )) — îáìåæåí³ òà íåïåðåðâí³ íà ( , )0 T ôóíêö³¿ ñâî¿õ àðãóìåíò³â,
ôóíêö³ÿ �( )t Q� , t T�( , )0 , äå Q — êëàñ k k– ( )1 1� ðàç³â íåïåðåðâíî äèôå-
ðåíö³éîâíèõ âåêòîð-ôóíêö³é, äëÿ ÿêèõ ³ñíóº óçàãàëüíåíà ïîõ³äíà k-ãî ïîðÿäêó;
ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî �( )t íàëåæèòü ïðîñòîðó L Tm2 0, ( , ), à ôóíêö³ÿ �( )t — ïðî-
ñòîðó L Tn2 0, ( , ).

Îçíà÷åííÿ 1. Ï³ä óçàãàëüíåíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (1) ç ïî÷àòêîâîþ óìî-
âîþ x x( )0 0� ðîçóì³ºìî âåêòîð-ôóíêö³þ x t( ), ÿêà º ðîçâ’ÿçêîì ³íòåãðàëüíîãî
ð³âíÿííÿ

x t x F x d f x d t

t t

( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ( ),� � � � �� �0

0 0

1 0� � � � � � � � � t T	 , (2)

äå � � � �1

0

( ) ( )t d

t

� � .

Ïðèïóñêàºìî, ùî ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (2) ³ñíóº òà ºäèíèé.

Çàäà÷à ïîëÿãàº ó çíàõîäæåíí³ îïòèìàëüíî¿ â ïåâíîìó ñåíñ³ îö³íêè ôóíêö³¿
�( )t Q� , t T�( , )0 , ³ç çàäàíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè x t( ), t T�( , )0 , òà â³äîìèìè îá-
ìåæåííÿìè íà ôóíêö³¿ �( )t òà �1 ( )t .

Ïðèïóñòèìî, ùî ( , )� �1 �G , ïðè÷îìó ìíîæèíà G çàäàºòüñÿ ó âèãëÿä³
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äå q t ii ( ), ,�1 2, — íåïåðåðâí³ íà ( , )0 T ôóíêö³¿, òàê³ ùî äëÿ äåÿêîãî ÷èñëîâîãî ïà-

ðàìåòðà � � 0 âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ q ti
2 ( ) � � , i �1 2, ; � 2 ( )T — â³äîìå çíà÷åííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Ó ïðîñòîð³ L Tm2 0, ( , ) ìíîæèíà G º íåîáìåæåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî � ( ) ( ) ( )k t u t� , t T�( , )0 ; òîä³ âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü

� � �( ) ~ ( ) ~ ( )t t t� �1 2 ,

äå ôóíêö³ÿ ~ ( )�1 t çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ ~ ( ) ( )( )�
1
k t u t� , ~ ( )( )�

1
0s t � , s k� �0 1, ,

t T�( , )0 , ³ º îáìåæåíîþ â ïðîñòîð³ L Tm2 0, ( , ), à ôóíêö³ÿ ~ ( )�2 t , t T�( , )0 , ìàº

âèãëÿä ~ ( )�2

0

1

t c ts
s

s

k

�
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�


 , äå cs, s k� �0 1, , — äîâ³ëüí³ âåêòîðè, ~ ( )�2 t íåîáìåæåíà

â L Tm2 0, ( , ).

Çàóâàæèìî, ùî ~ ~� �1 2� �G , ³ çà ðàõóíîê äîâ³ëüíèõ âåêòîð³â cs, s k� �0 1, ,

íîðìà ôóíêö³¿ ~ ~� �1 2� ó ïðîñòîð³ L Tm2 0, ( , ) ìîæå áóòè íåîáìåæåíîþ.

Òâåðäæåííÿ 2. Ìàº ì³ñöå ïðåäñòàâëåííÿ
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, (3)

äå cs
s� � ( ) ( )0 , s k� �0 1, .

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâåäëèâ³ñòü öüîãî òâåðäæåííÿ ïåðåâ³ðÿºòüñÿ äèôå-
ðåíö³þâàííÿì k �1 ðàç³â âèðàçó (3). Îòðèìóºìî ð³âí³ñòü

� � � �( ) ( )( ) ( ) ( )k
t

kt u d� �� ��
1

0

1 0 ,

äå u t tk( ) ( )( )� � .

Ïîçíà÷èìî y t( ) òà �( )t , t T�( , )0 , ôóíêö³¿:

y t x t x f x d

t

( ) ( ) ( ) ( , ( ))� � � �0

0

� � �, � � � � � �( ) ( , ( )) ( )t F x d

t

� �
0

,

à G1 — ìíîæèíó G y T1
2� � 	{ }� � � �: ( , ) ( )
 .

Çàóâàæåííÿ 1. Î÷åâèäíî, ùî âñ³ ìîæëèâ³ ôóíêö³¿ �( )t äëÿ ñïîñòåðåæåíü

x t( ), t T�( , )0 , íàëåæàòü ìíîæèí³ G1.

Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêö³þ � ( )� t , t T�( , )0 , ÿêà çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè

� min ( , )� � �
�

� �
�

Arg
G

y
1


 , íàçâåìî îïòèìàëüíîþ çà ôóíêö³îíàëîì.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî ôóíêö³ÿ � ( )� t , t T�( , )0 , ³ñíóº, òî � ( )� t íàëåæèòü ìíî-

æèí³ G1.

Îçíà÷åííÿ 3. Ôóíêö³þ ��1, t T�( , )0 , ùî çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè

inf sup | | | | sup | | � | |
� � �

� � � � �
1 1 2 1 2 1

1 2 1 2
� � �

� � � �
G G G
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/

� � � ��
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�
�

��

�

�
�

��
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0

1 2

d

T

,

íàçâåìî ãàðàíòîâàíîþ L2-îö³íêîþ ôóíêö³¿ �( )t , à âåëè÷èíó � — ãàðàíòîâà-
íîþ L2-ïîõèáêîþ ôóíêö³¿ � ( )�1 t .

Çíàéäåìî ñïî÷àòêó îïòèìàëüíó çà ôóíêö³îíàëîì ôóíêö³þ � ( )� t , t T�( , )0 .
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Ëåìà 1. Ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü
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Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî îñê³ëüêè ñïðàâåäëèâå ïðåäñòàâëåííÿ
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Âðàõîâóþ÷è ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, îäåðæóºìî ïîòð³áíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ
ôóíêö³îíàëó 
( , )� �y� .

Ïîçíà÷èìî äàë³ I u c( , ) ôóíêö³îíàë âèãëÿäó I u c y( , ) ( , )� �
 � � , äå

c c ck� �
�( , , )0 1� , çíàê � — ñèìâîë òðàíñïîíóâàííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ( �, � ) min ( , )u c I u c
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� �� � �q t u t t dt F t u d t
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çâ³äêè îäåðæèìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ

q t u t F t u d q F t y d

T

1
2

2

0
2
2

2( ) � ( ) ( , ) � ( ) ( ) ( , ) ( )� ��
�� � � � � � �
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1

0

1T

p p

p

k

c g t� 
�
�

�

( ), (4)

äå g t q F t g dp p

T

1 2
2

2

0

( ) ( ) ( , ) ( )*� � � � � �, p k� �0 1, .

Òâåðäæåííÿ 3. Ôóíêö³ÿ � ( )u c º ºäèíèì ðîçâ’ÿçêîì ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (4).

Ëåìà 2. ²ñíóº ºäèíà ôóíêö³ÿ � ( )u c òàêà, ùî � ( ) min ( , )u c I u c
u

�Arg �c.

Äîâåäåííÿ. Îñê³ëüêè ôóíêö³îíàë I u c( , ) äëÿ çàäàíîãî âåêòîðà c º íàï³âíåïå-

ðåðâíèì çíèçó ³ ñèëüíî-îïóêëèì, ïðè÷îìó lim ( , )
|| ||u

I u c
%&

� & , òî çã³äíî ç [6]

³ñíóº ºäèíà ôóíêö³ÿ � ( )u c òàêà, ùî � ( ) min ( , )u c I u c
u

�Arg .

Ïîçíà÷èìî u t t T1 0( ), ( , )� , ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ

q t u t F t u d q F t y

T

1
2

1 2 1

0
2
2

2( ) � ( ) ( , ) � ( ) ( ) ( , ) ( )*� �� � � � � � � d

T

�

0

� , (5)

à U tp ( ), p k� �0 1, , — ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü

q t U t F t U d g t p kp p

T

p1
2

2

0

1 0 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( ), ,� � � � �� � � � . (6)

Ëåìà 3. Ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü

� ( ) ( ) ( )u t u t U t cp p

p

k

� �
�

�


1

0

1

.
(7)

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâåäëèâ³ñòü ïðåäñòàâëåííÿ (7) âèïëèâàº ç ë³í³éíîñò³ ³íòåã-
ðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (4).

Òâåðäæåííÿ 4. ²ñíóº ºäèíèé âåêòîð ç ì³í³ìàëüíîþ íîðìîþ òàêèé, ùî
min ( � ( ), ) ( � ( � ), � )

c
I u c c I u c c� .

Äîâåäåííÿ. Îñê³ëüêè
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F t F t U d p kp p
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Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà âåêòîð³â òàêèõ, ùî � min ( � ( ), )c I u c c
c

�Arg , º ðîçâ’ÿç-
êîì ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (ÑËÀÐ)

p

k

p p p pA c a p k

2

1 2 2 1

0

1

1 0 1

�

�


 � � �, , , . (8)

Òàêó ÑËÀÐ (8) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿä³

Ac a� , (9)

äå A Ap p p p

k�
�

�{ }
1 2 1 2 0

1
, ,

, a a ak� �
�( , ..., )0 1 .

ßêùî ìàòðèöÿ A âèðîäæåíà, òî âñ³ ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ð³âíÿíü (9) ìàþòü âèãëÿä

c A a� �� 
 ,

äå 
 �ker A, òîáòî A
 � 0, A� — ïñåâäîîáåðíåíà ìàòðèöÿ.

Ó òàêîìó ðàç³ ñïðàâåäëèâå ïðåäñòàâëåííÿ

| | | | | |c A a2 2 2� �� 
 ,

³ ì³í³ìàëüíà íîðìà äîñÿãàºòüñÿ íà âåêòîð³ �c A a� � .

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé u t1 ( ), U tp ( ), p k� �0 1, , t T�( , )0 , òà âåêòîð

� ( � , , � )*c c ck� �0 1� çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìàì ð³âíÿíü (5), (6), (8). Òîä³ ìàº ì³ñöå

ð³âí³ñòü
min ( ( ), ) ( � ( � ), � )

,u c
I u c c I u c c� ,

äå � ( � ) ( ) ( ) �u c u t U t cp p

p

k

� �
�

�


1

0

1

.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ min ( ( ), )
,u c

I u c c ñïðàâåäëèâà íèçêà ð³âíîñòåé

min ( ( ), ) min min ( ( ), ) min ( � ( ), )
,u c c u c

I u c c I u c c I u c c I� � � ( � ( � ), � )u c c ,

ùî é ïîòð³áíî áóëî ïîêàçàòè.

Íàñë³äîê 1. Îïòèìàëüíà çà ôóíêö³îíàëîì ôóíêö³ÿ � ( )� t , t T�( , )0 , ìàº âèãëÿä

� ( )
( )

( )!
� ( ) �� t

t s

k
u s ds c t

kt

p
p

p

k

�
�

�
�

�

�

�

� 

1

0 0

1

1
,

äå � ( ) ( ) ( ) �u s u s U s cp p

p

k

� �
�

�


1

0

1

.

Çíàéäåìî äàë³ óìîâè îáìåæåíîñò³ ìíîæèíè G1.

Ëåìà 4. Ôóíêö³îíàë

I q t t dt q t y t t dtk
T

( ) ( )| ( ) | ( ) | ( ) ( , ) |( )� � � �� � �� 1
2 2

0
2
2 2

0

T

� ,
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äå � � � � � � �( , ) ( , ( )) ( )t F x d

t

� �
0

, ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³

I I q t t t dt q tk
T

( ) ( � ) ( ) | ( ( ) � ( )) | ( ) | (( )� � � � �� � � �� 1
2 2

0

2
2 t dt I I

T

, � ) | ( � ) ( � )� � � � �� � � ��
2

0

1 ,

äå I q t t dt q t t dtk
T T

1 1
2 2

0
2
2 2

0

( ) ( ) | ( ) | ( ) | ( , ) |( )� � � �� �� � .

Äîâåäåííÿ. Îñê³ëüêè I I( ) ( � ( � )) |� � � � � �� � � �1, ç ôîðìóëè Òåéëîðà îäåð-

æóºìî ïîòð³áíå ïðåäñòàâëåííÿ.

Íàñë³äîê 1. Ìíîæèíà G1 ìàº âèãëÿä

G I T I1 1
2� � 	 �{ }� � � � �: ( � ) ( ) ( � ) .

Íàñë³äîê 2. Íåõàé ³ñíóº ÷èñëî � ' 0 òàêå, ùî âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü

( ( , ) ( ), ( )) | ( ) | (,K t s s t dtds t dt L

TT T

m� � � � �

00

2 2

0

2�� �� � � 0, )T , (10)

äå K t s q F t F t s d

T

( , ) ( ) ( , ) ( , )� �
� 2

2
1 1

0

� � �. Òîä³ ìíîæèíà G1 îáìåæåíà.

Äîâåäåííÿ. ²ç ñïðàâåäëèâîñò³ íåð³âíîñòåé

I q t t dt

T

1 2
2 2

0

( � ) ( ) | ( , � ) |� � � � �� � � ��

� � � �� q t K t t t d dt t

T

2
2

0

2( ) ( , )( ( ) � ( ), ( ) � ( )) | (� � � � � � � � � � ) � ( ) |�� � t dt

T
2

0
âèïëèâàº, ùî ìíîæèíà G1 ì³ñòèòüñÿ ó ìíîæèí³

G t t dt T I

T

1
2

0

2 2� � 	 �
�

�
�

��

�

�
�

��
�

�� � � � � �: | ( ) � ( ) | ( ( ) ( � )) ,

ÿêà º îáìåæåíîþ.

Íàñë³äîê 3. Íåõàé âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (10), òîä³ L2-ïîõèáêà ôóíêö³¿

� ( )� t , t T�( , )0 , äëÿ ÿêî¿ ïðîâîäèòüñÿ ñïîñòåðåæåííÿ, çàäîâîëüíÿº íåð³âí³ñòü

| ( ) � ( ) | ( ( ) ( � ))� � � � �t t dt T I

T

�
�

�
�

��

�

�
�

��
	 ��

�2

0

2

2 2 2{ } .

Òâåðäæåííÿ 6. Íåõàé ìíîæèíà G1 — îáìåæåíà, òîä³ � ( )� t , t T�( , )0 , º ãàðàí-

òîâàíîþ L2-îö³íêîþ ôóíêö³¿ �( )t , ³ ïðè öüîìó ãàðàíòîâàíà L2-ïîõèáêà ôóíêö³¿
� ( )� t ìàº âèãëÿä

� � � �
�

� �
�
sup | | | | ( ( ) ( � ))

G

T I

2

2 2 ,

äå G I2 1 1� 	{ }� �: ( ) .

Äîâåäåííÿ. Ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü:

inf sup | | | | sup inf sup
|| ||� � � �

� �
1 1 2 1 1 1 2

1 2
2

1� � 	 �
� �

G G l G �
�

G

l l

1

1 2
2( ( ) ( ))� � ,

äå | | | | | ( ) |

/

� ��
�

�
�

��

�

�
�

��
� t dt

T
2

0

1 2

.
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Îá÷èñëèìî sup ( ( ) ( ))
�

� �

2 1

1 2
2

�
�

G

l l . Ïîêëàäåìî � � �2 2� �� , òîä³ îòðèìóºìî

sup ( ( ) ( )) sup ( ( ) ( � ))
� �

� � � � �

2 1 2 1

1 2
2

1 2
2

� �

� � � � �
G G

l l l l

�
�

�
� � �

�

�
� �

�

sup ( ) | ( ) ( � ) |
~

�

� � �

2 1

2 1

2

G

l l l sup ( ) sup ( )( ( ) ( � ))
~

� �

� � � �

2 1 2

2
2

2 2

� �
� �

G G

l l T I ,

äå
~

: ( ) ( ) ( � )G I T I1 1
2� 	 �{ }� � � � .

Íèæíÿ ãðàíèöÿ äîñÿãàºòüñÿ äëÿ � �1 � � , ³ òîä³ îäåðæóºìî âèðàç

inf sup ( ( ) ( )) sup ( )( ( )
� � �

� � � �
1 1 2 1 2

1 2
2 2 2

� � �
� � �

G G G

l l l T I ( � ))� 2 .

²ç ñïðàâåäëèâîñò³ ð³âíîñò³

sup sup ( )( ( ) ( � )) sup | | | | (
|| ||l G G

l T I
	 � �

� �
1

2 2 2

1 1� �

� � � � � �2 2( ) ( � ))T I�

îäåðæóºìî íåîáõ³äíèé âèðàç äëÿ �.

Íåõàé â òî÷êàõ 0 1 2 1� � � � ��t t t TN� äàë³ ñïîñòåð³ãàþòüñÿ âåêòîðè x t j( ),

j N� �1 1, , äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü �( )t , t T�( , )0 , òà � j , j N� �1 1, , äå x t j( ) — ðîç-

â’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü

x t x t F t x t t tj t s s s s s

s

N

tj
( ) ( ) ( , ( )) ( )( , ) ( ,� � �

�

0 0

1

0	 � 	(
j

t f t x t ts s s

s

N

s j) ( ) ( , ( ))

�

 �

1

( � ,

( t t tj j j� ��1 , j N�1, ,

äå F F t x t ts s s s� ( , ( ))( òà f f t x t ts s s s� ( , ( ))( , s N�1, , — â³äîì³ ìàòðèö³ ðîç-

ì³ðó n m� òà âåêòîðè ç ïðîñòîðó R n â³äïîâ³äíî.

Ïðèïóñòèìî, ùî ó ôóíêö³¿ �( )t , t T�( , )0 , ³ñíóº óçàãàëüíåíà ïîõ³äíà, ÿêà íà-

ëåæèòü ïðîñòîðó L Tm2 0, ( , ), ïðè÷îìó �( )t íàëåæèòü ìíîæèí³ G1, äå

G T1 1 1
2� 	{ }� � �: ( ) ( )
 , 
1 1

2 2

0

( ) ( )
( )

�
�

� � q t
d t

dt
dt

T

,

à q t
1
2 ( ) — â³äîìà ôóíêö³ÿ, � 1 ( )T — â³äîìå çíà÷åííÿ.

Íåõàé ïîñë³äîâí³ñòü � �1, ,� N íàëåæèòü ìíîæèí³ G2 , äå

G q N
j j

j

N

2 2
2 2

2
2

1

� 	
�
�
�

��

�
�
�

���

� � �: | | ( ) ,

à � � �� �( , , )1 � N — â³äîìèé âåêòîð, � 2 ( )N , q j2 , j N�1, , — â³äîì³ çíà÷åííÿ.

Ïîçíà÷èìî G3 ìíîæèíó âèãëÿäó

G q y N G
j j j

j

N

3 2
2 2

2
2

1

1� � 	
�
�
�

��

�
�
�

��
)

�

� � �: | | ( ) ,

äå y x t x t fj j t s s

s

N

j
� � �

�

( ) ( )( , )0 0

1

	 , � 	 �j t s s s

s

N

j
t F t�

�

 ( , ) ( ) ( )0

1

, j N�1, .

Çíàéäåìî îö³íêó, îïòèìàëüíó çà ôóíêö³îíàëîì 
2 2
2 2

1

( ) | |� �� �
�

 q y

j j j

j

N

.
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Ïîçíà÷èìî u t( ) óçàãàëüíåíó ïîõ³äíó
d t

dt

�( )
; òîä³ � � �( ) ( )t u d cj

t j

� ��
0

, äå c —

äîâ³ëüíèé âåêòîð.
Ïîçíà÷èìî I u c( , ) ôóíêö³îíàë 
2 ( )� .

Òâåðäæåííÿ 7. ²ñíóº ºäèíèé âåêòîð ç ì³í³ìàëüíîþ íîðìîþ òàêèé, ùî
min ( , ) ( , � )

c
I u c I u c� , ïðè÷îìó �c îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

�c A b� � , (11)
äå

A L L qj j j
j

N

� �

�

 2

2

1

, b L y qj j j
j

N

� �

�

 2

2

1

, L t Fj t s s

s

N

j
�

�

 	 ( , ) ( )0

1

,

y y F u dj j j

T

� � � ( ) ( )� � �

0

, F t Fj t s t s

s

N

j s
( ) ( ) ( )( , ) ( , )� 	 	 ��

�

 0 0

1

, j N�1, .

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî îñê³ëüêè

� 	 � � � �j t s s s

s

N

j

T

jj
t F t F u d L c j� � � �

�

 �( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ,0

1 0

1 N ,

ôóíêö³îíàë I u c( , ) ìàòèìå âèãëÿä

I u c q y F u d L c
j j j

T

j

j

N

( , ) ( ) ( )� � ��

�

2
2

0

2

1

� � � ,

çâ³äêè îòðèìàºìî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ãðàä³ºíòà ôóíêö³îíàëà

1

2 2
2

1

* � � �

�

I u c L y qj j j
j

N

( , ) ,

à, îòæå, âåêòîð �c º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè ð³âíÿíü

L L q c L y qj j j
j

N

j j j
j

N
�

�

�

�

 


�

 

!
!

"

#

$
$

�
2
2

1
2
2

1

� .

Ïîçíà÷èìî I u I u c1 ( ) ( , � )� .

Ëåìà 5. Ôóíêö³îíàë I u1 ( ) ìàº âèãëÿä

I u q y C u d
j j j

T

j

N

1 2
2

1

0

2

1

( ) | ( ) ( ) |� � �

�

� � � ,

äå
y y L A L y qj j j s s s

s

N

1 2
2

1

� � � �

�

 ,

C F L A L F qj j j s s s
s

N

( ) ( ) ( )� � �� � � �

�

 2

2

1

, j N�1, .

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âåêòîðà �c ñïðàâåäëèâ³ ð³âíîñò³:

� ( ) ( )c A b A L y q A L y F u ds s s
s

N

s s s

T

� � � �
�

 

!
!

� � �

�

� �
 �2
2

1 0

� � �
!

"

#

$
$$

�
�

 q

s
s

N

2
2

1

� �� �

� �

� �
 
 �A L y q A L F u d qs s s
s

N

s

N

s s

T

s2
2

1 1 0
2
2( ) ( )� � � .

Òîä³ îòðèìóºìî ïðåäñòàâëåííÿ

� ( )c A L y q A L F qs s s
s

N

s s

s

N

s

T

� �
�

 

!
!

"

#

$
$

� �

�

� �

�

 
�2

2

1 1
2
2

0

� u d( )� �, (12)
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çâ³äêè îäåðæóºìî ôîðìóëó äëÿ ôóíêö³îíàëó I u1 ( )

I u q y F u d L c
j j j

T

j

j

N

1 2
2

0

2

1

( ) ( ) ( ) �� � � ��

�

� � �

� � � �
�

� �

�

�
 � 

j

N

j j j

T

j s s s

s

N

q y F u d L A L y q A L

1

2
2

0

2
2

1

( ) ( )� � � s s

s

N

s

T

F q u d* ( ) ( )� � �
�

�

�

 

!
!

"

#

$
$

�

�

�
�

�

�

�
�

�
1

2
2

0

2

� � � �
�

� �

�

� �
 

j

N

j j j s s s
s

N

j j s sq y L A L y q F L A L F

1
2
2

2
2

1

( ) ( )� �
s

N

s

T

q u d

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�1

2
2

0

2

( )� � .

Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³îíàë I u I u q t u t dt

T

� �( ) ( ) ( ) | ( ) |� � �1
2

1
2 2

0

.

Òâåðäæåííÿ 8. ²ñíóº ÷èñëî �� òàêå, ùî

min ( ) min ( ) ( � )� �
u U u U

I u I u I u
� �

� �1 � � � ,

äå U u q t u t dt T

T

� 	
�
�
�

��

�
�
�

��
�: ( ) | ( ) | ( )1

2 2

0

1
2� , ïðè÷îìó �� � 0, ÿêùî q t u t dt T

T

1
2

0
2

0

1
2( ) | � ( ) | ( )� 	 � ;

â ³íøîìó ðàç³ �� ìîæíà çíàéòè ç óìîâè q t u t dt T

T

1
2 2

0
1
2( ) | � ( ) | ( )�� �� � .

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâåäëèâ³ñòü öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâàº ³ç çàãàëüíèõ òåîðåì
ïðî ì³í³ìóì êâàäðàòè÷íèõ ôóíêö³îíàë³â [6].

Òâåðäæåííÿ 9. ²ñíóº ºäèíà ôóíêö³ÿ u t( ), t T�( , )0 , òàêà, ùî min ( ) ( )
u U

I u I u
�

�� �

äëÿ � � 0, ïðè÷îìó öÿ ôóíêö³ÿ ìîæå áóòè çíàéäåíà ÿê ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî
ð³âíÿííÿ

q t u t q C t C u d q C t
j j j

j

N

j j1
2 2

2
2

1
2
2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � �� ��

�

�
 y j

j

NT

1

10 �

� . (13)

Äîâåäåííÿ. ²ñíóâàííÿ òà ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (13) âè-
ïëèâàº ³ç çàãàëüíèõ òåîðåì ïðî ì³í³ìóì êâàäðàòè÷íèõ ôóíêö³îíàë³â [6].

²íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (13) âèïëèâàº ç óìîâè

d

d
I u L Tm

�
�
 
�

�

( ) ( , ),� � � �
�0

20 0 .

Íàñë³äîê 1. Íåõàé u t( ), t T�( , )0 , — ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (13);

òîä³ â³í ìàº âèãëÿä:

q t u t q C t q C t y
j j j

j

N

j j j

j

N

1
2 2

2
2

1
2
2

1

1

( ) ( ) ( ) ( )� �� � ��

�

�

�

 
 , (14)

äå âåêòîðè � j , j N�1, , º ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü

� � �2

1

j js s

s

N

jD d� �
�

 , j N�1, .

Òóò

D C C q q djs j s s

T

� � �
� ( ) ( ) ( )� � � �

2
2

1
2

0

, j s N, ,�1 , d D yj js s

s

N

�
�

 1

1

, j N�1, .

Äîâåäåííÿ. ²ç (13) âèïëèâàº:

� �2
1

2
2
2

1
1

2
2
2u t q t q C t q t q C t

j j j

j

N

j j( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � �� �

�

� �
 y j

j

N

1

1�

 ,
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äå � � � �j j

T

C u d� � ( ) ( )

0

, j N�1, , çâ³äêè îòðèìóºìî òàê³ ð³âíîñò³:

� � � � � � � � �2

0
1

2
2
2

10

C u d C q q C dj

T

j s s s

s

N

( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 
� � � �

�

T

� �

� � �

�

� C q q C y dj s s s

s

NT

( ) ( ) ( )� � � �
1

2
2
2

1

10

, j N�1, ,

� � � � � � �2
2
2

1
2

01

j j s s

T

s

s

N

C C q q d� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�� �

�
�
 ( ) ( ) ( )

�
�

�

�
�

�

�

�
��
 � �

�

C C q q d yj

T

s s
s

N

s( ) ( ) ( )� � � �

0
2
2

1
2

1

1 , j N�1, ,

ùî ³ ïîòð³áíî áóëî ïîêàçàòè.

Íàñë³äîê 2. Ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü

� � �( ) ( ) �t u d c

t

� ��
0

,

äå �c çíàõîäèìî ³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (11) òà (12) äëÿ u t u t( ) ( )� , t T�( , )0 , à ôóíê-
ö³ÿ u t( ), t T�( , )0 , ìàº âèãëÿä (14).

Íåõàé �( )t òà �( )t , t T�( , )0 , — âåêòîð-ôóíêö³¿ ç ïðîñòîðó L Tm2 0, ( , ). Ïîçíà-
÷èìî I ( )� , I1 ( )� òà � �( ) ôóíêö³îíàëè:

I T N q y
j j j

j

N

( ) ( ) ( ) ( ) | |� � � � �� � �� �

�

1

2
1 2

2
2
2 2

1


 ,

I T N q
j j

j

N

1 1
2

1 2
2

2
2 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) | |� � � � �� �� �

�


 , � � � �

�

( ) sup | | | |� �
�G

,

à G� , G� , G — ìíîæèíè:

G I� � 	{ }� �: ( ) 1 , G I� � 	{ }� �: ( ) 2 , G I� 	{ }� �: ( )1 1 .

Ëåìà 6. Ïðèïóñêàºìî, ùî ³ñíóº òàêå äîäàòíå ÷èñëî � , ùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà

q c c c R
j k

j

N
m

2
2 2

1

2| ( ) | | |� �
�

 � � � ,

äå � �j t s s

s

N

c t F c
j

( ) ( )( , )�
�

 0

1

, j N�1, . Òîä³ ³ñíóº ºäèíà ôóíêö³ÿ � ( )� t , t T�( , )0 ,

òàêà, ùî inf ( ) ( � )
�

� �
�

�
G

I I
1

.

Äîâåäåííÿ. Îñê³ëüêè � � �( ) ( )t u d cj

t j

� ��
0

, j N�1, , äå u t
d t

dt
( )

( )
�

�
, c —

äîâ³ëüíà êîíñòàíòà, òî, âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêö³îíàë I I u c( ) ( , )� � º ñèëüíî îïóê-
ëèì, íàï³âíåïåðåðâíèì çíèçó ³ òàêèì, ùî lim ( , )

|| || | |u c
I u c

� %&
� & , òî çã³äíî ç òåî-

ðåìàìè ç [6] ³ñíóº ºäèíà ôóíêö³ÿ � ( )u t , t T�( , )0 , òà �c òàê³, ùî

inf ( ) inf ( , ) ( �, � )
,�

�
�

� �
G u c

I I u c I u c
1

;

ïðè öüîìó � ( ) � ( ) �� � �t u d c

t

� ��
0

.
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Íàñë³äîê 1. Ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü

� ( ) � ( ) �� � �t u d c

t

� ��
0

,

äå �c çíàõîäèìî ³ç ñèñòåì ð³âíÿíü (11) òà (12) äëÿ u t u t( ) � ( )� , t T�( , )0 , à ôóíê-
ö³þ � ( )u t , t T�( , )0 , ìîæíà çíàéòè ç ð³âíîñò³

( ( ) / ( )) � ( ) ( ) ( )� � �2 1
2

2
2

1
2
2N T u t q C t q C t y

j j j

j

N

j j� � ��

�

�
 1

1

j

j

N

�

 ,

äå âåêòîðè � j , j N�1, , º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü

( ( ) / ( ))� � � �2 1
2

1

N T D dj

s

N

js s j� �
�

 , j N�1, .

Ëåìà 7. Ìíîæèíè G� òà G� ìàþòü âèãëÿä:

G I I� � 	 �{ }� � �: ( ) ( � )1 1 , G I I� � 	 �{ }� � �: ( ) ( � )1 2 .

Äîâåäåííÿ. Îñê³ëüêè � min ( )� �
�

�
�

Arg
G

I
1

, òî ç ôîðìóëè Òåéëîðà äëÿ ôóíêö³¿

g I( ) ( � ( � ))� � � � �� � � îäåðæóºìî ð³âí³ñòü I I I( ) ( � ) ( � )� � � �� � �1 , çâ³äêè âèïëèâà-
þòü âèðàçè äëÿ G� òà G� .

Òâåðäæåííÿ 10. Ìàþòü ì³ñöå íåð³âíîñò³

~ ( ( � )) inf ( ) ~ ( ( � ))/ /� � � � � �
�

1 21 2 1 2� 	 	 �
�

I I
G

,

äå ~ sup | | | |� �
�

�
�G

.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ñïðàâåäëèâà îö³íêà

inf ( ) ~ ( ( � )) /

�
� � � �

�
� �

G

I1 1 2 .

Îñê³ëüêè G G� + , òî

� � � � � �
� �

( ) sup | | | | sup | | | |� � � �
� � �G G

.

Òîä³ ç ð³âíîñò³ | | | | sup | ( , ) ( , ) |
|| ||

� � � �� � �
�l

l l
1

, äå ( , )l � òà ( , )l � — ñêàëÿðí³ äî-

áóòêè ôóíêö³é l t( ), �( )t òà �( )t ó ïðîñòîð³ L Tm2 0, ( , ), îäåðæóºìî, ùî

sup | | | | sup sup | ( , ) ( , ) | sup
|| || |� �

� � � �
� � �� �

� � � �
G l G

l l
1 | || || ||

( | ( , ) ( , � ) | ) sup
l l

l l
� �

� � �
1

1
1

1� � � � ,

äå
� � �

� �
1

1

2
�

�

�
� �

�

�
�

� �� �

sup ( , ) inf ( , )
G G

l l , ( , � ) sup ( , ) inf ( , )l l l
G G

� � �
� �

�
�

�
� �

�

�
�

� �� �

1

2
.

²ç ëåìè 7 âèïëèâàº, ùî � � �
�

1
1 21� �

�

sup ( , )[ ( � )] /

G

l I .

Òàêèì ÷èíîì,

sup sup sup ( , )[ ( � )] sup
|| || || ||

/

l G l

l I
� � �

� � �
1

1
1

1 21� � �
� �

� �
�

�
G

I| | | | [ ( � )] /1 1 2 ,

çâ³äêè îäåðæóºìî ïîòð³áíó íåð³âí³ñòü. Ïîä³áíèì ÷èíîì äîâîäèòüñÿ íåð³âí³ñòü

inf ( ) ~ ( ( � )) /

�
� � � �

�
	 �

G

I2 1 2 .

Çàóâàæåííÿ 3. Îö³íêà � ( )� t , t T�( , )0 , ùî çàäîâîëüíÿº óìîâó � min ( )� �
�

�
�

Arg
G

I ,

º íàáëèæåíîþ äî ãàðàíòîâàíî¿ îö³íêè ôóíêö³¿ �( )t , t T�( , )0 .
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ßê ïðèêëàä íàâåäåìî ðåçóëüòàòè îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â äëÿ ñèñòåìè äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ùî çóñòð³÷àºòüñÿ â çàäà÷àõ ðîçïîâñþäæåííÿ ³íôîðìàö³¿ [7–10].

Ïðîöåñ ðîçïîâñþäæåííÿ ³íôîðìàö³¿ îäíîãî âèäó â ñîö³óì³ ìîæíà ïðåäñòà-
âèòè çà äîïîìîãîþ ð³âíÿííÿ

�( ) ( ( ) ( ) ( ))( ( )), ( ) , ( , )x t t b t x t L x t x x t T� � � � �� 0 00 .

Íåõàé ó òî÷êàõ 0 101 2 99� � � � �t t t� ñïîñòåð³ãàþòüñÿ âåêòîðè x t j( ),

j �1 99, , — ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ð³âíÿíü

x t t x t t tj t s s s

s
j

( ) ( )( ( )) ( )( , )� � � �
�

20 1000

1

98

	 � (

� 0.003 	 �( , ) ( ) ( )( ( ))0

1

98

100t s s s

s

jj
t x t x t t� �

�

 ( , j �1 98, , (15)

äå ( t t ti i� � ��1 0.1, i �1 98, , òîáòî íà ÷àñîâîìó ïðîì³æêó t �( , )0 10 ñïîñòå-

ð³ãàºòüñÿ ñèñòåìà ïîøèðåííÿ ³íôîðìàö³¿ îäíîãî âèäó ó ñï³ëüíîò³ ÷èñåëüí³ñòþ
L �100 îñ³á ç â³äîìèì ïàðàìåòðîì ³íòåíñèâíîñò³ ñï³ëêóâàííÿ b t( ) � 0.003, íå-
â³äîìèì ïàðàìåòðîì çîâí³øíüîãî âïëèâó �( )t , t �( , )0 10 , òà ïî÷àòêîâîþ óìî-
âîþ x( )0 20� .

Ðåçóëüòàòè ïîáóäîâè îïòèìàëüíî¿ îö³íêè � ( ) � ( ) �� � �t u d c

t

� ��
0

, t �( , )0 10 , ç â³äî-

ìèìè ïàðàìåòðàìè q t1 1( ) � , t �( , )0 10 , q j2 1� , j �1 98, , � 1 10( ) � 1.3, � 2 98( ) � 1.5

äëÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ (15) çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â íàâåäåíî íà

ðèñ. 1, à (øòðèõîâîþ ë³í³ºþ ïîçíà÷åíî
�( )t , t T�( , )0 , ñóö³ëüíîþ — � ( )� t ,
t T�( , )0 , à çíàêàìè � — êîðèäîð ïîõèá-
êè ãàðàíòîâàíî¿ L2-îö³íêè).

ßêùî ïàðàìåòð � 1 10( ) � 1.25, òîá-
òî äîïóñòèìà îáëàñòü G1 1� 	{� �: ( )


	 �
1
2 10( )} çâóçèòüñÿ ïîð³âíÿíî ç ïîïå-

ðåäí³ì âèïàäêîì, òî âåëè÷èíà ïîõèáêè
ãàðàíòîâàíî¿ L2-îö³íêè � ( )� t , t T�( , )0 ,
çìåíøèòüñÿ. Íà ðèñ. 1, á çîáðàæåíî
ãðàô³ê îö³íêè ïàðàìåòðà çîâí³øíüîãî
ñï³ëêóâàííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ (15)
ç â³äîìèìè ïàðàìåòðàìè q t1 1( ) � ,

t �( , )0 10 , q j2 1� , j �1 98, , � 1 10( ) � 1.25,

� 2 98( ) � 1.5.

Íàâåäåíî àëãîðèòìè çíàõîäæåííÿ
îïòèìàëüíèõ çà ôóíêö³îíàëîì òà ãàðàíòî-
âàíèõ îö³íîê íåñòàö³îíàðíèõ ïàðàìåòð³â
ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ
ð³çíèõ âèä³â ñïîñòåðåæåíü. Ðîçãëÿíóòî
ïðèêëàä çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíî¿ çà
ôóíêö³îíàëîì îö³íêè ïàðàìåòð³â. Ïðåä-
ñòàâëåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî åêñïåðè-
ìåíòó äëÿ çàäà÷³ îö³íêè ïàðàìåòð³â ìàòå-
ìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ïîøèðåííÿ ³íôîðìàö³¿
îäíîãî âèäó â ñîö³óì³, ÿê³ äàþòü çìîãó
çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ïðàêòè÷íó âàæ-
ëèâ³ñòü çàñòîñóâàííÿ öüîãî ï³äõîäó, çîê-
ðåìà, äî çàäà÷ ïðîãíîçóâàííÿ äèíàì³êè
ñèñòåì ç íåâ³äîìèìè ïàðàìåòðàìè.
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À.Ã. Íàêîíå÷íûé, Þ.Ì Øåâ÷óê, Â.Ê. ×èêðèé
ÎÖÅÍÊÀ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïî ôóíêöèî-
íàëó è ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê íåñòàöèîíàðíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíåíû íà ñëó÷àé
äèñêðåòíûõ íàáëþäåíèé äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â êà÷åñ-
òâå ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû îöåíêè ïàðàìåòðîâ äëÿ ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè îäíîãî âèäà â ñîöèóìå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, íåñòàöèîíàðíûå ïàðàìåò-
ðû, îïòèìàëüíûå ïî ôóíêöèîíàëó îöåíêè, ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè, íåîïðå-
äåëåííîñòü.

O.G. Nakonechnyi, Iu.M. Shevchuk, V.K. Chikrii
ESTIMATION OF NONSTATIONARY PARAMETERS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS
UNDER UNCERTAINTY

Abstract. The algorithms of constructing optimal functional estimates and
guaranteed estimates of nonstationary parameters of differential equations are
proposed. The results are generalized to discrete-time models. These algorithms
can be used to predict the dynamics of systems of differential equations. The
results of a numerical experiment for the problem of constructing guaranteed
estimates for the mathematical model of propagation of one type of information
are considered.

Keywords: differential equations, nonstationary parameters, optimal functional
estimation, guaranteed estimation, uncertainty.
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