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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíî íîâîå ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ. Åãî ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ
íà ïåðåñåêàþùèõñÿ èãðîâûõ ìíîæåñòâàõ è óòî÷íåíèÿ èåðàðõè÷åñêîé çàâè-
ñèìîñòè ìåæäó èçâåñòíûìè ðàâíîâåñèÿìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíôëèêòíûå çàäà÷è íà ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ,
èãðîâûå ðàâíîâåñèÿ.

Çàäà÷è ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ (ñ ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùèìèñÿ èã-
ðîâûìè ìíîæåñòâàìè) — íîâûé ðàçäåë òåîðèè èãð è êîíôëèêòîâ. Ïîäîáíûå çà-
äà÷è ÿâëÿþòñÿ áîëåå åñòåñòâåííîé ìîäåëüþ êîíôëèêòîâ â ðåàëüíîé æèçíè, ÷åì
êëàññè÷åñêèå çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìûå íà åäèíîì äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ èãðîâîì
ìíîæåñòâå [1–9]. Ïåðâàÿ ðàáîòà [10] ïî òåîðèè èãð íà ïåðåñåêàþùèõñÿ èãðîâûõ
ìíîæåñòâàõ îïóáëèêîâàíà â 2003 ã. Íîâàÿ òåîðèÿ [10–15] îáóñëîâèëà ðàçðàáîò-
êó ñïåöèôè÷åñêèõ ïîíÿòèé ðàâíîâåñèÿ è ïîíÿòèÿ ñèëüíîé óãðîçû.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íå óñëîæíÿòü èçëîæåíèå ãðîìîçäêèìè êîíñòðóêöèÿìè, ïî-
ðîæäàåìûìè äèíàìèêîé è âîçìîæíîñòÿìè îáðàçîâàíèÿ ëþáûõ êîàëèöèé èç
ó÷àñòíèêîâ, îãðàíè÷èìñÿ êîíôëèêòíûìè çàäà÷àìè â ñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå,
â ÷àñòíîñòè êîàëèöèÿìè, ñîñòîÿùèìè òîëüêî èç îäíîãî è N �1 ó÷àñòíèêà (êîàëè-
öèÿìè P1 è PN �1), íå ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâîëüíûå êîàëèöèè Pk èç ëþáîãî ÷èñëà k

ó÷àñòíèêîâ (k N�1, ,� ). Â ðàáîòå [14] ïðåäëîæåíî äîâîëüíî ñèëüíîå ïîíÿòèå
ðàâíîâåñèÿ äëÿ êîíôëèêòíûõ çàäà÷ ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ, êîòî-
ðîå ñóùåñòâóåò íå âñåãäà, à â [15], íàîáîðîò, — ñëèøêîì ñëàáîå. Â äàííîé ðàáî-
òå ïðåäëàãàåòñÿ êîìïðîìèññíîå ðàâíîâåñèå ìåæäó íèìè, ýôôåêòèâíîå îòíîñè-
òåëüíî îïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ.

ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÈ ÊÎÍÔËÈÊÒÍÛÕ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÉ

Çàäà÷è ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ
åñòåñòâåííûõ äîïóùåíèÿõ.

Äîïóùåíèå 1. Ïóñòü Qi , i N�1, ,� , — ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, Q Q� �1 �

� �Q N , à Gi , i N�1, ,� , — êîìïàêòíîå èãðîâîå ìíîæåñòâî â Q i-ãî ó÷àñòíèêà;
ïóñòü òàêæå ìíîæåñòâî G G G N� � � � �1 � (õîòÿ ýòî íå ïðèíöèïèàëüíî),
à � � 	 	G G G N1 � . Ïóñòü, äàëåå, íà ìíîæåñòâå Gi îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ (ôóíêöèîíàë) J qi ( ), â ìàêñèìèçàöèè êîòîðîé çàèíòåðåñîâàí i-é ó÷àñòíèê,
qi — ñòðàòåãèÿ i-ãî ó÷àñòíèêà, q q q N� ( , , )1 � — âåêòîð ñòðàòåãèé âñåõ ó÷àñòíèêîâ.

Åñòåñòâåííî ïðèíÿòü, ÷òî i-é ó÷àñòíèê èìååò âîçìîæíîñòü âûáèðàòü ñâîþ
ñòðàòåãèþ qi èç ïðîåêöèè PrQi

G � ìíîæåñòâà �G íà ïðîñòðàíñòâî Qi èëè ñå÷åíèÿ
�G q i( ), à äîïóñòèìûå ñòðàòåãèè q q q q qi

i i i N� � 
( , , , , ..., )� 1 1 êîíêóðèðóþùåé

ñ íèì êîàëèöèè PN �1 îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Èíòåðåñû âñåõ èãðîêîâ ÿâíî ñòàëêèâàþòñÿ òîëüêî íà ìíîæåñòâå G, à íà ìíî-

æåñòâå �G G i\ i-é ó÷àñòíèê ïîëó÷àåò ïîáî÷íûå äîõîäû, êîòîðûå ìîãóò ñóùåñòâåí-
íî çàâèñåòü îò òîãî, íàñêîëüêî âåëèêî ðàçëè÷èå ìåæäó ìíîæåñòâàìè �G G i\ è Gi .
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Ïðèâåäåì ïðåäâàðèòåëüíî ðàñøèðåííîå ïîíÿòèå A-ðàâíîâåñèÿ (îáîáùàþùåå
ïîíÿòèå A-ðàâíîâåñèÿ èç ðàáîò [16–20]), êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîíÿ-
òèå íàèáîëåå ñëàáîãî ðàâíîâåñèÿ, ñîäåðæàùåãî âñå èçâåñòíûå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êó (ñèòóàöèþ) q Gi
* � íàçîâåì Ai -ýêñòðåìàëüíîé äëÿ

i-ãî ó÷àñòíèêà, åñëè ïðè çàäàííîé ñòðàòåãèè q i* îñòàëüíûõ N �1 ó÷àñòíèêîâ äî-

ïóñòèìà äëÿ i-ãî èãðîêà òîëüêî îäíà ñòðàòåãèÿ q G qi i
i* *= ( );

 èëè åñëè ëþáîé ñòðàòåãèè q G q qi i
i i� ( ) \* * i-ãî ó÷àñòíèêà ìîæíî ïîñòà-

âèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíó äîïóñòèìóþ ñîâìåñòíóþ ñòðàòåãèþ �q i

îñòàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ òàêóþ, ÷òîáû èìåëî ìåñòî îòíîøåíèå

J q q J q q G qi
i

i
i

i i( , ) ( ), ( )i � �*� � ; (1)

ýòîò ñëó÷àé íàçîâåì çàäà÷åé 1-ãî òèïà;
 èëè òàêóþ ñòðàòåãèþ, ÷òîáû èìåëî ìåñòî îòíîøåíèå

J q q J q q G qi i
i

i
i

i( , ) ( ),� � ( )*� � � ; (2)

ýòîò ñëó÷àé íàçîâåì çàäà÷åé 2-ãî òèïà, îòëè÷àþùåéñÿ îò çàäà÷è 1-ãî òèïà

òåì, ÷òî â íåé, ïîìèìî óãðîç �q i , ïðèìåíÿåìûõ â (1) òîëüêî íà ìíîæåñòâå

G qi i( ), äîïóñêàþòñÿ «ñèëüíûå» óãðîçû (èëè «ñàíêöèè»), ò.å. óãðîçû �q i , äåéñòâó-

þùèå íå òîëüêî íà ìíîæåñòâå G qi i( ), íî è íà ìíîæåñòâå �G q G qi i i( ) \ ( ), íà
êîòîðîì óãðîæàþùàÿ êîàëèöèÿ èç N �1 èãðîêîâ ïîëó÷àåò äîõîä, à i-é èãðîê
íå ïîëó÷àåò íè÷åãî;

 èëè åñëè ëþáîé ñòðàòåãèè q G q qi i
i i� ( ) \* * i-ãî ó÷àñòíèêà ìîæíî ïîñòà-

âèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíó äîïóñòèìóþ ñòðàòåãèþ �q i îñòàëüíûõ

ó÷àñòíèêîâ òàêóþ, ÷òîáû èìåëî ìåñòî îòíîøåíèå

J q q J qi i
i

i( , ) ( )� *� , � ( )q G qi
i� ; (3)

ýòîò ñëó÷àé íàçîâåì çàäà÷åé 3-ãî òèïà, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ òåì, ÷òî âñïîìîãà-
òåëüíàÿ èãðà ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî íà ïåðåñå÷åíèè G âñåõ ìíîæåñòâ Gi , ò.å.
èãðà íà îáùåì äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ ìíîæåñòâå G.

Ñèòóàöèþ q * íàçîâåì ñèòóàöèåé A-ðàâíîâåñèÿ â çàäà÷àõ 1-, 2- 3-ãî òèïîâ,
åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ (1), (2), (3) óäîâëåòâîðÿþòñÿ â òî÷êå q G� � äëÿ

âñåõ i N�1, ,� , ò.å. åñëè A Ai

i

N

�
�1
� .

Â ëþáûõ êîíôëèêòíûõ çàäà÷àõ íà åäèíîì äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ èãðîâîì
ìíîæåñòâå, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èãð [1–9], ìíîæåñ-
òâî íàèñëàáåéøèõ êîíôëèêòíûõ ðàâíîâåñèé A [16–20] íå ìîæåò áûòü ïóñòûì.
Â èãðàõ ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ [10–15] îíî íåðåäêî ïóñòî, ïîýòî-
ìó ïîòðåáîâàëîñü åãî çàìåíèòü, ÷òî ñôîðìóëèðîâàíî â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèòóàöèþ q Gi* � íàçîâåì Pi -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè i-é ó÷àñòíèê

(ïðè ôèêñèðîâàííîé ñòðàòåãèè q i* êîàëèöèè PN �1 èç âñåõ îñòàëüíûõ ó÷àñòíè-

êîâ) íå ìîæåò åå óëó÷øèòü èëè åñëè ïðè ëþáîé åãî ïîïûòêå q G q qi i
i i� ( ) \* *

óâåëè÷èòü ñâîé âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ âûèãðûøåì â ñèòóàöèè q * çà ñ÷åò ïå-

ðåõîäà èç íåå â äîñòóïíóþ åìó áîëåå âûãîäíóþ ñèòóàöèþ q q q G qi
i

i
i� �( , ) ( )* *

îêàæåòñÿ, ÷òî ñèòóàöèÿ q * ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ïàðåòî (ò.å. èíäèâèäóàëüíî-ïàðåòîâ-
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ñêèì ðàâíîâåñèåì [18, ñ. 145]) ïî îòíîøåíèþ êî âñåì òî÷êàì ñå÷åíèÿ �G qi( ). Ñè-
òóàöèþ q * íàçîâåì P-ðàâíîâåñèåì, åñëè îíà Pi -ýêñòðåìàëüíà îäíîâðåìåííî äëÿ
âñåõ i N�( , , )1 � .

Ïðåäëàãàåìîå �D P -ðàâíîâåñèå, îñíîâàííîå íà ïîíÿòèè P-ðàâíîâåñèÿ, êàê ïî-
êàçàíî íèæå íà ïðèìåðàõ, ïîëåçíî â ëþáûõ çàäà÷àõ, à íå òîëüêî â ñëó÷àå ïóñòî-
òû ìíîæåñòâà A.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñèòóàöèþ q * íàçîâåì �Di
P -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè îíà óäîâ-

ëåòâîðÿåò óñëîâèþ

q D J Ji
P

q P q P qi Qi i
i

i i
* � )

( )
� � � �

Arg Par (Arg ParPr . (4)

Íàçîâåì ñèòóàöèþ q * �D P -ðàâíîâåñèåì, åñëè óñëîâèÿ (4) óäîâëåòâîðÿþòñÿ

äëÿ âñåõ i N�1, ,� , ò.å. åñëè q D D DP P
N
P* � � �� � �= 1 � .

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé 2 è 3 ñëåäóåò òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå P D P� � .
Åñëè A-ðàâíîâåñèå â çàäà÷å íå ïóñòî, òî, ïðåæäå ÷åì èñêàòü ñëîæíîå

�D P -ðàâíîâåñèå, âíà÷àëå âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè ïîíÿòèÿìè ðàâíîâåñèÿ
[10–20], èç êîòîðûõ ïðèâåäåì òîëüêî òðè ðàâíîâåñèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ
ïðèìåðîâ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèòóàöèþ q q q Ai
i

i* = ( , )* * � íàçîâåì Bi -ýêñòðåìàëüíîé,

åñëè ñîâìåñòíàÿ ñòðàòåãèÿ q i* îñòàëüíûõ èãðîêîâ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

max , ,
( )

*
*q A q

i
i

i i
i

i i
J q q J q i N

�
( , ) = ( ), = 1* � . (5)

Íàçîâåì ñèòóàöèþ q * B-ðàâíîâåñèåì, åñëè q B B B N
* � � � �1 � .

Îïðåäåëåíèå 5. Ñèòóàöèþ q Bi
* � íàçîâåì Di -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè

max ( ) = ( )q B i ii
J q J q� * , i N= 1, ,� ,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, åñëè

max (Arg ( , )) = ( )Prq A i q A q
i

i
i

ii Qi i
i

i i
J J q q J q� �

max *
( )

, i N= 1, ,� . (6)

Íàçîâåì ñèòóàöèþ q * D -ðàâíîâåñèåì, åñëè q D D DN
* � � � �1 � . Îòìå-

òèì, ÷òî D -ðàâíîâåñèå â ëþáûõ êîíôëèêòíûõ çàäà÷àõ, â êîòîðûõ îíî èìååòñÿ,
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñèëüíûì è âûãîäíûì äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ. Îäíàêî òàêîå ðàâ-
íîâåñèå ñóùåñòâóåò íå âñåãäà.

Îïðåäåëåíèå 6. Ñèòóàöèþ q A* � íàçîâåì �D -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè

max (Arg ( , )) = ( )
q A q i q A q

i
i

i
i

i i
i i

i i
J J q q J q

� �( ) ( )
*

* max , i N= 1 ., ,� (7)

Íàçîâåì ñèòóàöèþ q * �D -ðàâíîâåñèåì, åñëè q D D D N
* � � � � � � �1 � .

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì èãðîâóþ çàäà÷ó ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè, â êîòîðîé
êàæäûé èãðîê ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ ìàòðè÷íóþ ïëàòåæíóþ ôóíêöèþ íà èíäèâè-
äóàëüíîì äëÿ íåãî èãðîâîì ìíîæåñòâå, ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùåìñÿ ñ èãðîâûì
ìíîæåñòâîì äðóãîãî ó÷àñòíèêà (ò.å. èãðó ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ):

J1

11 6 10

3 8 2

4 9

7 1 5

�

�

�

� �

�

�

�

�
�
�
��

�

�

�
�
�
��

, J2

1 2 12

8 5 6

10 4 3 11

9 7

�

�

�

� �

�

�

�
�
�
��

�

�

�
�
�
��

.
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Èãðîêè ðàñïîëàãàþò ñòðàòåãèÿìè q1 è q2 , ïðèíèìàþùèìè òîëüêî ÷åòûðå
çíà÷åíèÿ. Ñòðàòåãèÿ q1 — âûáîð 1-ì èãðîêîì ëþáîé èç ÷åòûðåõ ñòðîê, à ñòðàòå-
ãèÿ q2 — âûáîð 2-ì èãðîêîì ëþáîãî èç ÷åòûðåõ ñòîëáöîâ. Âûáîð, íàïðèìåð, 1-ì
èãðîêîì ïåðâîé ñòðîêè, à 2-ì èãðîêîì — ÷åòâåðòîãî ñòîëáöà ïðèâîäèò ê ðåàëè-
çàöèè ñèòóàöèè a14 , â êîòîðîé 1-é èãðîê íè÷åãî íå ïîëó÷àåò, òàê êàê ýòà ñèòóà-
öèÿ íå ïðèíàäëåæèò åãî èãðîâîìó ìíîæåñòâó, à 2-é ïîëó÷àåò ñâîé ïîáî÷íûé äî-
õîä J2 12� .

Â äàííîé çàäà÷å èãðîâîå ìíîæåñòâî Gi i-ãî ó÷àñòíèêà çàäàåòñÿ òåìè ýëåìåí-
òàìè ìàòðèöû J i , â êîòîðûõ ïðèâåäåíû âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ åãî âûèãðûøà.
Ìíîæåñòâî � � 	G G G1 2 âêëþ÷àåò âñå âîçìîæíûå 16 ñèòóàöèé, à ìíîæåñòâî
G G G� �1 2 , íà êîòîðîì ó÷àñòíèêè âñòóïàþò â ÿâíûé êîíôëèêò äðóã ñ äðóãîì,
ñîñòîèò èç ñåìè ñèòóàöèé: ( , , , , , , )a a a a a a a12 13 21 24 32 33 43 .

Èññëåäóåì, â êàêîé ìåðå ïîáî÷íûå èíòåðåñû ó÷àñòíèêîâ è âîçìîæíîñòè èñ-
ïîëüçîâàíèÿ èìè ðàçíûõ òèïîâ óãðîç ìîãóò âëèÿòü íà äîõîäû ó÷àñòíèêîâ è ðå-
øåíèå èãðû (ðàññìàòðèâàåìîé êàê êîîïåðàòèâíàÿ èëè íåêîîïåðàòèâíàÿ).

Âíà÷àëå èùåì íàèáîëåå ñëàáûå A-ðàâíîâåñèÿ (1), îòìå÷àÿ êðåñòèêàìè ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì ñèòóàöèè:

A1 �


 
 
 �
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 � 


� � 
 �


 � � 
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��

, A2 �

� � � 



 � � �


 � � 
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 �

�

�

�
�
�
��

�

�

�
�
�
��

, A A A� � � �1 2 .

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A-ðàâíîâåñèé ïóñòî, òåì áîëåå íå ñóùåñòâóåò è âñåõ
èçâåñòíûõ, áîëåå ñèëüíûõ, îïðåäåëÿåìûõ íà ýòîì ìíîæåñòâå ðàâíîâåñèé. Ïîý-
òîìó íàéäåì ïðèâåäåííîå âûøå P-ðàâíîâåñèå (êîòîðîå â òàêîì ñëó÷àå çàìå-
íèò A-ðàâíîâåñèå â îïðåäåëåíèè 1) è åãî óñèëåíèå — ïðåäëàãàåìîå â äàííîé

ðàáîòå íîâîå �D P -ðàâíîâåñèå. Òàê êàê èñêàòü ýòè ðàâíîâåñèÿ òîëüêî íà îñíîâå
èõ îïðåäåëåíèé ñëîæíî, èñïîëüçóåì ãåîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ìàòðèö J1 è
J2 íà ïëîñêîñòü ( , )J J1 2 , ïðèâåäåííîå íà ðèñ. 1, ãäå ïî âåðòèêàëè îòëîæåíû
çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íîé ïëàòåæíîé ôóíêöèè J2 , à ïî ãîðèçîíòàëè — çíà÷åíèÿ J1.

Çàäà÷è ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ, íå ðàññìàòðèâàâøèåñÿ â êëàññè-
÷åñêîé òåîðèè èãð è êîíôëèêòîâ, îáóñëîâëèâàþò ïðèìåíåíèå íå èñïîëüçîâàâøåéñÿ
ðàíåå â ìàòåìàòèêå ôîðìû îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâ G1 è G2 íà ïëîñêîñòü ( , )J J1 2

(ñì. ðèñ. 1). Â ïåðâîì êâàäðàíòå
ïðèâîäèòñÿ åñòåñòâåííîå îòî-
áðàæåíèå J G J G J G( ) ( ( ), ( ))� 1 2
ñåìè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà G, íà
êîòîðîì îïðåäåëåíû îäíîâðå-
ìåííî äâå ôóíêöèè — J1 è J2 ,
à îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà G G2 \
íàõîäèòñÿ ëåâåå îñè J2 , ïîñêîëü-
êó íà íåì ôóíêöèÿ J1 íå îïðåäå-
ëåíà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îòî-
áðàæåíèå ìíîæåñòâà G G1 \ ïðèâî-
äèòñÿ íèæå îñè J1. Ïðè÷åì
îòîáðàæåíèÿ J aij1 ( ) óêàçàííûõ
ýëåìåíòîâ îáîçíà÷åíû òî÷êàìè
íèæå îñè J1, îòìå÷åííûìè îáî-
çíà÷åíèÿìè aij ýòèõ ýëåìåíòîâ.
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Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ìíîæåñòâî A-ðàâíîâåñèé â ýòîé çàäà÷å ïóñòî, ìíîæåñòâà
ðàâíîâåñèé, çàäàâàåìûå îïðåäåëåíèÿìè 2 è 3, íå ïóñòû. Íàéäåì âíà÷àëå ìàòðè-
öû P P P1 2, , :

P1 �
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, P2 �
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, P �

� � 
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��
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��

.

Ðàññìîòðèì, êàê èùóòñÿ íåïóñòûå ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö. Íàïðèìåð, ñèòóà-
öèÿ a11 P1-ýêñòðåìàëüíà, ïîñêîëüêó â íåé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì â ïåðâîì ñòîë-
áöå. Ñëåäîâàòåëüíî, óëó÷øèòü åå äëÿ ñåáÿ â ïåðâîì ñòîëáöå ñâîåé èãðîâîé ìàò-
ðèöû J1 1-é èãðîê íå ìîæåò. Ïðè÷åì äàííàÿ ñèòóàöèÿ íå ìîæåò áûòü P2-ýêñòðå-
ìàëüíîé, òàê êàê îíà íå ïðèíàäëåæèò èãðîâîé ìàòðèöå J2 2-ãî èãðîêà. Ñèòóàöèÿ
a21 òàêæå P1-ýêñòðåìàëüíà, ïîñêîëüêó îíà ïàðåòîâñêàÿ ïî îòíîøåíèþ êî âñåì
ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèö J1, J2 è êî âñåì ýëåìåíòàì ÷åòâåðòîé ñòðîêè
ýòèõ ìàòðèö. Çàìåòèì, ÷òî ñèòóàöèÿ a21 òàêæå è P2-ýêñòðåìàëüíà, òàê êàê îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì âî âòîðîé ñòðîêå ìàòðèöû J2 .

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ëþáûå äðóãèå ýëåìåíòû ìàòðèö P1 è P2 , ïðè÷åì èõ

ïåðåñå÷åíèå P îïðåäåëÿåòñÿ ïÿòüþ ýëåìåíòàìè, à ïðåäëàãàåìûå íîâûå �D P -ðàâ-
íîâåñèÿ, óñèëèâàþùèå P-ðàâíîâåñèÿ, çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ÷åòûðüìÿ
ýëåìåíòàìè:

�
( )D J J qq P q P qQ1 Pr= Arg Par (Arg Par ( )) =P

1 1 1 2 1 1� �

= Arg Par Prq PQ
J a a a a a a a a

1 1 1 11 13 21 22 32 33 43 44� ( , ; , ; , ; , ) =

= ( , , , , )a a a a a11 13 21 32 33 ,

�
( )

D J J qP
q P qQ P q2 2 2 2 1 2 2

= Arg Par (Arg Par ( )) =Pr� �

= Arg Par ( ; , , ) = (Prq PQ
J a a a a a a a a

2 2 2 21 32 42 13 33 43 14 2� ; , ; 1 32 13 33 14, , , , )a a a a ,

� � �D D D a a a aP P P= = ( , , , )1 2 13 21 32 33� .

Åñëè èñõîäíàÿ èãðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êîîïåðàòèâíàÿ (â êîòîðîé êîîïåðà-
òèâíûé âûèãðûø max ( + ) = 12aij

J J1 2 äîñòèãàåòñÿ, î÷åâèäíî, â ëþáîé èç òðåõ
ñèòóàöèé ( , , )a a a13 14 33 , òî ñïðàâåäëèâîå ðàñïðåäåëåíèå êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà

íà îñíîâå ÷åòûðåõ ïîëó÷åííûõ �D P -ðàâíîâåñèé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîð-
ìóëàìè [11, ñ. 51; 16, ñ. 175]:

y yP P
1 2� � � �

10 +3 + 4 +9

26 +17
12 7.2,

2 +8 + 4 +3

26 +17
12 4.8 .

Â íàèáîëåå âàæíîì êëàññå ñèëüíûõ óãðîç (2), ðàâíîâåñèÿ â êîòîðîì îòìåòèì

èíäåêñîì s, ìíîæåñòâî A s-ðàâíîâåñèé íå ïóñòî:

A s
1 �
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, A s
2 �
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, A s �
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 �


 � � 
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.
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Åñòåñòâåííûå óñèëåíèÿ A s-ðàâíîâåñèé îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâíîâåñèÿìè:

B a a a a B a a a a B as s s
1 13 21 32 43 2 21 32 13 24 1= ( , , , ), = ( , , , ), = ( 3 21 32, , )a a ,

D a D a D Ds s s s
1 13 2 21= , = , = , =� �' .

Êîîïåðàòèâíûé äåëåæ, ïîëó÷àåìûé íà îñíîâå òðåõ íàéäåííûõ ðàâíîâåñèé
( , , )a a a13 21 32 , èìååò âèä

y ys s
1 2=

10 +3 + 4

17 +14
12 = 6.6, =

2 +8 + 4

17 +14
12 = 5.4.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ èãðó íà ïåðåñå÷åíèè ìíîæåñòâ G, ãäå ó÷àñòíèêè,
ïî ñóòè, è âñòóïàþò â ïðÿìîé êîíôëèêò äðóã ñ äðóãîì:

J G
1

6 10

3 2

4 9

1

�

� �

� �

� �

� � �

�

�

�
�
�
��

�

�

�
�
�
��

, J G
2

1 2

8 6

4 3

7

�

� �

� �

� �

� � �

�

�

�
�
�
��

�

�

�
�
�
��

.

Äëÿ äàííîé èãðû íàõîäèì ñëåäóþùèå ðàâíîâåñèÿ:

AG
1 �
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 �


 � � 
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� � � �
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��
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��

, AG
2 �

� � 
 �


 � � �
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 �
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��

, AG �
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 � � �
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��

,

B a a a B a a aG
1 = ( , , ), = ( , , )G

13 21 33 2 21 32 13 , B a aG = ( , )13 21 ,

D a D a D DG G G G
1 13 2 21= , = , = =� � �, .

Âî âñïîìîãàòåëüíîé èãðå íà ïåðåñå÷åíèè èãðîâûõ ìíîæåñòâ G G1 2� èìååì
äâå ðàâíîâåñíûå ñèòóàöèè ( , )a a13 21 , îïðåäåëÿþùèå ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëåíèå
êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà:

y yG G
1 2=

10 +3

13 +10
12 6.8, =

2 +8

13 +10
12 5.2� � .

Íåáîëüøîå ðàçëè÷èå â ïîëó÷åííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà
â òðåõ ðåøåíèÿõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ óêàçûâàåò íà íåçíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå
ïîáî÷íûõ äîõîäîâ íà ðåøåíèå èñõîäíîé èãðû. Çàìåòèì, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå íàè-
ñèëüíåéøèõ ðàâíîâåñèé â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå ïðèíÿòü ïàðó ðàâíîâåñèé

D B B a aP s G� � = ( , )13 21 , òî ýòî ïðèâîäèò ê äåëåæó y � ( .68;5.2).

Ïîñêîëüêó ñèëüíûå óãðîçû («ñàíêöèè») — íàèáîëåå ñåðüåçíûé ôàêòîð â ëþ-

áîì êîíôëèêòå, èìåííî äåëåæ ys ñëåäóåò ïðèçíàòü â êà÷åñòâå áàçîâîãî, êîòîðûé

äîïóñòèìî ëèøü íåìíîãî êîððåêòèðîâàòü ñ ó÷åòîì äðóãèõ ïîëó÷àåìûõ ÷àñòíûõ
ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ (ñì. òàêæå Ïðåäëîæåíèå 1 â [13–15]).

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÈÃÐÛ Ñ ÏÎÁÎ×ÍÛÌÈ ÈÍÒÅÐÅÑÀÌÈ Ó×ÀÑÒÍÈÊÎÂ

Ðàññìîòðèì êîíôëèêòóþùèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (â ïîñòàíîâêå ðàáîòû [14]) ,
îïèñûâàåìûå äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, â êîòîðûõ i-é ó÷àñòíèê
(i N� �1, , ), èñïîëüçóÿ ÷èñòûå u ti ( ) èëè ñìåøàííûå q u ti i( , ) ñòðàòåãèè, ñòðå-
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ìèòñÿ îáåñïå÷èòü ìàêñèìóì ñâîåãî ôóíêöèîíàëà (êðèòåðèÿ):

J q dt f u x t dq i Ni

T

i

W ti i

( ) = , = 1� � 0 ( , , ) , ,
( )

� , (8)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

� ( , , ) ,
'( )

x f u x t dq t T t t E

W t

= = [ , ]� � �0 1
1, (9)

( , )u t W T� �� , (10)

x t x j n x t x k K nj j k k
( ) = = 1 ( ) =0

0
1

1 1, , , , , , ,� �� � , (11)

ãäå x x x En
n= ( )1, ,� � — åâêëèäîâî n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî; U U k

k=

N

= ;
1

� U k —

êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, u t u t u tN( ) , ,� ( ( ) ( )1 � ; �W Wk

k=

N

=
1

� , Wk — êîì-

ïàêòíûå ìíîæåñòâà â U ; W t( ) è �W t( ) — ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ W è �W â ìîìåíò
t T� ;

�
U Wi Ui

= Pr � — ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà �W íà U i ; q u ti i( , ) — ñìåøàííàÿ

ñòðàòåãèÿ i-ãî ó÷àñòíèêà, q q q N� 1� ; q q q q qi
i i N� � 
1 1 1� � ; Qi — ìíîæåñòâî

âñåõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé q ui i( , )� i-ãî èãðîêà â çàäà÷å (8), (9) ñ íà÷àëüíûì

óñëîâèåì x t x( )0
0� è çàìåíîé ìíîæåñòâà �W ìíîæåñòâîì

� �
�

�
U U U N= 1 � � .

Îäíàêî â çàäà÷å (8)–(11) óðàâíåíèþ (9) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (10), (11) óäîâëåò-
âîðÿþò íå âñå óêàçàííûå âûøå âîçìîæíûå ñòðàòåãèè q Qi i� , i N�1, ,� ,
à òîëüêî òå èç íèõ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò óäîâëåòâîðåíèå îãðàíè÷åíèé (10),
(11); îíè îáðàçóþò íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî �G â ïðîñòðàíñòâå
Q Q N1� �� .

Äîïóùåíèå 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî W — êîìïàêò â U T� ; îòîáðàæåíèå
�

� �f f f f f U E T EN
n

n n N= ( , ) :0
1

0 1, , , , � � � 
 òàêîâî, ÷òî ôóíêöèÿ
�
f u x( , , )�

èçìåðèìà (ïî Ëåáåãó) ïðè âñåõ u U x E n� �, , à ôóíêöèÿ
�
f t( , , )� � ïðè êàæäîì

t T� íåïðåðûâíà; ôóíêöèÿ
�
f ìàæîðèðóåòñÿ íà T ôóíêöèåé s t x( )(| | +1), ãäå s t( ) —

íåêîòîðàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ; x t( ): T E n� — àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (9); êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ
�
f óäîâëåòâîðÿ-

åò ñ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé b t( ) óñëîâèþ Ëèïøèöà | ( , , ) ( , , )|�f u x t f u x t� �
�

� �b t x x( )| | äëÿ âñåõ u U� ; x x E n, � , t T� .

Îòìåòèì, ÷òî íàéòè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ A-ðàâíîâåñèé
â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ â ôîðìå, àíàëîãè÷íîé èçâåñòíîé äëÿ âàðèàöèîííûõ
çàäà÷, íåâîçìîæíî ïðèíöèïèàëüíî. Åñëè A-ðàâíîâåñèå íåñêîëüêî óñèëèòü, íà-

çâàâ åãî óñèëåííûé àíàëîã A c-ðàâíîâåñèåì, òî íàéòè óäîáíûå äëÿ ïðèëîæåíèé
íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âîçìîæíî.

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì

A c-ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå ïîëó÷èì, åñëè îïðåäåëåíèå 1 äîïîëíèòü ïðèâåäåííûì

íèæå îïðåäåëåíèåì 7 (ò.å., ïî ñóòè, A c-ðàâíîâåñèå çàäàåòñÿ îïðåäåëåíèÿìè 1 è 7).

Îïðåäåëåíèå 7. Ñèòóàöèÿ q * â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå (8)–(11) A c-ýêñòðåìàëü-
íà, åñëè êàæäîå èç îòíîøåíèé (1)-(3) âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî íåíóëåâîå
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(â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) ìíîæåñòâî â T , íà êîòîðîì
�
q t q ti i( ) *� ( ), ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-

æåñòâîì ìíîæåñòâà èç T , íà êîòîðîì q t q ti i( ) ( )� * . Ñèòóàöèþ q * íàçîâeì A c-ðàâíî-
âåñèåì â çàäà÷àõ 1-, 2-, 3-ãî òèïîâ, åñëè ñîîòâåòñòâåííî òðåáîâàíèÿ (1), (2), (3) óäîâ-
ëåòâîðÿþòñÿ â òî÷êå q * äëÿ âñåõ i N�1, ,� , ò.å. åñëè A A Ac c

N
c= 1 � �� .

Ïî àíàëîãèè ñ A c-ðàâíîâåñèåì ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå P c-ðàâíîâåñèÿ. Åñëè
â ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è íå âõîäÿò ïðîèçâåäåíèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò è óïðàâëå-
íèé è çàäà÷à ëèíåéíà ïî ôàçîâûì êîîðäèíàòàì, òî ïîëàãàåì A Ac � è ñ ïîìîùüþ
ïðèâåäåííûõ íèæå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé A c-ðàâíîâåñèÿ ñâîäèì ðåøåíèå èñõîä-
íîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ («ëîêàëü-
íûõ») ñòàòè÷åñêèõ èãð, â êîòîðûõ ïëàòåæíûå ôóíêöèè — ãàìèëüòîíèàíû èãðî-
êîâ èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû [10–20]. Çàìåòèì, ÷òî åñëè A Ac � , òî
âñåãäà îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîâåðèòü íàéäåííîå ðåøåíèå íà åãî îïòèìàëü-
íîñòü (ðàâíîâåñíîñòü).

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè
ó÷àñòíèêîâ âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé èç [14].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü q * — A c-ðàâíîâåñèå â çàäà÷å ñ N ó÷àñòíèêàìè. Òîãäà

íàéäåòñÿ N íåíóëåâûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé p ti ( ) =

= ( ( ) ( )) 0p p t p t pi i
n
i i

0 1 0, , , , ,� � i N= 1, ,� , óäîâëåòâîðÿþùèõ ïî÷òè âñþäó â T

óðàâíåíèÿì

p p
f

x
dq

k
i i

i

kW t

= �
�

�
�
�� *

( )

, k n= 1, ,� , i N= 1, ,� , p tj
i ( )1 0� , j K� , (12)

ãäå f f f fi i
n= ( , )0 1, ,� ; ãàìèëüòîíèàíû

H p f dqi i i

W t

=

�
�
( )

* (13)

íåïðåðûâíû â T ; A c-ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ q * óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

H q q H qi i
i

i( , ) ( )� *� , i N= 1, ,� . (14)

Â îòíîøåíèè âñåõ äðóãèõ áàçîâûõ ðàâíîâåñèé, áîëåå ñèëüíûõ, ÷åì A c-ðàâ-
íîâåñèå, ñïðàâåäëèâû íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå àíàëîãè óðàâíåíèé (12)–(14),
ïðè÷åì âñå ñòàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèé ïåðåíîñÿòñÿ íà äèíàìè÷åñêèå çàäà-
÷è áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ îñëîæíåíèé.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íîâîãî ïî-
íÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè
â êëàññå ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, òðàêòóÿ åå êàê êîîïåðàòèâíóþ è áåñêîàëèöèîííóþ.
Èãðîêè âûáîðîì ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, ñîîòâåòñòâåííî u t1 ( ) è u t2 ( ), ñòðåìÿòñÿ îáåñ-
ïå÷èòü ìàêñèìóìû ñâîèõ ïëàòåæíûõ ôóíêöèîíàëîâ

J x dt J x dt1 1 2 2= =
0

1

0

1

� �, (15)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
�x f u u u u1 1 1 2 2 1

2= ( , ) = � , x1 0 0( ) � , (16)

�x f u u u u2 2 1 2 1 2
2= ( , ) = � , x2 (0) = 0, (17)

u ii �[0,1] = 1, 2, , ( , )u u W1 2 � �, (18)
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ãäå W FKMLF K L1 = \ { , } — çàìêíóòàÿ ôèãó-
ðà (çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê K è L), îïðåäåëÿ-
þùàÿ ìíîæåñòâî ïàð çíà÷åíèé ñòðàòåãèé
( , )u u1 2 , íà êîòîðûõ çàäàí ôóíêöèîíàë J1;
àíàëîãè÷íî W OKMLO K L2 = \ { , } — ìíîæåñ-
òâî ïàð çíà÷åíèé ñòðàòåãèé, íà êîòîðûõ çà-
äàí ôóíêöèîíàë J2 ; îòðåçîê W KML= ( ) —
ïåðåñå÷åíèå W W1 2� èãðîâûõ ìíîæåñòâ
ó÷àñòíèêîâ, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû ïëàòåæ-
íûå ôóíêöèîíàëû J1, J2 è ãäå, ïî ñóòè,
èãðîêè âñòóïàþò â êîíôëèêòíûå îòíîøåíèÿ.
Ñâîè ïîáî÷íûå äîõîäû èãðîêè ïîëó÷àþò íà îá-
øèðíûõ ìíîæåñòâàõ W KML1 \ ( ) è W KML2 \ ( ),
ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäÿùèõ ñîáñòâåííî èãðîâîå ìíîæåñòâî ( )LML . Íà ðèñ. 2
èç âñåãî âîçìîæíîãî ìíîæåñòâà óðîâíåé çíà÷åíèé ôóíêöèé f1 = const è
f 2 = const íà ïëîñêîñòè ( , )u u1 2 ïðèâåäåíû òîëüêî óðîâíè f u u1 2 1

2= = 0�

(êðèâàÿ OLF ) è f u u2 1 2
2= = 0� (êðèâàÿ OKF ), îáðàçóþùèå ãðàíèöó ìíîæåñòâà

� 	W W W= 1 2 . Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åðåç òî÷êó ( , ) = (1,0)u u1 2 ïðîõîäÿò óðîâíè
f1 1� è f 2 1� , à ÷åðåç òî÷êó ( , ) = (0,1)u u1 2 — óðîâíè f1 1� è f 2 1� . Ýòè
óðîâíè, êàê âèäíî èç ðèñ. 2, óêàçûâàþò íà òî, ÷òî 1-é èãðîê óëó÷øàåò çíà÷å-
íèå ñâîåãî ïëàòåæíîãî ôóíêöèîíàëà J1 ïðè ïåðåìåùåíèè âëåâî âäîëü ëèíèé
u2 � const, ïåðåñåêàþùèõ ìíîæåñòâî �W , à 2-é — ïðè ïåðåìåùåíèè ïî âåðòè-
êàëè âíèç.

Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèé (12) è ïðèâåäåì íà åãî îñíîâå ãàìèëüòîíèàíû
èñõîäíîé èãðû ê óäîáíîìó âèäó äëÿ ôîðìóëèðîâêè âñïîìîãàòåëüíîé («ëîêàëü-
íîé») èãðû.

Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíèàíû èìåþò âèä

H p x p u u p u u1
0
1

1 1
1

2 1
2

2
1

1 2
2= + ( ) + ( )� � , H p x p u u p u u2

0
2

2 1
2

2 1
2

2
2

1 2
2= + ( ) + ( )� � ,

óðàâíåíèÿ (12) ñâîäÿòñÿ ê ñîîòíîøåíèÿì

� , , � ,p p p p p1
1

0
1

1
1

2
1

2
1= (1) = 0 = 0 (1) = 0� , � , , � ,p p p p p2

2
0
2

2
2

1
2

1
2= (1) = 0 = 0 (1) = 0� ,

èìåþùèì ðåøåíèÿ

p p t t p p p t t p1
1

0
1

2
1

2
2

0
2

1
2= (1 ) = (1 ) = 0 = (1 ) = (1 ) = 0� � � �, , , ,

ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ â ãàìèëüòîíèàíû ïðèâîäèò èõ ê âèäó

H x t u u1
1 2 1

2= + (1 )( )� � , H x t u u2 2 1 2
2= + (1 )( )� � .

Ïîñêîëüêó 1 0� �t íà âñåé òðàåêòîðèè, èñõîäíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó
ïðèâåäåì âñåãî ê îäíîé ôóíêöèîíàëüíî íå èçìåíÿåìîé âñïîìîãàòåëüíîé ñòàòè-
÷åñêîé «ëîêàëüíîé» èãðå ñ ïëàòåæíûìè ôóíêöèÿìè

f u u f u u1 2 1
2

2 1 2
2= ( ) = ( )� �, . (19)

Åñëè áû íà ðàçëè÷íûõ ïîäûíòåðâàëàõ ( , )t t1 2 èíòåðâàëà ( , )0 1 ãàìèëüòîíèàíû
èçìåíÿëè ñâîé ôóíêöèîíàëüíûé âèä, òî ïðèøëîñü áû íà êàæäîì ïîäîáíîì
ïîäûíòåðâàëå ðåøàòü ðàçíûå ñòàòè÷åñêèå «ëîêàëüíûå» èãðû.

Ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèé 1, 7 è ðèñ. 2 íàõîäèì ñëåäóþùèå íàèáîëåå ñëàáûå ðàâ-
íîâåñèÿ â «ëîêàëüíîé» çàäà÷å. Ëåãêî âèäåòü èç ðèñ. 2, ÷òî A W2 2� , à ìíîæåñòâî A1 —
çàìêíóòàÿ ôèãóðà LNF áåç òî÷êè L, ïðè÷åì êðèâàÿ LN çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
u u u u1

2
2
4

2
2

2= + + 1� .

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 4 53

Ðèñ. 2

u2

u1

f2 0�

F

N

M

L

K

f1 0�

Î
1

1



Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ìíîæåñòâî A2 ñîâïà-
äàåò ñî âñåì èãðîâûì ìíîæåñòâîì 2-ãî èãðîêà,
à ìíîæåñòâî A1 ñîñòàâëÿåò ëèøü ÷àñòü èãðîâî-
ãî ìíîæåñòâà W1 1-ãî èãðîêà, òî òåîðåòè÷åñêè
ó 1-ãî èãðîêà ãîðàçäî áîëüøå âîçìîæíîñòåé íà-
êàçûâàòü 2-ãî èãðîêà, ÷åì ó 2-ãî íàêàçàòü 1-ãî.
Îäíàêî â ýòîé èãðå ïåðåñå÷åíèå A A A� �1 2
ïóñòîå, à ñëåäîâàòåëüíî, ïóñòûå è âñå èçâåñò-
íûå ðàâíîâåñèÿ, óñ èëèâàþùèå A-ðàâíîâåñèÿ.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè òî÷êè K è L íå èñ-
êëþ÷àòü èç èãðû, òî òî÷êà L îêàçûâàåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì íàèáîëåå ñëàáûì A-ðàâíîâåñèåì
â ïîäîáíîé èãðå.

Â ëþáîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî íàéòè åùå êà-
êèå-ëèáî ðàâíîâåñèÿ. Ðàññìîòðèì ïîèñê P-ðàâíîâåñèÿ è íîâîãî �D P -ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ
èõ ïîèñêà ñëåäóåò ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå èãðîâûõ ìíîæåñòâ W1 è W2 íà ïëîñêîñòü
( , )f f1 2 . Ýòî îòîáðàæåíèå ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3. Îòîáðàæåíèÿ ïîìå÷åííûõ áóêâàìè
òî÷åê íà ðèñ. 2 äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíû íà ðèñ. 3 òåìè æå áóêâàìè.

Âíà÷àëå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðèñ. 2 è 3 èùåì ìíîæåñòâà P P1 2, è P, à çàòåì èõ
óñèëåíèå — ìíîæåñòâî �D P . Ìíîæåñòâà Pi â äàííîé çàäà÷å ëåãêî íàõîäÿòñÿ, òàê

êàê îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ
ui � const íà ðèñ. 3 ñ êðèâîé KL. Èç ýòîãî ñëåäóåò

P P P D KLP
1 2= = = =� .

Êîîïåðàòèâíûé âûèãðûø âî âñïîìîãàòåëüíîé, «ëîêàëüíîé», èãðå ðåàëèçó-
åòñÿ â òî÷êå M è ðàâåí 0 5. . Âñëåäñòâèå ñèììåòðèè âûèãðûøåé ó÷àñòíèêîâ
â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ îòðåçêîâ ( ]KM è [ )ML ýòîò âûèãðûø äîëæåí äåëèòü-
ñÿ ìåæäó íèìè ïîðîâíó ñîãëàñíî [16, ñ. 174, 175].

Íà îñíîâå ðåøåíèÿ «ëîêàëüíîé» èãðû íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü âûèãðûøè
ó÷àñòíèêîâ è â èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå:

� � , ,x x x x t J J1 2 1 2 1 2= = 1/ 2 = = / 2 = = 1/ 4.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü, â êàêîé ìåðå íà ðåøåíèå èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëü-
íîé èãðû âëèÿþò ïîáî÷íûå äîõîäû ó÷àñòíèêîâ, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ðåøåíèå
òàêæå â êëàññå ñèëüíûõ óãðîç è íà ïåðåñå÷åíèè W èãðîâûõ ìíîæåñòâ ó÷àñòíèêîâ.

Äëÿ «ëîêàëüíîé» èãðû â êëàññå ñèëüíûõ óãðîç èç ðèñ. 2 íàõîäèì

A Ws

1 1= , A Ws

2 2= , A A A KLs s s= = ( )1 2� .

Ïîñêîëüêó äàæå íåáîëüøîå óñèëåíèå A s-ðàâíîâåñèÿ

B B KL B
s s s
1 2= = ( ) =� �, ,

íå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü íà ìíîæåñòâå A áîëåå ñèëüíîå ðàâíîâåñèå, çàêëþ÷àåì,
÷òî îòðåçîê KL ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíûõ ðàâíîâåñèé.

Ðàññìîòðèì òàêæå âñïîìîãàòåëüíóþ èãðó íà ïåðåñå÷åíèè ìíîæåñòâ
W W W1 2� = . Äëÿ ýòîé èãðû ïîëó÷àåì

A A A KLW W W
1 2= = = ( ), B B B KLW W W

1 2= = = ( ).
Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó âñå âñïîìîãàòåëüíûå èãðû ïðèâåëè ê îäíîìó è òîìó
æå ìíîæåñòâó ýêâèâàëåíòíûõ íàèñèëüíåéøèõ ðàâíîâåñèé, ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî
â ðàññìîòðåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ïîáî÷íûå äîõîäû ó÷àñòíèêîâ, õîòÿ è
çàíèìàþò ïî÷òè âñå ñóììàðíîå èãðîâîå ìíîæåñòâî �W , íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà
ðåøåíèå èãðû (÷òî äîâîëüíî ðåäêî âñòðå÷àåòñÿ è áëàãîïðèÿòíî äëÿ ó÷àñòíèêîâ).

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìîå íîâîå ïîíÿòèå �D P -ðàâíîâåñèÿ èìåëî ñóùåñò-
âåííîå çíà÷åíèå â îïðåäåëåíèè êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé
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u1 � const

f2

f1
0.250
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èãðû. Åñëè èãðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áåñêîàëèöèîííàÿ, òî åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ íàèñèëüíåéøèõ ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèé KL.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Àéçåêñ Ð. Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû. Ìîñêâà: Ìèð, 1967. 480 c.
2. Ìàê-Êèíñè Äæ. Ââåäåíèå â òåîðèþ èãð. Ìîñêâà: Ôèçìàòëèò, 1960. 420 ñ.
3. Íåéìàí Äæ., Ìîðãåíøòåðí Î. Òåîðèÿ èãð è ýêîíîìè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Ìîñêâà: Íàóêà, 1970.

708 ñ.
4. Êðàñîâñêèé Í.Í., Ñóááîòèí À.È. Ïîçèöèîííûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû. Ìîñêâà: Íàóêà,

1974. 324 ñ.
5. Êóðæàíñêèé À.Á. Óïðàâëåíèå è íàáëþäåíèå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Ìîñêâà: Íàóêà,

1977. 350 ñ.
6. Âàéñáîðä Ý.Ì., Æóêîâñêèé Â.È. Ââåäåíèå â äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû íåñêîëüêèõ ëèö è èõ

ïðèëîæåíèÿ. Ìîñêâà: Ñîâ. ðàäèî, 1980. 304 ñ.
7. Âîðîáüåâ Í.Í. Îñíîâû òåîðèè èãð. Áåñêîàëèöèîííûå èãðû. Ìîñêâà: Íàóêà, 1984. 495 ñ.
8. ×èêðèé À.À. Êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû. Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1992. 381 ñ.
9. Âàñèí À.À., Ìîðîçîâ Â.Â. Òåîðèÿ èãð è ìîäåëè ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè. Ìîñêâà: ÌÀÊÑ

Ïðåññ, 2005. 272 ñ.
10. Ñìîëüÿêîâ Ý.Ð. Êîíôëèêòíûå ðàâíîâåñèÿ íà ìíîæåñòâàõ ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì. Äîêëàäû

ÐÀÍ. 2003. Ò. 391, ¹ 2. Ñ. 172–176.
11. Ñìîëüÿêîâ Ý.Ð. Óïðàâëåíèå êîíôëèêòàìè ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ. Saarbr��ucken:

LAP LAMBERT Academic Publishing, 2013. 154 ñ.
12. Ñìîëüÿêîâ Ý.Ð. Òåîðèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíè-

êîâ. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2014. Ò. 50, ¹ 12. Ñ. 1647–1659.
13. Ñìîëüÿêîâ Ý.Ð. Èíäèâèäóàëüíî-ïàðåòîâñêèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ èãðîâûõ çàäà÷ ñ ïîáî÷íûìè èí-

òåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. 2015. Ò. 51, ¹ 2. Ñ. 29–42.
14. Ñìîëüÿêîâ Ý.Ð. Íîâûå ðàâíîâåñèÿ äëÿ èãð ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ. Êèáåðíåòè-

êà è ñèñòåìíûé àíàëèç. 2016. Ò. 52, ¹ 4. Ñ. 29–42.
15. Ñìîëüÿêîâ Ý.Ð. Íàèáîëåå îáùåå ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ êîíôëèêòíûõ çàäà÷ ñ ïîáî÷íûìè èí-

òåðåñàìè. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. 2017. Ò. 53, ¹ 3. Ñ. 18–33.
16. Ñìîëüÿêîâ Ý.Ð. Ìåòîäû ðåøåíèÿ êîíôëèêòíûõ çàäà÷. Ìîñêâà: ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2010. 242 ñ.
17. Ñìîëüÿêîâ Ý.Ð. Îáîáùåííîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è äèíàìè÷åñêèå êîíôëèêòíûå çàäà÷è.

Ìîñêâà: ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2010. 232 ñ.
18. Ñìîëüÿêîâ Ý.Ð. Òåîðèÿ àíòàãîíèçìîâ è äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû. Ìîñêâà: Ýäèòîðèàë ÓÐÑÑ,

2000. 160 ñ.
19. Ñìîëüÿêîâ Ý.Ð. Òåîðèÿ êîíôëèêòíûõ ðàâíîâåñèé. Ìîñêâà: Åäèòîðèàë ÓÐÑÑ, 2005. 304 ñ.
20. Ñìîëüÿêîâ Ý.Ð. Ðàâíîâåñíûå ìîäåëè ïðè íåñîâïàäàþùèõ èíòåðåñàõ ó÷àñòíèêîâ. Ìîñêâà:

Íàóêà, 1986. 224 ñ.
Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 19.12.2016

Å.Ð. Ñìîëüÿêîâ
Ï²ÄÑÈËÅÍÀ ÏÀÐÅÒÎÂÑÜÊÀ Ð²ÂÍÎÂÀÃÀ ÄËß ²ÃÎÐ ÍÀ ÏÅÐÅÒÈÍÍÈÕ ÌÍÎÆÈÍÀÕ

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî íîâå ïîíÿòòÿ ð³âíîâàãè. Éîãî ìîæíà âèêîðèñòî-
âóâàòè äëÿ âèçíà÷åííÿ ñïðàâåäëèâîãî ðîçïîä³ëó ó êîîïåðàòèâíèõ ³ãðàõ íà
ïåðåòèííèõ ³ãðîâèõ ìíîæèíàõ òà óòî÷íåííÿ ³ºðàðõ³÷íî¿ çàëåæíîñò³ ì³æ
â³äîìèìè ð³âíîâàãàìè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êîíôë³êòí³ çàäà÷³ íà ïåðåòèííèõ ìíîæèíàõ, ³ãðîâ³ ð³âíîâàãè.

E.R. Smol’yakov
STRONGEST PARETO EQUILIBRIUM FOR GAMES ON CROSSING SETS

Abstract. A new concept of equilibrium is proposed. It can be used for
definition of just sharing in cooperative games on crossing sets and for
definition of more strict dependence between different equilibria.
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