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Про обмеженiсть l-iндексу цiлих розв’язкiв одного

диференцiального рiвняння

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Б. Й. Пташником)

Estimates of the l-index for entire solutions of the differential equation z2w′′+(β0z
2+β1z)w′+

+ (γ0z
2 + γ1z + γ2)w = 0 are obtained.

Однолиста аналiтична в D = {z : |z| < 1} функцiя f називається опуклою, якщо f(D) —
опукла область. Добре вiдомо [1, c. 203], що умова Re{1 + zf ′′(z)/f ′(z)} > 0 (z ∈ D) є
необхiдною i достатньою для опуклостi f . Функцiя f називається [1, c. 583] близькою до
опуклої в D, якщо iснує опукла в D функцiя Φ така, що Re(f ′(z)/Φ′(z)) > 0 (z ∈ D). Кожна
близька до опуклої функцiя є однолистою в D, i тому f ′(0) 6= 0.

Для додатної неперервної на [0,+∞) функцiї l цiла функцiя f називається функцiєю
обмеженого l-iндексу [2, c. 5], якщо iснує N ∈ Z+ таке, що для всiх n ∈ Z+ i z ∈ C

|f (n)(z)|
n!ln(|z|) 6 max

{ |f (k)(z)|
k!lk(|z|) : 0 6 k 6 N

}

. (1)

Найменше з таких чисел N називається l-iндексом i позначається через N(f, l). Якщо G ⊂
⊂ C та iснує N ∈ Z+ таке, що нерiвнiсть (1) правильна для всiх n ∈ Z+ i z ∈ G, то
f називатимемо функцiєю обмеженого l-iндексу на (або в) G, а l-iндекс позначатимемо
через N(f, l;G). Зауважимо, що якщо l(x) ≡ 1, то з (1) отримуємо означення цiлої функцiї
обмеженого iндексу, введене Б. Лепсоном [3] для вивчення властивостей цiлих розв’язкiв
лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами i використане У. Хейманом [4]
для дослiдження розподiлу значень таких розв’язкiв.

Ще у 1940 р. Р. Боас [5] довiв, що якщо щонайбiльше скiнченна кiлькiсть похiдних цiлої
функцiї f експоненцiального типу 6 ln 2 є однолистими в D, то f — многочлен. C. Шах
i С. Трiмбле [6] поширили цей результат на цiлi функцiї з усiма однолистими в D похiд-
ними, або з деякою послiдовнiстю однолистих в D похiдних. Їх дослiдження продовжено
в працях [7–9].

Проблемi близькостi до опуклостi всiх похiдних цiлої функцiї присвячено значно мен-
ше праць, а добре вiдомою є тiльки стаття С. Шаха [10], в якiй вказано умови на дiйснi
коефiцiєнти β0, β1, γ0, γ1, γ2 диференцiального рiвняння

z2w′′ + (β0z
2 + β1z)w′ + (γ0z

2 + γ1z + γ2)w = 0, (2)

за яких iснує такий цiлий розв’язок f , що всi його похiднi є близькими до опуклих у D

функцiями. Дослiдження С. Шаха продовжено в статтях [11, 12], i у випадку комплексних
параметрiв β0, β1, γ0, γ1, γ2 доведено [12] такi твердження.

Теорема А. Якщо γ0 = 0, β0 6= 0, β1 + γ2 = 0, |β1| < 2 i 2(|β0| + |γ1|)/(2 − |β1|) < ln 2,
то iснує цiлий розв’язок

f(z) = z +

∞
∑

n=2

fnzn (3)
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диференцiального рiвняння (2) такий, що f , f ′, f ′′, . . . є близькими до опуклих у D функцi-
ями i ln Mf (r) = (1 + o(1))|β0|r, r → ∞, де Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}.

Теорема Б. Нехай β0 6= 0, γ0 6= 0, β1 + γ2 = 0, |β1| < 2 i

2|β0| + 2|γ1|
2 − |β1|

+
6|β0| + 3|γ1| + 3|γ0|

2(3 − |β1|)
+

2|γ0|
3(4 − |β1|)

< 1.

Тодi iснує цiлий розв’язок (3) рiвняння (2) такий, що f , f ′, f ′′, . . . є близькими до опуклих

у D функцiями i lnMf (r) = (1 + o(1))|σ|r, r → ∞, де або σ =
1

2

∣

∣

∣
−β0 +

√

β2
0 − 4γ0

∣

∣

∣
, або

σ =
1

2

∣

∣

∣
−β0 −

√

β2
0 − 4γ0

∣

∣

∣
.

Теорема В. Нехай β0 = γ0 = 0, β1 + γ2 = 0, |β1| < 2, γ1 6= 0 i 2|γ1|/(2 − |β1|) < 4/5.
Тодi iснує цiлий розв’язок (3) рiвняння (2) такий, що f , f ′, f ′′, . . . є близькими до опуклих
у D функцiями i ln Mf (r) = (1 + o(1))

√

|γ1|r, r → +∞.
У даному повiдомленнi ми доповнимо цi результати оцiнками l-iндексу функцiї (3).
Теорема 1. Кожна з похiдних f (ν) (ν > 0) цiлого розв’язку (3) рiвняння (2) є обме-

женого l-iндексу, причому
а) l(x) ≡ 3ν + 5 i N(f (ν), l) 6 max{2,m}, а

m =









exp

{

2(|β0| + |γ1|)
2 − |β1|

}

− 1

1 − 1

2
exp

{

2(|β0| + |γ1|)
2 − |β1|

}









+ 1

за умов теореми А;
б) l(x) ≡ 3ν + 5 i N(f (ν), l) 6 max{2,m}, а

m =









4|β0| + 4|γ1|
2 − |β1|

+
6|γ0|

2(3 − |β1|)

1 − 2|β0| + 2|γ1|
2 − |β1|

− 6|β0| + 3|γ1| + 3|γ0|
2(3 − |β1|)

− 2|γ0|
3(4 − |β1|)









+ 1

за умов теореми Б;

в) l(x) = (2ν + 5)min
{√

2, 1/
√

x
}

i N(f (ν), l) 6 m = 134 за умов теореми В.

1. Оцiнки N (f (ν), l ;D1/2). Для оцiнок l-iндексу функцiї (3) та її похiдних в D1/2 =
= {z : |z| 6 1/2} будемо використовувати деякi оцiнки з [12] i таку лему.

Лема. Якщо
∞
∑

n=2
n|an| 6 α < 1, то функцiя a(z) = z +

∞
∑

n=2
anzn є обмеженого l-iндексу

в D1/2 з l(x) ≡ 2 i N(a, 2; D1/2) 6 [2α/(1 − α)] + 1.
Справдi, 0 < 1 − α 6 |a′(z)| 6 1 + α для |z| 6 1, а за нерiвнiстю Кошi для |z| 6 1/2

i m > 1 маємо |a(m+1)(z)| 6 m!2m max{|a′(z)| : |z| 6 1}. Тому для z ∈ D1/2 i m > 2α/(1 − α)

|a(m+1)(z)|
(m + 1)!2m+1

6
1 + α

(m + 1)(1 − α)

|a′(z)|
2

6
|a′(z)|

2
6 max

{ |a′(z)|
2

, |a(z)|
}

,

тобто функцiя a є обмеженого l-iндексу в D1/2 з l(x) ≡ 2 i N(a, 2; D1/2) 6 [2α/(1 − α)] + 1.
Зробимо ще два зауваження, якi випливають з означення обмеженостi l-iндексу.
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Зауваження 1. Якщо f — цiла функцiя обмеженого l-iндексу в G i a = const 6= 0, то
функцiя F (z) = af(z) обмеженого l-iндексу в G i N(F, l;G) = N(f, l;G).

Зауваження 2. Якщо l1(x) 6 l2(x) i f є обмеженого l1-iндексу N в G, то f є обмеженого
l2-iндексу 6 N в G.

Позначимо F0 = f (0) = f i F0,n = fn, тобто F0(z) = z +
∞
∑

n=2
F0,nzn. Далi, для ν >

> 1 маємо f (ν)(z) =
∞
∑

n=0
f

(ν)
n zn, де f (ν)

n =
(n + ν)!

n!
fn+ν > 0. Тому згiдно iз зауваженням 1

N(f (ν), l; D1/2) = N(Fν , l; D1/2), де Fν(z) = (f (ν)(z) − f
(ν)
0 )/f

(ν)
1 = z +

∞
∑

n=2
Fn,νzn, F0,ν = 0,

F1,ν = 1 i Fn,ν = f (ν)
n /f

(ν)
1 . У [12] показано, що для кожного ν > 0 за умов теореми А

∞
∑

n=2

n|Fn,ν | 6 exp

{

2(|β0| + |γ1|)
2 − |β1|

}

− 1,

за умов теореми Б

∞
∑

n=2

n|Fn,ν | 6

2(|β0| + |γ1|)
2 − |β1|

+
3|γ0|

2(3 − |β1|)

1 − 3(2|β0| + |γ1|)
2(3 − |β1|)

− 2|γ0|
3(4 − |β0|)

i за умов теореми В

∞
∑

n=2

n|Fn,ν | 6

∞
∑

n=1

1

(n!)2

(

2|γ1|
2 − |β1|

)n

6

∞
∑

n=1

1

(n!)2

(

4

5

)n

< 0,985.

Тому за лемою N(f (ν), 2; D1/2) = N(Fν , 2; D1/2) 6 m, де m визначено так, як у формулюваннi
теореми 1.

2. Оцiнки N (f (ν), l;C \ D1/2). Припустимо, що виконуються умови теореми А. Тодi
з умови 2(|β0| + |γ1|)/(2 − |β1|) < ln 2 випливає, що |β0| 6 1, |γ1| 6 1, а диференцiальне
рiвняння (2) має вигляд

z2w′′ + (β0z
2 + β1z)w′ + (γ1z − β1)w = 0. (4)

Пiдставивши сюди w = f(z), для |z| > 1/2 неважко отримати

|f ′′(z)|
2!52

6 max

{ |f ′(z)|
1!5

, |f(z)|
}

. (5)

Пiдставивши в (4) w = f(z) i продиференцiювавши m > 1 раз, дiстанемо

z2f (m+2)(z) + (β0z
2 + (2m + β1)z)f (m+1)(z) +

+ ((2mβ0 + γ1)z + (m + β1)(m−1))f (m)(z) + (β0m(m−1) + γ1)f
(m−1)(z) ≡ 0, (6)
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звiдки для |z| > 1/2 отримуємо

|f (m+2)(z)|
(m + 2)!5m+2

6
|β0| + 4m + 2|β1|

5(m + 2)

|f (m+1)(z)|
(m + 1)!5m+1

+

+
4m|β0| + 4m + 2|γ1| + 4(m + β1)(m − 1)

52(m + 2)(m + 1)

|f (m)(z)|
m!5m

+

+
4m(m − 1)|β0| + 4|γ1|
53(m + 2)(m + 1)m

|f (m−1)(z)|
(m − 1)!5m−1

6

6
124m2 + 261m + 109

125m2 + 375m + 250
max

{ |f (k)(z)|
k!5k

: m − 1 6 k 6 m + 1

}

<

< max

{ |f (k)(z)|
k!5k

: m − 1 6 k 6 m + 1

}

. (7)

З нерiвностей (7) i (5) випливає нерiвнiсть N(f, 5; C \ D1/2) 6 1. Для ν > 1 i n > 0 тотож-
нiсть (6) можна записати у виглядi

z2f (ν+n+3)(z) + (β0z
2 + (2ν + 2n + 2 + β1)z)f (m+1)(z) + ((2ν + 2n + 2)β0 + γ1)z +

+ (ν + n + 1 + β1)(ν + n))f (m)(z) + (β0(ν + n + 1)(ν + n) + γ1)f
(ν+n)(z) ≡ 0,

звiдки для |z| > 1/2

|f (ν+n+3)(z)|
(n + 3)!(3ν + 5)n+3

6
1 + 2(2ν + 2n + 4)

(n + 3)(3ν + 5)

|f (ν+n+2)(z)|
(n + 2)!(3ν + 5)n+2

+

+
2(2ν + 2n + 3) + 4(ν + n + 3)(ν + n)

(n + 3)(n + 2)(3ν + 5)2
|f (ν+n+1)(z)|

(n + 1)!(3ν + 5)n+1
+

+
4(ν + n + 1)(ν + n) + 4

(n + 3)(n + 2)(n + 1)(3ν + 5)3
|f (ν+n)(z)|

(ν + n)!(3ν + 5)n
6

6 Q(ν, n)max

{

|f (ν+k)(z)|
k!(3ν + 5)k

: n 6 k 6 n + 2

}

,

де

Q(ν, n) =
4ν + 4n + 9

(n + 3)(3ν + 5)
+

8ν2 + 16nν + 8n2 + 20ν + 20n + 10

(n + 3)(n + 2)(3ν + 5)2
< 1.

Отже, для |z| > 1/2

|f (ν+n+3)(z)|
(n + 3)!(3ν + 5)n+3

6 max

{ |f (ν+k)(z)|
k!(3ν + 5)k

: n 6 k 6 n + 2

}

,

звiдки випливає, що

N(f (ν), 3ν + 5; C \ D1/2) 6 2.
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Подiбно доводиться, що за умов теореми Б N(f, 5; C\D1/2) 6 1 i N(f (ν), 3ν+5; C\D1/2) 6

6 3 (ν > 1).
Нарештi, нехай виконуються умови теореми В. Тодi з умови 2|γ1|/(2 − |β1|) < 4/5 ви-

пливає, що |γ1| < 1, i оскiльки β0 = 0, то з (4) замiсть (5) для |z| > 1/2 тепер маємо

|f ′′(z)|(
√

|z|)2
2!52

6
|β1|

10
√

|z|
|f ′(z)|

√

|z|
1!5

+
|γ1||z| + |β1|

50|z|2 |f(z)| 6

6
13

25
max

{ |f ′(z)|
√

|z|
1!5

, |f(z)|
}

6 max

{ |f ′(z)|
√

|z|
1!5

, |f(z)|
}

. (8)

З цих же причин з (6) для m > 1 i |z| > 1/2 подiбно отримуємо

|f (m+2)(z)|(
√

|z|)m+2

(m + 2)!5m+2
6

2m + |β1|
5
√

|z|(m + 2)

|f (m+1)(z)|(
√

|z|)m+1

(m + 1)!5m+1
+

+

(

(m + |β1|)(m − 1)

|z|2 +
|γ1|
|z|

) |z|
25(m + 2)(m + 1)

|f (m)(z)|(
√

|z|)m
m!5m

+

+
|γ1|
|z|2

|z|
√

|z|
125(m + 2)(m + 1)m

|f (m−1)(z)|(
√

|z|)m−1

(m − 1)!5m−1
6

< max

{ |f (j)(z)|(
√

|z|)j
j!5j

: m − 1 6 j 6 m + 1

}

. (9)

З (9) i (8) випливає нерiвнiсть

N

(

f,
5

√

|z|
; C \ D1/2

)

6 1.

Нарештi, з (6) для ν > 1 i m > 0 маємо

|f (ν+n+3)(z)|(
√

|z|)n+3

(n + 3)!(2ν + 5)n+3
6

2(ν + n + 1)
√

2

(n + 3)(2ν + 5)

|f (ν+n+2)(z)|(
√

|z|)n+2

(n + 2)!(2ν + 5)n+2
+

+
1 + 4(ν + n + 2)(ν + n)

(n + 3)(n + 2)(2ν + 5)2
|f (ν+n+1)(z)|(

√

|z|)n+1

(n + 1)!(2ν + 5)n+1
+

+

√
2

(n + 3)(n + 2)(n + 1)(2ν + 5)3
|f (ν+n)(z)|(

√

|z|)n
n!(2ν + 5)n

6

6 Q(ν, n)max

{ |f (ν+j)(z)|(
√

|z|)j
j!5j

: n 6 j 6 n + 2

}

,

де

Q(ν, n) =
4(ν + n + 1)

(n + 3)(2ν + 5)
+

4(ν + n + 2)(ν + n) + 3

(n + 3)(n + 2)(2ν + 5)2
< 1,

звiдки одержуємо нерiвнiсть

N

(

f (ν),
2ν + 5
√

|z|
; C \ D1/2

)

6 2.
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3. Доведення теореми 1. У п. 1 доведено, що N(f (ν), 2; D1/2) 6 m для всiх ν > 0.

З iншого боку, як показано в п. 2, за умов теореми А N(f, 3ν +5; C \D1/2) 6 1 i N(f (ν), 3ν +

+ 5; C \ D1/2) 6 2, ν > 1. Тому згiдно iз зауваженням 2 N(f (ν), 3ν + 5) 6 max{2,m}.
За умов теореми Б доведення теореми 1 таке ж.
Нарештi, за умов теореми В маємо N(f (ν), 2; D1/2) 6 134 (ν > 0), N(f, 5/

√

|z|; C\D1/2) 6

6 1 i N(f (ν), (2ν + 5)/
√

|z|; C \ D1/2) 6 2 (ν > 1). Тому, якщо приймемо l(x) = (2ν +

+ 5)min{
√

2, 1/
√

x}, то l(|z|) > 2 для |z| 6 1/2, l(|z|) = (2ν + 5)/
√

|z|} для |z| > 1/2 i згiдно
iз зауваженням 2 N(f (ν), l) 6 134.
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