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Наведена фізикоbматематична модель сумісної міграції рідких легких вуглеводнів і підземної вологи в
ненасиченоbнасичених грунтах зони аерації у вигляді системи нелінійних міграційних диференціальних
рівнянь, які в загальному випадку не мають точного розв'язання. Для їхньої реалізації, точніше, їх
скінченнорізницевої апроксимації, пропонується декілька розрахункових явних скінченнорізницевих
схем розв'язань. Щоб довести потрібну стійку збіжність із заданою точністю розв'язання до єдино можb
ливого результату, нами пропонується методика послідовних ітераційних розрахунків за рекомендоваb
ними формулами окремо кожного з міграційних рівнянь. На конкретному прикладі 2bметрового моb
ноліта грунту досліджується найбільш ефективна явна схема стійкого та збіжного розв'язання рівнянь
у загальному випадку неусталеної міграції рідких гасу та підземної вологи при граничних умовах І і ІІ
родів з урахуванням початкової відсутності у грунтах вуглеводню, але потім повного насичення ним.

Ключові слова: зона аерації, грунт, гас, вода, міграція, поверхневий натяг, тиск, об'ємний вміст,
рух, прогнозні розрахунки, збіжність, однозначність.

Изложена физикоbматематическая модель совместной миграции жидких легких углеводородов и
подземной влаги в ненасыщенноbнасыщенных грунтах зоны аэрации в виде системы нелинейных
миграционных дифференциальных уравнений, в общем случае не имеющих  точного решения. Для
их реализации, точнее, их конечноразностной аппроксимации, предлагается несколько расчетных
явных конечноразностных схем решения. Чтобы доказать требуемую устойчивую сходимость с заb
данной точностью решения к единственно возможному результату, нами предлагается методика
последовательных итерационных расчетов по рекомендованным формулам каждого в отдельности
из миграционных уравнений. На конкретном примере 2bметрового монолита грунтов исследуется
наиболее эффективная явная схема устойчивого и сходимого решения уравнений в общем случае
неустановившейся миграции жидких керосина и подземной влаги при граничных условиях I и II роb
дов с учетом первоначального отсутствия в них углеводорода, но затем полного насыщения им.

Ключевые слова: зона аэрации, грунт, керосин, вода, миграция, поверхностное натяжение, давb
ление, объемные содержания, движение, прогнозные расчеты, сходимость, однозначность.

The physicbmathematical model for the joint migration of light hydrocarbons and underground moisture into
unsaturated – saturated soils within the aeration zone as the nonlinear migration differentiation equations
system, which aren't in general the accurate solution are considered. In order to realize the finitebdifference
approximation for these equations it's proposed a few calculation explicit difference schemes for their solub
tions. The required stable convergence with the fixed accuracy of the solution to the unique possible result
assumes the successive iterative calculations according to our recommended formulae for each migration
equation separately that we have proved. The case study with the 2bm soil monolith allows examining the
most effective explicit scheme for the stable and convergent solution of the equations in the general case
for the unstable migration of liquid kerosene and underground moisture under the boundary conditions of
the first and second kinds in the primary absence of hydrocarbon and then the full saturation by it. 

Key words: aeration zone, soils, kerosene, water, migration, interfacial tension, pressure, volume conb
tent, motion, predictive calculations, convergence, uniqueness. 
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Прежде всего напомним основные, высb
казанные нами, утверждения [4, 5], что наиb
более универсальными для эффективной
реализации физикоbматематических модеb
лей совместной нелинейной миграции жидb
ких нефтепродуктов и подземной воды в неb
насыщенноbнасыщенных водою грунтах
зоны аэрации являются конечноразностные
уравнения, аппроксимирующие эти модели,
представляющие собой, в свою очередь,
систему дифференциальных уравнений
пространственноbвременных изменений
состояния этих веществ при соответствуюb
щих начальных и разного рода граничных
условиях. Хотя такая конечноразностная заb
мена предполагает появление свойственb
ных ей ошибок, зато принципиально целеb
направленным изменением значений
пространственных и временных шагов можb
но добиться при эпигнозном или прогнозb
ном решении минимальных погрешностей
за счет дискретности именно пространства
и времени. Указанная возможность хотя и
трудоемка, но позволяет количественно с
требуемой точностью охарактеризовать исb
следуемый процесс совместной миграции,
в то время как решение исходных систем
дифференциальных (или интегральных)
уравнений, непрерывно описывающих приb
родную обстановку, чаще всего не предсb
тавляется возможным в связи с отсутствиb
ем достоверных аналитических расчетных
формул. Кстати, современные вычислиb
тельные машины, тем более компьютерные
цифровые, по своим техническим показатеb
лям в наибольшей степени приемлемы для
дискретных конечноразностных решений. 

Однако обратим внимание, что для конкb
ретного однозначно корректного решения
исходных конечноразностных уравнений,
тем более, если применять наиболее рациb
ональный явный метод, необходимо докаb
зать, согласно требованиям Адамара, усb
тойчивость и сходимость этого метода [2,
6]. При этом так называемый устойчивый
неявный метод решения при его реализаb
ции на цифровых вычислительных машинах
может также оказаться неустойчивым, в
частности по причине не предвиденного наb
копления ошибок округления и деления на
числа, близкие к нулю [2, 4]. 

Несомненно, за исключением частных
упрощенных случаев, исследуемая нами

система миграционных дифференциальных
нелинейных уравнений совместной миграb
ции двух указанных жидкостей не имеет точb
ных решений, и может быть реализована
только их конечноразностная аппроксимиb
рующая модель. 

Подробное обоснование физикоbматеb
матических моделей совместной миграции
влаги и нефтепродуктов в ненасыщенноbнаb
сыщенных грунтах приведено в работе  [5].    

Покажем методику обоснования устойb
чивой и сходимой явной конечноразностной
схемы прогнозного решения на примере
одномерной вертикальной совместной неb
установившейся миграции жидких керосина
и подземной воды в 2bметровом монолите
грунтов при отсутствии внутренних источb
ников изменения этих веществ с учетом
граничных условий I и II родов. Подчеркнем,
что параметры миграции веществ и порисb
той грунтовой среды отвечают требованиям
достоверности: известна их физикоbхимиb
ческая сущность, детерминизм, компетентb
ность объемов и времени опытного опb
ределения параметров с известными
максимально возможными погрешностями
[4], позволяющими охарактеризовать хотя
бы худший пессимистический результат реb
шения.

Чтобы доказать сходимость решения,
необходимо сравнить результаты решения
с известными тестовыми. За таковые приb
нимаются прежде всего равновесное состоb
яние исследуемых веществ, а также не проb
тиворечащее логике временное изменение
содержания керосина в расчетных точках.
Кратко напомним изложенное в работах [4,
5], ограничившись лишь наиболее важными
положениями. 

Так, с физикоbматематической точки
зрения на рассмотрение предлагается слеb
дующая система уравнений:
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где – относительное объемное соb

держание подземной влаги (точнее, подb
земного жидкого водного раствора), доли;
Wi – относительное объемное содержание

жидкого керосина, доли; – так назыb

ваемый обобщенный коэффициент переноb
са жидкой влаги, м/сут; Ki (Wi) – обобщенb
ный коэффициент переноса керосина,
м/сут; рр – давление подземной влаги, Па;
ризб – избыточное (без атмосферного) давb
ление керосина, Па; рвс – так называемое
всасывающее давление подземной жидкой
влаги, Па; �p и �i – объемные веса соответb
ственно жидкой влаги и керосина, кг/м3; ip
и ii– так называемые внутренние источники
жидких влаги и керосина, 1/сут. 

При этом начальные условия характериb
зуются отсутствием керосина и покоем влаb
ги, но с учетом изменения поверхностного
натяжения жидкой влаги за счет условного
первоначального молекулярного насыщеb
ния углеводородом. В виде граничных услоb
вий рекомендуется использовать на граниb
цах монолита постоянное граничное
условие I рода, т. е. функции Ф

—
p
гран, Ф

—
i
гран, а

также II рода, т. е. точb

нее см. в табл. 2–4.
Специфика изучаемых процессов, согb

ласно работам [1, 4, 5], определяет такие
соотношения:

где �p, �i – кинематические вязкости воды и
нефтепродуктов, �1.2 – поверхностное натяb
жение воды и керосина; 1 – воздух, 2 – углеb
водород, 3 – вода, 4 – твердое тело. 

Известными экспериментально опредеb
ляемыми являются лишь параметры, повеb
рхностное натяжение �1.3 и �1.2, а также  объb
емные веса �p и �i и кинематические
вязкости �p, �i , зависящие, в свою очередь,
от температуры, плотности веществ (масb
совой концентрации): (�T = �0 – 	
T), � = ���,
� = �g, где � –  плотность, кг/м3 ; g – ускореb
ние свободного падения, м/с2; 	воды =
=0,1541· 10–3 Н/°К, 	бенз = 0,1183· 10–3 Н/°К,

T – изменение температуры, °К; �0 – станb
дартное поверхностное натяжение, Н/м. 

Предлагаются в несколько преобразоb
ванном виде конечноразностные замены
вышеуказанных миграционных уравнений
по явной схеме [2, 5], являющиеся по сути
основными прогнозными расчетными форb
мулами: 
при n = 1, 2, 3 ... Nb1, N

при m = 1, 2, 3 ... Mb1, M
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где n, m – соответствующие номера итераb
ционных расчетов (последовательных прибb
лижений); 
t = t+1 – t, 
z = zz+1 – zz = zz – zz–1

– соответственно временной и пространb
ственный шаги расчетной сетки, +1  – коb
нечный и начальный моменты времени, сут;
zz, zz±1 – вертикальные координаты точек, м;
z ± 1/2 – координата посредине между расb
четными точками, м; nb1,  mb1 – предыдуb
щая итерация.

Принятые допущения при итерационных
расчетах уравнений:

– по изменению состояния углеводороb

дов (керосина) 

– по влаге  

Определяемыми величинами являются
(Фi)N

z,  (Wi)N
z с точностью �*

i = |(Фi)z
Nb1 – (Фi)z

N|�
� 0,001 м и �*

i
*= |(Wi)z

N – (Wi)z
N–1|� 0,001, а

также (Ф
—

р)М
z , (Wp)M

z с точностью �*
p = |(Ф

—
p)z

M –
– (Ф

—
p)z

M–1|� 0,001 м или �p
** = |(Wp)z

M –
– (Wp)z

M–1|� 0,001 .
Время определения 
t = �; 0,1; 0,04;

0,0004 сут  при 
z = 0,2 м – const, z10 – z0 = 2,0 м
– const; начальные относительные объемные
влагосодержания рассчитываются при Ф

p =
= 0,4 м – const; начальные относительные
объемные содержания керосина равны нулю.

За исходные истинные принимаются
взятые из литературных источников [1, 4, 7]:

За исходные экспериментальные дисb
кретные параметры, приведенные в рабоb

тах [3, 4],  приниb

маются по табл. 1.

Последовательность рекомендуемых
итерационных расчетов уравнения по мигb
рации керосина от расчетной точки 9 до 1. 

Вначале определяем начальные значеb
ния относительных объемных влагосодерb
жаний "", затем для первой итерации, так
называемой нулевой n – 1 = 0, по следуюb
щим формулам: 
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Т а б л и ц а 1. Значения известных экспе:

риментальных параметров

(1)

(2)



Затем определяем (Фi)
z при (Wi)

z = 0;

Теперь по предыдущим значениям опреb
деляем величины на вторую итерацию (т. е.
nb1 = 2b1 = 1), далее, методически повторяb
ясь, на n = 3, 4  и т. д.
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(3)

(4)

(6)

(5)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)



Наконец, определив с требуемой точb
ностью (Фi)N

z, (Wi)N
z, (Wp)N

z = (Wp)
z сравниваем

с конечным теоретическим тестовым решеb
нием, согласно которому (Фi)N

z = 2,0 м в расb
четных точках. 

Пока фронт мигрирующего керосина не
достиг полностью насыщенный водою
грунт, заполнив воздушные поры, значения
(Wi)N

z и (Wp)
z близки к истинным. Однако при

полном насыщении порового пространства
керосином и водой, очевидно, потребуется
решение уравнений по воде, так как должно
видоизмениться избыточное давление влаb
ги и  соответственно содержание керосина.
Чтобы оценить возможные изменения их
содержания, требуется решить уравнение
по миграции подземной влаги.

Последовательность итерационных расb
четов уравнения по миграции влаги.

(Ф
—

р)m
z от z = (9) до z = (1) расчетной точb

ки выполняется согласно рекомендуемым
формулам:
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(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(1*)

(2*)

(3*)

(4*)

(5*)

(6*)

(7*)

(8*)



Далее повторяем итерации до m = M – 1,
M и с учетом требуемой точности �*

p и �**
p, поb

лучим требуемое решение (Ф
—

р)М, (Wp)М
z ,
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(9*)

(10*)

(11*)

(12*)

(13*)

(14*)

(15*)

(16*)

(17*)

(18*)

(19*)

(20*)



(Wi)М
z не забывая, что при всех итерациях осb

таются постоянными (Kp)
9+1/2 = 0,0000 м/сут

и (Ф
—

р)0
гран. или (Ф

—
р)1

гран.
Напомним, что итерационное решение

надо осуществлять от расчетной  верхней
граничной точки z = 10 до нижней граничной
точки z = 0, т. е. определять значения требуb
емых величин в 9, 8, ... 1, соответствующим
определенным zz координатам. Затем, повb
торяясь от z = 9 до 1, т. е. за одну итерацию
проводится рекомендуемых вычислительb
ных операций, равных количеству расчетb
ных точек.

Программа вычислительных операций
была выполнена Д. А. Ситниковым. Алгоb
ритм последовательности реализации, согb
ласно вышеуказанной методике вычислеb
ний с точностью до 0,000000001, записан на
языке C++,  пригодном для компьютеров
любого типа.

Была осуществлена серия прогнозных
задач по устойчивому и сходимому решеb
нию принятой системы миграционных уравb
нений при разных исходных параметрах, наb
чальных и граничных условиях I и II родов.
При этом, кроме приведенных формул, опb
робовались несколько иных расчетных
схем. Выборочно, в виде показательных, изb
ложим результаты, подтверждающие приb
годность рассматриваемой явной схемы. 

В табл. 2 представлены изменения объb
емной влажности, если предположить, что
первоначальными относительными объемb
ными влажностями были значения (Wp)

z 1.3
при отсутствии влияния керосина, затем
указанная влажность уменьшилась изbза
предполагаемого быстрого покрытия водb
ной поверхности слоем адсорбированного

углеводорода за счет газообразного приноb
са его 100%bно насыщенных паров через
воздушное пространство пор, что привело к
снижению поверхностного натяжения воды
с �1.3 = 72,75 · 10–3 Н/м до �2.3 = �1.3 – �1.2 =
= (72,75 – 27,4) · 10–3 = 45,35 · 10–3 Н/м. Возb
можность такого явления подтверждается
экспериментом  [4, 7] и определяет так наb
зываемое насыщенное состояние поверхb
ности воды (�2.3)насыщ. Учитывая, что за
основу расчета принимаются экспериментаb

льные графики изменения воды 

и поскольку при Wi = 0 

то 

так как  

Отмечается снижение относительной объемb
ной влажности в расчетных точках, составb

ляя для всей грунтовой толщи  �
10

0 
(Wp)z · (Vp)z =

= 0,4091 · 2 · 1 · 1 = 0,8182 м3, т. е. (Vp)z = 
z �
� 1 · 1 м3.

В табл. 3 приведены результаты итераb
ционных расчетов  (Фi)N

z и (Wi)N
z по ранее реb

комендованной методике при исходных
(Wp)

z 2.3, являющихся постоянными для
всех итерационных расчетов "n", а также
времен "
t", учитываемых  при оценке параb

метра  
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Результаты расчетов несомненно указыb
вают на устойчивую сходимость исследуеb
мой расчетной явной конечноразностной
формулы. Обратим внимание, что сходиb
мость решения для разных 
t происходит
при разном количестве итераций n =
= 10–1000. Сравнение не совпадающих реb
зультатов, полученных ручным способом и
выполненных цифровой вычислительной
машиной, указывает на проявление некотоb
рых субъективных ошибок. При этом устойb
чивая сходимость более cвойственна
прогнозным расчетам относительного объb
емного содержания керосина (Wi), по сравb
нению с прогнозируемой функцией (Фi).

В табл. 4 представлены окончательные

решения при t = �, т. е. 

что предложенная методика прогнозных
расчетов предусматривает решение уравb

нения влагопереноса при постоянных по

времени и итерациям  

ранее проведенных конечноразностных реb
шений по явной схеме при постоянных объb
емных влагосодержаниях. Таким образом,
полученные результаты являются именно
окончательным решением системы уравb
нений совместной миграции изучаемых
жидкостей. В общем случае для бесконечb
ного времени характерно отсутствие двиb
жения веществ, находящихся в равновесb
ном состоянии. Собственно природные
процессы являются обычно неравновесb
ными.

Напомним, что в табл. 4 результаты поb
лучены при граничных условиях постоянных
для всех mbх итераций (Ф

—
)0

гран.= (Ф
—

)1
гран =

= 1,568000 м или 1,168000 м. Кстати, решеb
ния в табл. 4 являются теоретически предсb
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Окончание табл. 3

Примечание:

Напомним,

на основании



казуемыми, т. е. подтверждается сходиb
мость решения по рекомендуемой методиb
ке с тестовым.

Чтобы оценить количество mbх итераb
ций, воспользуемся результатами решений 

при постоянной

вии, что (Ф
—

)0
m = (Ф

—
)1

m, а также (Kp)9+1/2 = 0 –
– const и (Ф

—
)m

10 = (Ф
—

)9
m. Эти расчетные прогb

нозные результаты показывают, что стабиb
лизация (Ф

—
p)z c точностью 0,0001 происхоb

дит при m � 100.
Таким образом, следует признать рекоb

мендуемую методику конечноразностных
прогнозных решений исходной системы
уравнений совместной миграции жидких
воды и легких углеводородов достоверной
по причине устойчивой сходимости к однозb
начному результату с высокой точностью по
сравнению с теоретически доказуемым.
Косвенно на достоверность  также указываb
ют размер принятого нами дискретного
пространства 
z = 0,2 м, почти равного комb
петентному размеру грунта (�0,1 м), а также
незначительное количество итерации n и  m.
Поbвидимому, ошибки за счет дискретизаb
ции пространства и времени в нашем слуb
чае достаточно приемлемы. В то же время
наши математические эксперименты, не
приведенные  в настоящей работе (см. [3,
4]), показывают, что несколько поbиному
обстоит дело с оценкой дискретности граb
ничных условий и исходных параметров
грунтов (особенно нелинейных зависимосb
тей объемного содержания и коэффициенb
тов  массопереноса  жидкой влаги от так наb
зываемого всасывающего давления). Для
учета их дискретности предлагается восb
пользоваться их крайне возможными
значениями, заведомо определяющими
оптимистические и пессимистические  реb
зультаты решений.

В заключение отмечу, что нами исслеb
довался также ряд иных конечноразb
ностных схем. Однако рекомендуемая в
настоящей работе расчетная, явная конечb
норазностная схема решения является наb
иболее эффективной с точки зрения не
только достоверности (устойчивой сходиb
мости), но также трудоемкости вычислеb
ний, в частности количества итерационных
решений.
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