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СИНХРОНИЗАЦИЯ УГЛОВЫХ СКОРОСТЕЙ ИДЕНТИЧНЫХ
ТВЕРДЫХ ТЕЛ

Рассмотрена задача синхронизации угловых скоростей вращений двух и более идентичных твер-
дых тел, соединенных по схеме ведущее–ведомое тело (master–slave). В предположении, что ве-
домое тело является управляемым, приведен закон управления по состоянию, который решает
задачу синхронизации. В случае, если информация о движении ведущего тела неполная, изу-
чается возможность использования в законе управления вместо компонент фазового вектора их
оценок, полученных в результате решения задачи наблюдения. Для получения этих оценок в
работе используется метод синтеза инвариантных соотношений в задачах наблюдения, который
эффективен в случае систем дифференциальных уравнений, правые части которых являются
линейными относительно неизмеряемых компонент фазового вектора. С помощью второго мето-
да Ляпунова показано, что полученное таким образом модифицированное управление по выходу
решает исходную задачу синхронизации.
MSC: 34A60, 34D20, 34N05.
Ключевые слова: синхронизация, нелинейный наблюдатель, инвариантные соотношения,
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1. Введение.

Для многих приложений математической теории управления характерной яв-
ляется ситуация когда объектом управления является совокупность активных вза-
имосвязанных подсистем. К таким, в частности, относят задачу о согласованном
движении космических, авиационных, наземных и других движущихся аппаратов.
Поиск алгоритмов управления такими объектами по выходу является достаточно
сложной задачей, для которой до сих пор нет эффективного общего решения.

В работе рассматривается механическая система, состоящая из двух твердых
тел, одно из которых ведущее (master), а другое – ведомое (slave) [1]. Предпола-
гается, что ведомое тело имеет управление, зависящее от собственного состояния
и состояния ведущего тела. Предложено управление, решающее задачу синхрони-
зации угловых скоростей тел, в виде обратной связи по состоянию этих систем.
Так как многие практические приложения теории управления сталкиваются с за-
дачами, в которых невозможно измерить все компоненты переменных состояния,
актуальной является задача построения обратной связи по выходу. В работе рас-
смотрена такая ситуация, а именно, предполагается, что отсутствует информация
об одной из компонент вектора угловой скорости ведущего тела. Отметим, что
ранее была рассмотрена задача синхронизации угловых скоростей идентичных
гиростатов в случае “потери” информации о двух компонентах вектора угловой
скорости гиростата [2].

Используемое управление по выходу в нашем случае – это управление, полу-
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чаемое из найденной ранее обратной связи заменой неизвестной компоненты со-
стояния ведущей системы ее оценкой, найденной в результате решения задачи на-
блюдения. При этом возникает вопрос: будет ли такое “приближенное” управление
решением исходной задачи? Подобные вопросы в теории стабилизации рассмат-
ривались, например, в работе [3], где сформулирован соответствующий принцип
разделения.

Основной целью работы является построение нелинейного наблюдателя для
неизвестной компоненты вектора угловой скорости ведущего тела и определение
возможности использования управления по выходу для синхронизации угловых
скоростей тел. Нелинейный наблюдатель построен с помощью метода инвариант-
ных соотношений, который разработан в аналитической механике для поиска точ-
ных решений задач динамики твердого тела [4]. Схема синтеза вспомогательных
инвариантных соотношений для построения нелинейного наблюдателя описана в
[5]. С применением второго метода Ляпунова установлено, что использование в
управлении вместо состояния системы ее оценки при одновременном решении за-
дач наблюдения и синхронизации приводит к решению рассматриваемой задачи.

2. Задача синхронизации угловых скоростей идентичных твердых
тел.

Рассмотрим два идентичных твердых тела, одно из которых является управ-
ляемым. В качестве уравнений их движения рассмотрим уравнения Эйлера, опи-
сывающие вращение твердого тела в системе координат, связанной с самим телом.
Тогда для ведущего тела имеем:

A1ω̇1 = (A2 −A3)ω2ω3, A2ω̇2 = (A3 −A1)ω3ω1, A3ω̇3 = (A1 −A2)ω1ω2, (1)

где A1, A2, A3 – главные центральные моменты инерции, ω = (ω1, ω2, ω3) – вектор
угловой скорости тела. Введем обозначения

a1 =
A2 −A3

A1
, a2 =

A3 −A1

A2
, a3 =

A1 −A2

A3
.

В этом случае, система (1) примет вид:

ω̇1 = a1ω2ω3, ω̇2 = a2ω3ω1, ω̇3 = a3ω1ω2. (2)

Рассмотрим ведомое тело, которое имеет такие же моменты инерции, поэтому
описывается такими же уравнениями, но содержащими дополнительное управле-
ние u = (u1, u2, u3). Обозначив p = (p1, p2, p3) – вектор угловой скорости ведомого
тела, получаем

ṗ1 = a1p2p3 + u1, ṗ2 = a2p3p1 + u2, ṗ3 = a3p1p2 + u3. (3)

Сформулируем задачу синхронизации.
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Задача 1. Требуется найти закон управления u = (u1, u2, u3) таким образом,
чтобы решение систем (2) и (3) асимптотически стремились друг к другу, т.е.:

lim
t→∞

(pi(t)− ωi(t)) = 0, i = 1, 2, 3.

Естественно предположить, что при реальном движении угловые скорости тел
ограничены.

Предположение 1. Далее будем считать, что ||ω||, ||p|| ≤ M для некоторого
конечного М. При этом будем предполагать, что при любых построенных нами
управлениях u1, u2, u3 это предположение справедливо.

Введем обозначения для отклонений соответствующих компонент фазовых век-
торов каждого из тел: e1 = p1−ω1, e2 = p2−ω2, e3 = p3−ω3. С учетом сделанных
обозначений, продифференцировав разности ė1 = ṗ1−ω̇1, ė2 = ṗ2−ω̇2, ė3 = ṗ3−ω̇3,
получаем уравнения для отклонений:

ė1 = a1(p2p3 − ω2ω3) + u1,

ė2 = a2(p1p3 − ω1ω3) + u2, (4)
ė3 = a3(p1p2 − ω1ω2) + u3,

Если найдется управление u(.) такое, что ||e|| → 0, при t → ∞, то Задача 1
будет решена. В случае, когда все компоненты веторов угловой скорости ведущего
и ведомого тел измеряются в процессе движения, таким управлением u(.) может
быть, в частности:

u1 = a1(ω2ω3 − p2p3) + k1(ω1 − p1),

u2 = a2(ω1ω3 − p1p3) + k2(ω2 − p2), (5)
u3 = a3(ω1ω2 − p1p2) + k3(ω3 − p3),

где постоянные ki < 0, i = 1, 2, 3.
Действительно, в этом случае, уравнения для отклонений принимают триви-

альный вид
ėi(t) = kiei, i = 1, 2, 3,

откуда следует, что нулевое решение системы дифференциальных уравнений (4)
является экспоненциально устойчивым.

3. Нелинейный наблюдатель ω3.

Предположим, что одна из компонент вектора угловой скорости ведущего тела,
например ω3(t), недоступна непосредственному измерению т.е. известными вели-
чинами, которые могут быть аргументами управления (5), являются: ω1, ω2, p1, p2,
p3, e1, e2. Как уже отмечалось, основная цель работы состоит в проверке возмож-
ности использования вместо ω3 его оценки ω̂3, полученной в результате решения
следующей задачи наблюдения.
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Задача 2. Требуется найти асимптотически точные оценки ω̂3(t) компоненты
угловой скорости ω3 по информации о ω1(t), ω2(t).

В соответствии с [5], для решения задачи наблюдения воспользуемся методом
синтеза дополнительных инвариантных соотношений, выражающих неизвестные
через известные величины. А именно: представим наше неизвестное в виде суммы
двух неопределенных величин:

ω3(t) = Φ(ω1, ω2) + ξ(t). (6)

Равенство (6) определяет некоторую поверхность в пространстве ω1, ω2, ω3, по-
этому, в общем случае, имеем

ω3(t) = Φ(ω1, ω2) + ξ(t) + ε, (7)

где ε – характеризует отклонение от этой поверхности. Запишем дифференциаль-
ное уравнение для такого отклонения:

ε̇ = ω̇3 − Φω1ω̇1 − Φω2ω̇2 − ξ̇(t). (8)

Тогда равенство (6) может иметь место для таких функций Φ, ξ, для которых
дифференциальное уравнение (8) имеет тривиальное решение ε ≡ 0. С учетом (2)
и (7), дифференциальное уравнение (8) принимает вид:

ε̇ = ω̇3 − Φω1ω̇1 − Φω2ω̇2 − ξ̇(t) = a3ω1ω2 − Φω1a1ω2ω3 − Φω2a2ω1ω3 − ξ̇(t) =

= a3ω1ω2 − (Φω1a1ω2 +Φω2a2ω1) (Φ(ω1, ω2) + ξ(t) + ε)− ξ̇(t).

Для того, чтобы уравнение (8) стало однородным, т.е. допускало нулевое ре-
шение, потребуем чтобы неопределенные пока функции Φ, ξ удовлетворяли следу-
ющим соотношениям:

λ = −(Φω1a1ω2 +Φω2a2ω1), (9)

где λ – отрицательная постоянная, и,

ξ̇(t) = a3ω1ω2 − (Φω1a1ω2 +Φω2a2ω1)(Φ + ξ). (10)

В результате уравнение для отклонений принимает вид

ε̇(t) = λε,

откуда следует, что при соответствующих Φ(ω1, ω2), ξ(t), неопределенная состав-
ляющая в соотношении (7), ε(t) экспоненциально убывает с ростом t.

Рассмотрим полученные условия на имеющиеся свободные функции. Равенство
(10) является обыкновенным дифференциальным уравнением для функции ξ(t)
и при выбранной тем или иным способом функции Φ(ω1, ω2) его правая часть
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является известной функцией времени. Поэтому в формуле (6) качестве ξ(t) может
быть использовано любое частное решение задачи Коши для этого уравнения.

Условие (9) определяет для возможных функций Φ(ω1, ω2) уравнение в част-
ных производных первого порядка. Вид общего решения (9) зависит от знаков
a1, a2. Далее будем полагать, что A3 ̸= A1, A3 ̸= A2, т.е. a1 ̸= 0, a2 ̸= 0. При этом
возможны два случая: знаки параметров a1, a2 могут быть различными либо оди-
наковыми. Первый из них имеет место, когда A3 является либо максимальным,
либо минимальным моментом инерции твердого тела. Тогда общее решение (9)
имеет вид

Φ1 = − λ
√
a1a2

arctg

(√
a1a2ω1

a1ω2

)
+ F (.). (11)

Если же A3 не является экстремальным моментом инерции, то общее решение
задается выражением

Φ2 = − λ
√
a1a2

ln(ω1
√
a1a2 + a1ω2) + F (.). (12)

В формулах (11), (12) F (.) – произвольная дифференцируемая функция, имеющая
следующий вид

F

(
ω2
2 −

a2
a1
ω2
1

)
.

Таким образом определение функции Φ(ω1, ω2), позволяет получить асимптотиче-
скую оценку для переменной ω3(t). Для этого достаточно выполнение условий по
следующей схеме:

1) В семействе решений (11) или (12) выбираем функцию F (.), например F (.) =
0, и тем самым, в зависимости от известного распределения масс в твердом теле,
получаем конкретную функцию Φ(e1, e2, ω1, ω2).

2) Находим частное решение дифференциального уравнения (10).
3) По формуле (6) получаем искомую оценку ω̂3(t), которая отличается от ω3(t)

на величину ε(t).

4. Синхронизация по выходу.

Как уже отмечалось выше, основной целью работы является определение воз-
можности использования в найденном законе управления вместо неизвестной ком-
поненты фазового вектора ω3 его оценки ω̂3(t) = ω3(t)− ε(t). В этом случае управ-
ление (5) принимает вид:

û1 = a1(ω2(ω3 − ε)− p2p3) + k1(ω1 − p1),

û2 = a2(ω1(ω3 − ε)− p1p3) + k2(ω2 − p2), (13)
û3 = a3(ω1ω2 − p1p2) + k3((ω3 − ε)− p3).
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В результате использования такого управления зависимость от времени откло-
нений траекторий систем (2),(3) и ошибки в решении задачи наблюдения ε(t) будет
удовлетворять следующей системе дифференциальных уравнений

ė1 = k1e1 − a1ω2ε,

ė2 = k2e2 − a2ω1ε,

ė3 = k3e3 − k3ε, (14)
ε̇ = λε.

В случае, если параметры λ, ki, i = 1, 2, 3 могут быть подобраны так, что
тривиальное решение системы (14) окажется асимптотически устойчивым, то со-
ответствующее им управление (13) решит поставленную задачу синхронизации.
Для определения условий на эти параметры воспользуемся теоремой:

Теорема Ляпунова об асимптотической устойчивости. Если для систе-
мы дифференциальных уравнений вида dx

dt = f(t, x), существует положительно
определенная функция Ляпунова V (t, x), допускающая бесконечно малый высший
предел и имеющая отрицательно определенную производную V̇ (t, x) по времени в
силу данной системы, то нулевое решение рассматриваемой системы асимпто-
тически устойчиво по Ляпунову.

В качестве функции Ляпунова возьмем положительно определенную функцию

V =
1

2

(
e21 + e22 + e23 + ε2

)
. (15)

Очевидно, что V непрерывна в нуле и имеет бесконечно малый предел в нуле.
Покажем, что производная в силу системы (14) от положительно определенной
функции V выбором постоянной ε > 0 может быть выбрана определено отрица-
тельной. Действительно,

V̇ = ė1e1 + ė2e2 + ė3e3 + ε̇ε, (16)

где после подстановки из (11) получаем следующую оценку производной:

V̇ ≤
(
k1 + |a1ω2

2
|
)
e21 +

(
k2 + |a2ω1

2
|
)
e22 +

k3
2
e23 +

(
λ+ |a1ω2

2
|+ |a2ω1

2
| − k3

2

)
ε2,

(17)

В силу сделанного предположения об ограниченности угловых скоростей тел,
можно записать:

V̇ ≤ (k1 + |a1|M) e21 + (k2 + |a2|M) e22 +
k3
2
e23 +

(
λ+ |a1|M + |a2|M − k3

2

)
ε2. (18)

Утверждение Пусть на константы наложены следующие ограничения:

|k1| > |a1|M, |k2| > |a2|M, |λ| > |a1|M + |a2|M − k3
2
. (19)
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Тогда (15) является отрицательно определенной функцией Ляпунова. Тем самым,
согласно теореме Ляпунова об асимптотической устойчивости, установлен факт
стремления переменных e1(t), e2(t), e3(t), ε(t) к нулю.

Таким образом установлено, что управления

û1 = a1(ω2ω̂3 − p2p3) + k1(ω1 − p1),

û2 = a2(ω1ω̂3 − p1p3) + k2(ω2 − p2), (20)
û3 = a3(ω1ω2 − p1p2) + k3(ω̂3 − p3),

где
ω̂3(t) = Φ(ω1, ω2) + ξ(t),

а ξ(t) – произвольное частное решение задачи Коши для уравнения (10),которое
с учетом ограничений (19), приводит к решению исходной Задачи 1. Отметим,
что при этом, с помощью частного решения дифференцциального уравнения (10),
одновременно решается Задача 2.
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Синхронизация угловых скоростей идентичных твердых тел

The search of algorithms for coordinating movement for a group of identical objects (space, aviation,
ground and other moving machines) on output is a difficult task, for which there is still no found
effective common solution. Consider a mechanical system consisting of two solid bodies, one of which
is the master, and the other is the slave. It is assumed that the slave body has control, depending on its
own state and the state of the leading body. We propose control in the form of feedback on the state of
these systems. Since many practical applications of control theory are confronted with problems where
it is impossible to measure all components of state variables, the problem of constructing feedback on
the output is actual. In this paper, we construct a control obtained from the feedback found earlier,
in which instead of the initial states of the system, their estimates obtained as a result of constructing
the observer are used. The main purpose of the work is to find such an output control. The observer
is a specially constructed dynamic system whose state asymptotically approaches the state of the
initial system. A natural question arises: will such “approximate” control of the solution of the original
problem? Similar questions in the theory of stabilization were considered early. The case of “loss” of
information of one of the components of the angular velocity vector of the leading body is considered in
this paper. We note that the problem of synchronization of the angular velocities of identical gyrostats
in the case of “loss” of information on two components of the angular velocity vector of the gyrostat
was considered. To obtain estimates of unknown phase vector components, a nonlinear observer was
constructed using the method of invariant relations, which was developed in analytical mechanics
to find exact solutions of the problems of rigid body dynamics. With the use of Lyapunov’s second
method, it is established that the use of control in the control instead of the state of the system, while
solving the problems of observation and synchronization, leads to the solution of the problem under
consideration.

Keywords: synchronization, nonlinear observer, invariant relations, asymptotic stability.

I. С. Дмитришин
Синхронiзацiя кутових швидкостей iдентичних твердих тiл.

Розглянуто задачу синхронiзацiї кутових швидкостей обертань двох i бiльше iдентичних твердих
тiл, з’єднаних за схемою ведуче–ведене тiло (master–slave), яка залежить вiд всiх компонент фа-
зового вектора. У разi, якщо iнформацiя про рух одного з тiл неповна, вивчається можливiсть
використання замiсть компонент фазового вектора їх оцiнок, отриманих в результатi розв‘язання
задачi спостереження. Для отримання цих оцiнок використовується метод синтезу iнварiантних
спiввiдношень в задачах спостереження, який ефективний у разi систем диференцiйних рiвнянь,
правi частини яких є лiнiйними щодо невимiрних компонент фазового вектора. Основною метою
роботи є пошук управлiння по виходу. За допомогою другого методу Ляпунова показано, що
запропонована конструкцiя вирiшує вихiдну задачу синхронiзацiї.

Ключовi слова: синхронiзацiя, нелiнiйний спостерiгач, iнварiантнi спiввiдношення, асимп-
тотична стiйкiсть.
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