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Анотацiя. Встановлено порядковi оцiнки найкращих M -членних
тригонометричних наближень функцiй Dψ

β та класiв (ψ, β)-диферен-
цiйовних перiодичних функцiй багатьох змiнних у просторi Lq, 2 ≤
q <∞. Показано, що при вказаних обмеженнях на параметр q, най-
кращi M -членнi тригонометричнi наближення eM (Lψβ,1)q дають кра-
щий порядок, нiж найкращi ортогональнi тригонометричнi набли-
ження e⊥M (Lψβ,1)q.
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Валле–Пуссена.

1. Вступ

Нехай Lq (πd) , 1 ≤ q ≤ ∞ — простiр 2π–перiодичних за кожною
змiнною функцiй f зi скiнченною нормою

∥f∥Lq(πd) = ∥f∥q =

(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|qdx
) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

∥f∥L∞(πd) = ∥f∥∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)|,

де x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, d ≥ 1, а πd =
d∏
j=1

[−π, π].
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Будемо надалi вважати, що для f ∈ L1 (πd) виконується умова

π∫
−π

f(x)dxj = 0, j = 1, d.

Для класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних Lψβ,p, якi для
функцiй однiєї змiнної були вперше запропонованi О. I. Степанцем [1,
с. 25] (див. також [2, c. 132]), в роботi вивчається величина eM

(
Lψβ,1

)
q
,

1 ≤ q ≤ ∞. Вказану апроксимативну характеристику введемо пiзнi-
ше, а зараз означимо вiдповiднi класи функцiй.

Для цього розглянемо ряд Фур’є функцiї f ∈ L1 (πd)∑
k∈Zd

f̂(k)ei(k,x),

де f̂ (k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f,

(k, x) = k1x1 + . . . + kdxd. Далi, нехай ψj(·) ̸= 0 — довiльнi функцiї
натурального аргументу, βj ∈ R, j = 1, d, Z̊d = (Z \ {0})d . Припусти-
мо, що ряд ∑

k∈Z̊d

d∏
j=1

ei
πβj
2

sgnkj

ψj(|kj |)
f̂(k)ei(k,x),

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї. Наслiдуючи О. I. Степанця [1,
с. 25], назвемо її (ψ, β)–похiдною функцiї f, i позначимо через fψβ .

Говорять, що f ∈ Lψβ,p, якщо
∥∥∥fψβ (·)

∥∥∥
p
≤ 1, 1 ≤ p ≤ ∞.

Зазначимо, що класи Lψβ,p при ψj (|kj |) = |kj |−rj , rj > 0, kj ∈
Z\{0}, j = 1, d, спiвпадають iз добре вiдомими класами Вейля-Надя
W r
β,p (див., наприклад, [1, с. 25]).

Поряд iз класами Lψβ,p будемо розглядати також функцiї Dψ
β , ряди

Фур’є яких мають вигляд

∑
k∈Z̊d

d∏
j=1

ψj (|kj |) ei
πβj
2

sgnkjei(k,x).

У випадку ψj (|kj |) = |kj |−rj , rj > 0, kj ∈ Z\{0}, j = 1, d, функцiї
Dψ
β є багатовимiрними аналогами ядра Бернуллi (див., наприклад, [3,

c. 31]).
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Вiдомо, що кожну з функцiй f ∈ Lψβ,p можна подати у виглядi
згортки

f(x) =
(
φ ∗Dψ

β

)
(x) = (2π)−d

∫
πd

φ(x− t)Dψ
β (t)dt,

де ∥φ∥p ≤ 1 i функцiя φ майже всюди спiвпадає iз fψβ .
Тепер дамо означення дослiджуваної апроксимативної характери-

стики.
Отже, найкращим M -членним тригонометричним наближенням

функцiї f ∈ Lq (πd) , 1 ≤ q ≤ ∞, називають величину

eM (f)q = inf
kj ,cj

∥∥∥∥∥∥f(·) −
M∑
j=1

cje
i(kj ,·)

∥∥∥∥∥∥
q

, (1.1)

де
{
kj
}M
j=1

— система векторiв kj =
(
kj1, ..., k

j
d

)
iз цiлочисельними

координатами, а cj , j = 1,M, — довiльнi комплекснi числа.
Аналогiчнi величини розглядають i для функцiональних класiв,

а саме, якщо F ⊂ Lq, то покладають

eM (F )q = sup
f∈F

eM (f)q. (1.2)

У випадку, коли cj = f̂
(
kj
)
, величини (1.1) та (1.2) будемо по-

значати e⊥M (f)q та e⊥M (F )q, i називати найкращим ортогональним на-
ближенням функцiї f та класу F вiдповiдно.

Величину eM (f)2 вперше, в бiльш загальнiй ситуацiї, було введено
С. Б. Стєчкiним [4]. Першi оцiнки величини eM (f)∞ для деяких iнди-
вiдуальних функцiй були отриманi Р. С. Iсмагiловим [5]. Системати-
чне ж вивчення величини (1.2) на класах перiодичних функцiй бага-
тьох змiннихW r

β,p таHr
p було започатковано В. Н. Темляковим [3,6–8].

Згодом дослiдження найкращих M–членних тригонометричних на-
ближень для iндивiдуальних функцiй та класiв функцiй як однiєї, так
i багатьох змiнних, активно проводилося у роботах Е. С. Белiнсько-
го [9,10], А. С. Романюка [11–17], R. A. De Vore, V. N. Temlyakov [18],
Dinh Dung [19,20], та iн. З бiльш детальною iсторiєю дослiдження ве-
личин (1.1), (1.2) та вiдповiдною бiблiографiєю можна ознайомитися
в [15,17,21].

Метою нашої роботи є встановлення порядкових оцiнок найкра-
щих M -членних тригонометричних наближень функцiй Dψ

β та класiв
Lψβ,1 у просторi Lq, 2 ≤ q < ∞, при певних обмеженнях на послiдов-
ностi ψj(·), j = 1, d.
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2. Допомiжнi твердження

Наведемо декiлька тверджень, якi будемо використовувати при
доведеннi одержаних результатiв. Для їх формулювання нам знадо-
бляться ще деякi позначення.

Через D будемо позначати множину функцiй натурального аргу-
менту ψj(·), j = 1, d, якi задовольняють умови:

1. ψj(·), j = 1, d, — додатнi та незростаючi;

2. ∀j = 1, d ∃Mj > 0 таке, що ∀l ∈ N ψj(l)
ψj(2l)

≤Mj .

Зазначимо, що до вказаної множини належать, зокрема, функцiї
ψj(|kj |) = 1

|kj |rj
, ψj(|kj |) =

lnαj (|kj |+1)

|kj |rj
, rj > 0, kj ∈ Z\{0}, αj ∈ R,

та iншi.
Далi, кожному вектору s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N ∪ {0}, j = 1, d,

поставимо у вiдповiднiсть множину

ρ(s) =
{
k = (k1, . . . , kd) :

[
2sj−1

]
≤ |kj | < 2sj , j = 1, d

}
,

де [·] — цiла частина, i для f ∈ L1 (πd) введемо позначення

δs(f, x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

де f̂ (k) — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.
Також нами буде використовуватися множина Qn =

∪
(s,1)<n

ρ(s),

яку називають “схiдчастим гiперболiчним хрестом” [3, с. 7]. Вiдомо,
що кiлькiсть точок цiєї множини за порядком дорiвнює 2nnd−1 [3,
с. 70].

Для величин A та B пiд записом A ≪ B будемо розумiти, що
величина A менша за порядком за величину B, тобто iснує стала
C1 > 0 така, що A ≤ C1B. Якщо A≪ B i B ≪ A, то будемо позначати
A ≍ B i говорити, що величини A та B мають однаковий порядок.

Результати роботи будемо формулювати в термiнах таких апро-
ксимативних характеристик:

Φ(n) = min
(s,1)=n

d∏
j=1

ψj (2sj ), Ψ(n) = max
(s,1)=n

d∏
j=1

ψj (2sj ).

Крiм цього, далi нам знадобляться тригонометричнi полiноми, якi
побудованi на основi ядер Валле-Пуссена. Отже, нехай

Vm(x) = 1 + 2

m∑
k=1

cos kx+ 2

2m−1∑
k=m+1

(
1 − k −m

m

)
cos kx, m ∈ N.
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Тепер, кожному вектору s = (s1, . . . , sd) , sj ∈ N, j = 1, d, поставимо
у вiдповiднiсть полiном

As(x) =
d∏
j=1

(
V2sj (xj) − V

2sj−1(xj)
)
.

Зауважимо, що ∥As(·)∥1 ≤ C2, C2 > 0.

Далi, для f ∈  L1(πd) будемо позначати

As (f, x) = (f ∗As) (x),

де “∗” — операцiя згортки.
Перейдемо до формулювання допомiжних тверджень.

Лема 2.1. [10] Нехай 2 < q < ∞. Тодi для будь-якого тригономе-
тричного полiнома P (θN ;x) , що мiстить не бiльше N гармонiк,
i для довiльного M < N знайдеться тригонометричний полiном
P̃ (θM ;x) , у якого не бiльше M коефiцiєнтiв вiдмiнних вiд нуля, та-
кий що ∥∥∥P (θN ; ·) − P̃ (θM ; ·)

∥∥∥
q
≪
(
N

M

) 1
2

∥P (θN ; ·)∥2 ,

причому θM ⊂ θN .

Лема 2.2. [3, с. 11] При γ > 0 має мiсце спiввiдношення∑
(s,1)≥n

2−γ(s,1) ≍ nd−12−γn.

Також будемо використовувати твердження, яке є наслiдком тео-
реми 1 iз [22].

Лема 2.3. Нехай 1 < p < ∞, f ∈ Lψβ,p, ψj ∈ D, j = 1, d. Тодi для
будь-якого s ∈ Nd справедлива оцiнка

∥δs(f, ·)∥p ≍
d∏
j=1

ψj (2sj )
∥∥∥δs (fψβ , ·)∥∥∥

p
.

Лема 2.4. [3, с. 25] При 1 ≤ p < q < ∞, f ∈ Lp (πd) , справедлива
оцiнка ∑

s

∥δs(f, ·)∥qp · 2
(s,1)

(
1
p
− 1
q

)
q ≫ ∥f∥qq .
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Теорема 2.1. (Лiттлвуда–Пелi, див., наприклад, [23, с. 52–56]) Нехай
задано 1 < q <∞. Тодi iснують такi додатнi сталi C3(q) та C4(q),
що для кожної функцiї f ∈ Lq (πd) має мiсце оцiнка

C3(q)∥f(·)∥q ≤

∥∥∥∥∥∥
(∑

s

|δs(f, ·)|2
) 1

2

∥∥∥∥∥∥
q

≤ C4(q)∥f(·)∥q.

Теорема 2.2. [24] Нехай 1 < q ≤ 2, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i,
крiм того, iснує ε > 0 таке, що ψj (|kj |) |kj |1−

1
q
+ε не зростають.

Тодi для будь-яких натуральних M i n, що задовольняють умову
M ≍ 2nnd−1, має мiсце спiввiдношення

Φ(n)M
1− 1

q (logM)
2(d−1)

(
1
q
− 1

2

)
≪ eM

(
Dψ
β

)
q

≪ Ψ(n)M
1− 1

q (logM)
2(d−1)

(
1
q
− 1

2

)
.

3. Основнi результати

Справедлива теорема.

Теорема 3.1. Нехай 2 ≤ q <∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, крiм то-
го, iснує ε > 0 таке, що ψj (|kj |) |kj |1+ε не зростають. Тодi для будь-
яких натуральних M i n, що задовольняють умову M ≍ 2nnd−1, має
мiсце спiввiдношення

Φ(n)M
1
2 ≪ eM

(
Dψ
β

)
q
≪ Ψ(n)M

1
2 . (3.3)

Доведення. Встановимо спочатку оцiнку зверху. За заданим M вибе-
ремо n ∈ N так, щоб виконувалась умова M ≍ 2nnd−1. Полiном, яким
будемо наближати функцiї Dψ

β , шукатимемо у виглядi

P (θM ;x) =
∑

(s,1)<n

δs

(
Dψ
β ;x

)
+

∑
n≤(s,1)<αn

P (θNs ;x) , (3.4)

де α > 1 — деяке число, яке буде уточнено пiзнiше, а P (θNs ;x) —
полiноми, побудованi згiдно з лемою 2.1 так, щоб виконувалась умова

∥∥∥δs (Dψ
β ; ·
)
− P (θNs ; ·)

∥∥∥
q
≪

(
2(s,1)

Ns

) 1
2 ∥∥∥δs (Dψ

β ; ·
)∥∥∥

2
. (3.5)
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Оцiнимо величину
∥∥∥Dψ

β (·) − P (θM ; ·)
∥∥∥
q
. Оскiльки

Dψ
β (x) =

∑
s

δs

(
Dψ
β ;x

)
,

то згiдно з (3.4), скориставшись нерiвнiстю Мiнковського, матимемо

∥∥∥Dψ
β (·) − P (θM ; ·)

∥∥∥
q

=

∥∥∥∥∥∥
∑

n≤(s,1)<αn

[
δs

(
Dψ
β ; ·
)

−P (θNs ; ·)
]

+

Dψ
β (·) −

∑
(s,1)<αn

δs

(
Dψ
β ; ·
)∥∥∥∥∥∥

q

≤

∥∥∥∥∥∥
∑

n≤(s,1)<αn

[
δs

(
Dψ
β ; ·
)
− P (θNs ; ·)

]∥∥∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥∥∥Dψ
β (·) −

∑
(s,1)<αn

δs

(
Dψ
β ; ·
)∥∥∥∥∥∥

q

= I1 + I2. (3.6)

Далi одержимо оцiнки величин I1 та I2. В першу чергу зазначи-
мо, що оцiнка величини I2 була встановлена у [25] пiд час вiдшукання
порядкових спiввiдношень для найкращих ортогональних тригономе-
тричних наближень ядер Dψ

β , а саме

I2 =

∥∥∥∥∥∥Dψ
β (·) −

∑
(s,1)<αn

δs

(
Dψ
β ; ·
)∥∥∥∥∥∥

q

≪ Ψ([αn])2
αn

(
1− 1

q

)
(αn)

d−1
q . (3.7)

Перейдемо до встановлення оцiнки величини I1. Використавши
послiдовно теорему 2.1, нерiвнiсть Мiнковського та беручи до уваги
спiввiдношення (3.5), одержимо

I1 ≪

∥∥∥∥∥∥∥
 ∑
n≤(s,1)<αn

∣∣∣δs (Dψ
β ; ·
)
− P (θNs ; ·)

∣∣∣2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
q

≤

 ∑
n≤(s,1)<αn

∥∥∥δs (Dψ
β ; ·
)
− P (θNs ; ·)

∥∥∥2
q

 1
2



368 Найкращi M-членнi тригонометричнi наближення...

≪

 ∑
n≤(s,1)<αn

2(s,1)

Ns

∥∥∥δs (Dψ
β ; ·
)∥∥∥2

2

 1
2

. (3.8)

Для продовження оцiнки (3.8), встановимо попередньо оцiнку ве-
личини

∥∥∥δs (Dψ
β ; ·
)∥∥∥

2
. Застосовуючи рiвнiсть Парсеваля, будемо мати

∥∥∥δs (Dψ
β ; ·
)∥∥∥

2
=

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈ρ(s)

d∏
j=1

ψj (|kj |) ei
πβj
2

sgnkjei(k,·)

∥∥∥∥∥∥
2

=

 ∑
k∈ρ(s)

 d∏
j=1

ψj (|kj |)

2
1
2

≪

 d∏
j=1

ψ2
j (2sj ) 2sj

 1
2

= 2
(s,1)
2

d∏
j=1

ψj (2sj ) . (3.9)

Повертаючись до (3.8) та враховуючи (3.9), отримаємо

I1 ≪

 ∑
n≤(s,1)<αn

2(s,1)

Ns
2(s,1)

 d∏
j=1

ψj (2sj )

2
1
2

=

 ∑
n≤(s,1)<αn

22(s,1)

Ns

 d∏
j=1

ψj (2sj )

2
1
2

. (3.10)

Далi для кожного s : (s, 1) ∈ [n;αn) покладемо

Ns =

 d∏
j=1

ψj (2sj )2(s,1)Ψ−1(n)

+ 1.

Покажемо, що кiлькiсть гармонiк, якi мiстяться в сукупностi полiно-
мiв P (θNs ;x) при s : n ≤ (s, 1) < αn, за порядком не перевищує M .
Попередньо зазначимо, що вiдповiдно до умови теореми, iснує ε > 0,
для якого ψj (2sj ) 2sj(1+ε), j = 1, d, не зростають, тому не зростає та-
кож i Ψ(l)2l(1+ε).

Враховуючи цю обставину, та використовуючи лему 2.2, отрима-
ємо ∑

n≤(s,1)<αn

Ns ≤ Ψ−1(n)
∑

n≤(s,1)<αn

d∏
j=1

ψj (2sj )2(s,1) +
∑

n≤(s,1)<αn

1
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≪ Ψ−1(n)
∞∑
l=n

∑
(s,1)=l

 max
(s,1)=l

d∏
j=1

ψj (2sj )

2(s,1) + nd

= Ψ−1(n)

∞∑
l=n

Ψ(l)2l(1+ε)
∑

(s,1)=l

2−(s,1)ε + nd

≤ 2n(1+ε)
∑

(s,1)≥n

2−(s,1)ε + nd

≪ 2n(1+ε) · 2−nεnd−1 + nd ≪ 2nnd−1 ≍M. (3.11)

Крiм цього вiдмiтимо, що кiлькiсть гармонiк, якi мiстяться у пер-
шому доданку правої частини (3.4), також не перевищує за порядком
M, оскiльки, як зазначалося вище, |Qn| ≍ 2nnd−1.

Таким чином, пiдставляючи у (3.10) замiсть Ns його значення та
проводячи мiркування, аналогiчнi до тих, якi застосовувалися при
встановленнi (3.11), одержимо

I1 ≪

 ∑
n≤(s,1)<αn

22(s,1)

 d∏
j=1

ψj (2sj )

−1

2−(s,1)Ψ(n)

 d∏
j=1

ψj (2sj )

2
1
2

= (Ψ(n))
1
2

 ∑
n≤(s,1)<αn

2(s,1)
d∏
j=1

ψj (2sj )

 1
2

≪ (Ψ(n))
1
2

(
Ψ(n)2nnd−1

) 1
2

= Ψ(n)2
n
2 n

d−1
2 . (3.12)

Звiдси, об’єднуючи (3.6), (3.12) та (3.7), при 2 ≤ q <∞ маємо∥∥∥Dψ
β (·) − P (θM ; ·)

∥∥∥
q
≪ Ψ(n)2

n
2 n

d−1
2 + Ψ([αn])2

αn
(
1− 1

q

)
(αn)

d−1
q .

За умовою теореми, iснує таке ε > 0, що ψj (|kj |) |kj |1+ε , j = 1, d,
не зростають, тому Ψ([αn])2αn ≤ Ψ(n)2n. Далi, покладаючи α = q

2 ,
одержуємо∥∥∥Dψ

β (·) − P (θM ; ·)
∥∥∥
q
≪ Ψ(n)2

n
2 n

d−1
2 + Ψ(n)2n2

− q
2
n
q

(q
2
n
) d−1

q

≪ Ψ(n)2
n
2 n

d−1
2 ≪ Ψ(n)M

1
2 , 2 ≤ q <∞. (3.13)

Оцiнка зверху доведена.
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Оцiнка знизу одразу випливає iз теореми 2.2. Дiйсно, оскiльки
2 ≤ q <∞, то

eM

(
Dψ
β

)
q
≥ eM

(
Dψ
β

)
2
. (3.14)

Крiм цього, за умовою теореми 3.1, ψj (|kj |) |kj |1+ε не зростають,
а отже, не зростають i ψj (|kj |) |kj |

1
2
+ε, j = 1, d. Тому, поклавши у

теоремi 2.2 q = 2, згiдно з (3.14), одержимо

eM

(
Dψ
β

)
q
≥ Φ(n)M

1
2 .

Оцiнка знизу у (3.3) i, вiдповiдно, теорема 3.1 доведенi.

Тепер прокоментуємо одержанi результати, спiвставляючи їх iз
ранiше вiдомими результатами, що стосуються оцiнки цiєї величини
як у одновимiрному, так i у багатовимiрному випадках.

Зауваження 3.1. У одновимiрному випадку встановленi оцiнки є
точними за порядком. Тобто для 2 ≤ q < ∞, ψ1 ∈ D, за умови, що
iснує ε > 0, для якого ψ1 (|k|) |k|1+ε не зростає, матимемо

eM

(
Dψ1

β

)
q
≍ ψ1(M)M

1
2 .

Зауваження 3.2. При ψj (|kj |) = |kj |−r , r > 1, kj ∈ Z\{0}, j = 1, d,
оцiнка (3.3) набуває вигляду

eM
(
Dr
β

)
q
≍M−r+ 1

2

(
logd−1M

)r
,

i вона була встановлена Е. С. Белiнським [9].

Теорема 3.2. Нехай 2 ≤ q <∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, крiм то-
го, iснує ε > 0 таке, що ψj (|kj |) |kj |1+ε не зростають. Тодi для будь-
яких натуральних M i n, що задовольняють умову M ≍ 2nnd−1, має
мiсце спiввiдношення

Φ(n)M
1
2 ≪ eM

(
Lψβ,1

)
q
≪ Ψ(n)M

1
2 . (3.15)

Доведення. Встановимо в (3.15) спочатку оцiнку знизу.
Оскiльки ми розглядаємо випадок 2 ≤ q < ∞, то справедливе

наступне спiввiдношення

eM

(
Lψβ,1

)
q
≥ eM

(
Lψβ,1

)
2
. (3.16)



К. В. Швай 371

За умовою, ψj (|kj |) |kj |1+ε не зростають, а отже, не зростають також
i ψj (|kj |) |kj |1−

1
q
+ε
. Тому, використовуючи результат теореми 2.2 (при

q = 2), iз (3.16) матимемо

eM

(
Lψβ,1

)
q
≥ Φ(n)M

1
2 .

Оцiнка знизу доведена.
Перейдемо до встановлення оцiнки зверху. При цьому будемо ко-

ристуватися такими ж основними iдеями, як i при встановленнi вiд-
повiдної оцiнки у теоремi 3.1, та вважати, що M ≍ 2nnd−1.

Отже, оскiльки функцiю f ∈ Lψβ,1 можна представити у виглядi

f(x) =
∑
s

δs (f ;x),

то, повторюючи мiркування, якi застосовувалися при отриманнi спiв-
вiдношення (3.6), можемо записати

∥f(·) − P (θM ; ·)∥q ≤

∥∥∥∥∥∥
∑

n≤(s,1)<αn

[δs (f ; ·) − P (θNs ; ·)]

∥∥∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥∥∥f(·) −
∑

(s,1)<αn

δs (f ; ·)

∥∥∥∥∥∥
q

= I3 + I4. (3.17)

Оцiнимо послiдовно доданки I3 та I4. Вiдмiтимо, що для другого до-
данку оцiнка була ранiше встановлена у [25] при вiдшуканнi поряд-
кових спiввiдношень для величини e⊥M

(
Lψβ,1

)
q
, 1 < q <∞, а саме

I4 =

∥∥∥∥∥∥f(·) −
∑

(s,1)<αn

δs (f ; ·)

∥∥∥∥∥∥
q

≪ Ψ([αn])2
αn

(
1− 1

q

)
(αn)

d−1
q . (3.18)

Далi перейдемо до оцiнки доданку I3. Проводячи мiркування, ана-
логiчнi до тих, що були використанi при встановленнi спiввiдношення
(3.8), застосовуючи лему 2.3, та вибираючи Ns такими ж, як i при до-
веденнi теореми 3.1, отримаємо

I3 ≪

 ∑
n≤(s,1)<αn

2(s,1)

Ns
∥δs (f ; ·)∥22

 1
2
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≪

 ∑
n≤(s,1)<αn

2(s,1)

Ns

 d∏
j=1

ψj (2sj )

2 ∥∥∥δs (fψβ ; ·
)∥∥∥2

2


1
2

≪

 ∑
n≤(s,1)<αn

2(s,1)

 d∏
j=1

ψj (2sj )

−1

2−(s,1)Ψ(n)

×

 d∏
j=1

ψj (2sj )

2 ∥∥∥δs (fψβ ; ·
)∥∥∥2

2

) 1
2

= (Φ(n))
1
2

 ∑
n≤(s,1)<αn

d∏
j=1

ψj (2sj )
∥∥∥δs (fψβ ; ·

)∥∥∥2
2

 1
2

. (3.19)

Тепер, прийнявши до уваги той факт, що для f ∈ Lψβ,1

∥δs (f ; ·)∥2 ≍ ∥As (f ; ·)∥2 ,

та скориставшись лемою 2.4, iз (3.19) будемо мати

I3 ≪ (Φ(n))
1
2

 ∑
n≤(s,1)<αn

d∏
j=1

ψj (2sj )
∥∥∥As (fψβ ; ·

)∥∥∥2
2

 1
2

≪ (Φ(n))
1
2

 ∑
n≤(s,1)<αn

d∏
j=1

ψj (2sj )
∥∥∥As (fψβ ; ·

)∥∥∥2
1

22(s,1)(1−
1
2)

 1
2

= (Φ(n))
1
2

 ∑
n≤(s,1)<αn

d∏
j=1

ψj (2sj )
∥∥∥As (fψβ ; ·

)∥∥∥2
1

2(s,1)

 1
2

. (3.20)

Далi, оскiльки∥∥∥As (fψβ ; ·
)∥∥∥

1
≤ ∥As (·)∥1

∥∥∥fψβ (·)
∥∥∥
1
≤ C5

∥∥∥fψβ (·)
∥∥∥
1
≤ C6,

то з (3.20), за допомогою мiркувань, аналогiчних до тих, якi були
використанi при встановленнi (3.11), приходимо до наступної оцiнки

I3 ≪ (Φ(n))
1
2

(
Φ(n)2nnd−1

) 1
2

= Φ(n)2
n
2 n

d−1
2 . (3.21)

Таким чином, пiдставляючи оцiнки (3.21) та (3.18) в (3.17), отримаємо

∥f(·) − P (θM ; ·)∥q ≪ Ψ([αn])2
αn

(
1− 1

q

)
(αn)

d−1
q + Ψ(n)2

n
2 n

d−1
2 .
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Насамкiнець, проводячи мiркування, аналогiчнi до використаних
при встановленнi спiввiдношення (3.13), прийдемо до шуканої оцiнки
зверху

∥f(·) − P (θM ; ·)∥q ≪ Ψ(n)M
1
2 , 2 ≤ q <∞.

Теорема 3.2 доведена.

Зауваження 3.3. У одновимiрному випадку вiдповiдний теоремi 3.2
результат (при деяких додаткових умовах на функцiю ψ1(·)) встанов-
лений В. В. Шкапою [26], i має мiсце порядкова оцiнка

eM

(
Lψ1

β,1

)
q
≍ ψ1(M)M

1
2 , 2 ≤ q <∞.

Зауваження 3.4. Якщо у теоремi 3.2 покласти ψj (|kj |) = |kj |−r , r >
1, kj ∈ Z\{0}, j = 1, d, то ми отримаємо точну за порядком оцiнку для
класiв Вейля-Надя W r

β,p, яка була встановлена Е. С. Белiнським [9]:

eM
(
W r
β,1

)
q
≍M−r+ 1

2

(
logd−1M

)r
, 2 ≤ q <∞.
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