
Å.Ô. ÃÀËÁÀ, Í.À. ÂÀÐÅÍÞÊ

ÓÄÊ 512.61 ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ

ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

ÑÎ ÑÌÅØÀÍÍÛÌÈ ÂÅÑÀÌÈ ×ÅÐÅÇ ÄÐÓÃÈÅ

ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, êîãäà îáå
âåñîâûå ìàòðèöû ñèììåòðè÷íûå, ïðè÷åì îäíà èç íèõ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäå-
ëåííàÿ, à âòîðàÿ — íåâûðîæäåííàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ. Ïîëó÷åíû ôîðìó-
ëû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ìàòðèö ÷åðåç ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó
Ìóðà–Ïåíðîóçà è ÷åðåç äðóãèå âçâåøåííûå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âçâåøåííûå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû ñî çíàêîíåîïðåäå-
ëåííûìè âåñàìè, ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà, âçâåøåííûå
ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû ñî ñìåøàííûìè âåñàìè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòå [1] îïðåäåëåíà è èññëåäîâàíà âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà ñ íå-
âûðîæäåííûìè çíàêîíåîïðåäåëåííûìè âåñàìè. Äàíî ïðåäñòàâëåíèå âçâåøåííûõ
ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ èíäåôèíèòíûìè âåñàìè â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñèììåòðèçóåìûõ ìàòðèö, ïîëó÷åíû ðàçëîæåíèÿ
âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè â ìàòðè÷íûå ñòåïåí-
íûå ðÿäû è ïðîèçâåäåíèÿ, à òàêæå ïðåäåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ìàòðèö.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíû ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíèÿ âçâåøåííîé ïñåâäîîá-
ðàòíîé ìàòðèöû ñî çíàêîíåîïðåäåëåííîé è ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé ñèììåò-
ðè÷íûìè âåñîâûìè ìàòðèöàìè ÷åðåç ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîó-
çà [2, 3] è ÷åðåç äðóãèå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [4] ïîëó÷åíà ôîðìóëà ïðåäñòàâëåíèÿ âçâåøåííîé ïñåâäî-
îáðàòíîé ìàòðèöû ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè ÷åðåç ìàòðèöó Ìóðà–Ïåíðîóçà, à â [5, 6]
ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàò-
ðèö ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè è âûðîæäåííûìè âåñàìè ÷åðåç ïñåâäîîáðàòíûå
ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà è ðàçëè÷íûõ âèäîâ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö.

ÂÇÂÅØÅÍÍÛÅ ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ Ñ ÈÍÄÅÔÈÍÈÒÍÛÌÈ ÂÅÑÀÌÈ

Îïðåäåëåíèå 1. Êâàäðàòíóþ âåùåñòâåííóþ ìàòðèöóU íàçîâåì ñèììåòðèçóå-
ìîé ñëåâà èëè ñïðàâà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàò-

ðèöà H , ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâà HU U HT� , UH HU T� .

Îïðåäåëåíèå 2. Êâàäðàòíóþ âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó Q íàçîâåì H-âçâåøåííîé

îðòîãîíàëüíîé (îðòîãîíàëüíîé ñ âåñîì H), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Q HQ ET � ,

ãäå H — ñèììåòðè÷íàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Â [1] äàíî âçâåøåííîå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ñèììåòðèçóåìîé ñëåâà ïî-
ëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûì ñèììåòðèçàòîðîì êâàäðàòíîé âåùåñòâåííîé ìàòðè-
öû. Ñèììåòðèçóåìàÿ ñëåâà ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûì ñèììåòðèçàòîðîì H
ìàòðèöà U ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå ñ ïîìîùüþ H-âçâåøåí-

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 2 17

© Å.Ô. Ãàëáà, Í.À. Âàðåíþê, 2018



íîãî îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ H-âçâåøåííàÿ
îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q, ÷òî

Q HUQT � �, (1)

è ìàòðèöà U ïðåäñòàâèìà â âèäå

U Q Q HT� � , (2)

ãäå � � diag( )� i , � i — ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû U , à ñòîëáöû ìàòðèöû
Q îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû U .

Ïóñòü A m n� �
� , X n m� �

� è ïóñòü B m m� �
� è C n n� �

� — ñèììåòðè÷íûå
çíàêîíåîïðåäåëåííûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû. Âçâåøåííóþ ïñåâäîîáðàòíóþ
ìàòðèöó ê ìàòðèöå A îïðåäåëèì êàê åäèíñòâåííóþ ìàòðèöó, óäîâëåòâîðÿþùóþ
ñèñòåìå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

AXA A� , XAX X� , ( )BAX BAXT � , ( )CXA CXAT � (3)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

rk A BA rk AC A rk AT T( ) ( ) ( )� ��1 . (4)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò âçâåøåí-
íîé ïñåâäîèíâåðñèè, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4) è AX è XA — ìàòðèöû,
ñèììåòðèçóåìûå ñëåâà ñîîòâåòñòâåííî çíàêîíåîïðåäåëåííûìè íåâûðîæäåííûìè
ñèììåòðèçàòîðàìè B è C.

Åñëè ìàòðèöû B è C — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå, òî ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ
óðàâíåíèé (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ (4) âûïîëíÿþòñÿ. Ïðè Â Åm� , C Ån� ,
ãäå íèæíèé èíäåêñ ïðè åäèíè÷íîé ìàòðèöå îçíà÷àåò åå ðàçìåðíîñòü, ñèñòåìà
ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (3) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó

Ìóðà–Ïåíðîóçà ê ìàòðèöå A, êîòîðóþ îáîçíà÷èì A
EE
� .

Åñëè âåñîâûå ìàòðèöû Â è Ñ — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå èëè îäíà èç
íèõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ýòî áóäåò ÷àñòíûé ñëó÷àé âçâåøåííîé ïñåâäî-
èíâåðñèè ñ èíäåôèíèòíûìè âåñàìè. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îäíà
èç âåñîâûõ ìàòðèö â (3) áóäåò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé.

Â [1] îòìå÷åíî, ÷òî çàäà÷à (3), (4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X A
BC

� � ,

ïðè÷åì
A C SA B

BC
T� �� 1 , (5)

ãäå S f A BACT� �( )1 — ìíîãî÷ëåí îò ìàòðèöû A BACT �1 âèäà

S A BAC A BAC E
k

T k T k
k� � � ������ � � � �

�� � �1 1 1
1

1 2
1[( ) ( ) ] , (6)

� p , p �1 2, ,� , — êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

f E A BACn n
n

T( ) [ ]� � � � � �� � ����� � �� �
1

1 1det ,

� k — ïîñëåäíèé, îòëè÷íûé îò íóëÿ êîýôôèöèåíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.
Â ðàáîòå [1] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòðèöà Ñ — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ,

à Â — çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ, äàíî ñëåäóþùåå ïðåäåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû

A C A BA E C A B
BC

k

k

p
T k T�

	

�

�

� � �� �
lim ( )
�

� �
0

1

1

1 1 , 0
1

2

1� � �| | ( )� � C A BAT ,

p �1 2, ,� , (7)

à äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Â — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, Ñ — çíàêîíåîïðåäåëåí-
íàÿ, èìååì

A C A B AC A B E
BC

T k

k

p
T k�

	

� �

�

� �� �
lim ( )
�

� �
0

1 1

1

1 , 0
1

2

1� � �| | ( )� � AC A BT ,

p �1 2, ,� , (8)

ãäå � � � �( ) min{| | : ( )}L L� � �0 , � i — ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû C A BAT�1

â (7) è AC A BT�1 â (8).
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Äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îáîñíîâàíèè
ôîðìóë ïðåäñòàâëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ÷åðåç äðóãèå
ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû.

Ëåììà 1. Ïóñòü A
BC
� — âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà ñ èíäåôèíèò-

íûìè âåñàìè Â è Ñ, îïðåäåëåííàÿ ñ ïîìîùüþ óñëîâèé (3), (4). Òîãäà èìåþò ìå-
ñòî ðàâåíñòâà

SA BAC A BAC ST T� ��1 1 , SA BAC A AT T T� �1 , (9)

ãäå ìàòðèöà S îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (9) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðå-
äåëåíèÿ ìàòðèöû S ôîðìóëîé (6). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåíñòâà â (9) áó-
äåì èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî

A BAA A BT
BC

T� � , (10)

êîòîðîå ñëåäóåò èç ïåðâîãî è òðåòüåãî ðàâåíñòâ â (3), îïðåäåëÿþùèõ âçâåøåí-
íóþ ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó (3), (4).

Äåéñòâèòåëüíî, A BAA A A ÂÑ A B AA ÂÑA B A BT
BC

T
BC

T T
BC

T T� � �� � �( ) ( ) .

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (5), (10), ïîëó÷àåì SA BAC A BT T� �1

� ��A BAC SA BT T1 A BAA A BT
BC

T� � , îòêóäà â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû B

èìååì âòîðîå ðàâåíñòâî â (9), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.
Ëåììà 2. Ïóñòü U — ñèììåòðèçóåìàÿ ñëåâà ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûì

ñèììåòðèçàòîðîì ìàòðèöà, ïðè÷åì U E� � — íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, ãäå � —
÷èñëîâîé ïàðàìåòð. Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

U U E U U U E� � � �
	

�

	

�lim ( ) lim ( )
� �

� �
0

1 2

0

2 1 . (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U n n� �
� — çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, ñèììåò-

ðèçóåìàÿ ñëåâà ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûì ñèììåòðèçàòîðîì H . Âûøå ïðåä-
ñòàâëåíî âçâåøåííîå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû U (ñì. (1), (2)). Îáîçíà-
÷èì � � diag( )� i , ãäå � i i n, , ...,�1 , — ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû U . Ïî-
ñêîëüêó ïî óñëîâèþ ëåììû 2 ìàòðèöà U E� � — íåâûðîæäåíà, òî îíà èìååò
îáðàòíóþ ìàòðèöó. Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ âçâåøåííîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû,

à òàêæå (1), (2) ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàòðèöà ( )U E� �� 1 òàêæå ñèììåòðèçóåìà ñ

ìàòðèöåé ñèììåòðèçàöèè H è

( ) ( )U E Q E Q HT� � �� �� �1 1� . (12)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû U E� � è ( )U E� �� 1 áóäóò ñîîòâåòñòâåííî

ðàâíû � �i � è ( )� �i � �1.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå âçâåøåííîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû, ôîðìó-

ëû (2), (12), âèä ìàòðèö � è ( )� � ��E 1, à òàêæå ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ìàòðèö U 2 è

( )U E� �� 1, ïîëó÷àåì

lim ( ) lim ( )
� �

� �
	

�

	

�� � � �
0

1 2

0

1 2U E U Q E Q HQ Q HT T� �

� � � � �
	

�lim ( )
�

�
0

1 2Q E Q H Q Q H UT T� � � lim ( )
�

�
	

��
0

2 1U U E ,

ò.å. ôîðìóëó (11) è, ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå ëåììû 2.

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ ÑÎ ÑÌÅØÀÍÍÛÌÈ

ÂÅÑÀÌÈ ×ÅÐÅÇ ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ ÌÓÐÀ–ÏÅÍÐÎÓÇÀ

Îáîñíóåì ïðåäñòàâëåíèå âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè
âåñàìè ÷åðåç ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà, êîãäà îáå âåñîâûå
ìàòðèöû ñèììåòðè÷íûå, ïðè÷åì îäíà èç íèõ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ,
à âòîðàÿ — íåâûðîæäåííàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ. Îòìåòèì, ÷òî ýòè çàäà÷è ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (3), (4). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
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ìàòðèöà C ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à B — çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ, ò.å.
ïðåäñòàâèì âçâåøåííûå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
ñèñòåìå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

AXA A� , XAX X� , ( )BAX BAXT � , ( )CXA CXAT � (13)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
rk A BA rk AT( ) ( )� . (14)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A m n� �
� — ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ìàòðèöà,

B m m� �
� — ñèììåòðè÷íàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà,

C n n� �
� — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà âçâåøåí-

íàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå A , îïðåäåëåííàÿ óñëîâèÿìè (13), (14),
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

A C C A BAC C A B
ÂC

T
EE

T� � � � � �� 1 2 1 2 1 2 1 2/ / / /( ) . (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì L C A BACT� � �1 2 1 2/ / . Âòîðîå, òðåòüå è ÷åòâåðòîå

óðàâíåíèÿ â (3) áóäåì ïðîâåðÿòü ïîäñòàíîâêîé X A C L C A B
ÂC EE

T� �� � � �1 2 1 2/ / â ýòè

óðàâíåíèÿ, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèÿ âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîó-
çà. Ñíà÷àëà ïîäñòàâèì X âî âòîðîå óðàâíåíèå ôîðìóëû (13). Ïîëó÷èì

XAX C L C A BAC L C A B C L L
EE

T
EE

T
EE

� �� � � � � � � �1 2 1 2 1 2 1 2 1 2/ / / / / L C A B
EE

T� � �1 2/

� �� � �C L C A B X
EE

T1 2 1 2/ / .

Ïîñêîëüêó L — ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, òî è ïñåâäîîáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà
Ìóðà–Ïåíðîóçà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé [7]. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷èì

BAX BAC L C A B
EE

T� � � �1 2 1 2/ / — ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó, ò.å. òðåòüå óñëîâèå

â îïðåäåëåíèè âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû òàêæå âûïîëíèìî.
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ÷åòâåðòîãî óñëîâèÿ. Ìàòðèöà

CXA � CC L C A BA
EE

T� � � �1 2 1 2/ / C L C A BA
EE

T1 2 1 2/ /� � �

C L C A BAC C
EE

T1 2 1 2 1 2 1 2/ / / /� � � � C L LC
EE

1 2 1 2/ /�

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, ïîñêîëüêó ìàòðèöà L L
EE
� — ñèììåòðè÷íàÿ ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà.
Ïåðâîå óñëîâèå â (3) ñëåäóåò èç âòîðîãî. Äåéñòâèòåëüíî, èç âòîðîãî óñëîâèÿ

â (3) èìååì AXAXA AXA� , îòêóäà ñëåäóåò AXA A� .

Èç âòîðîãî óñëîâèÿ â (13) ñëåäóåò, ÷òî rk A rk A A
BC BC

( ) ( )� �� . Ïîêàæåì, ÷òî ðàíã

ìàòðèöû A
BC
� (ñì. (15)) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (14) ðàâåí ðàíãó ìàòðèöû A A

BC
� .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî Ôðîáåíèóñà

rk PQ rk QL rk Q rk PQL( ) ( ) ( ) ( )� 
 � ,

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ òåõ ìàòðèö P, Q , L , äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî ïðîèçâå-

äåíèå PQL . Îáîçíà÷èì M C L C
EE

� � � �1 2 1 2/ / . Òîãäà A MA B
BC

T� � . Ðàññìîòðèì

ìàòðèöó A A MA BA
BC

T� � . Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà Ôðîáåíèóñà èìååì

rk MA B rk A BA rk A B rk MA BAT T T T( ) ( ) ( ) ( )� 
 � ,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (14), à òàêæå òî, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû íà
íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó ðàíã íå èçìåíÿåòñÿ, èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó-

÷àåì rk MA B rk MA BAT T( ) ( )
 . Îòñþäà rk A rk A A rk A
BC BC BC

( ) ( ) ( )� � �
 
 , ò.å.

rk A
BC

( )� � rk A A
BC

( )� . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (14) äëÿ ìàòðèöû,
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îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (15), âûïîëíÿåòñÿ òàêîå æå ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàíãîâ ìàò-

ðèö A
BC
� è A A

BC
� , êàê è äëÿ ìàòðèöû, îïðåäåëåííîé óñëîâèÿìè (13), (14).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà B — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ,

à C — çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ, ò.å. ïðåäñòàâèì âçâåøåííûå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðè-
öû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

AXA A� , XAX X� , ( )BAX BAXT � , ( )CXA CXAT � (16)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
rk AC A rk AT( ) ( )� �1 . (17)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A m n� �
� — ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ìàòðèöà,

B m m� �
� — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåíàÿ ìàòðèöà, C n n� �

� —
ñèììåòðè÷íàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà âçâåøåííàÿ

ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà A
BC
� ê ìàòðèöå A, îïðåäåëåííàÿ óñëîâèÿìè (16), (17),

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

A C A B B AC A B B
ÂC

T T
EE

� � � �� 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2/ / / /( ) . (18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì L B AC A BT� �1 2 1 1 2/ / . Êàê è â ïðåäûäóùåì
ñëó÷àå, âòîðîå, òðåòüå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ â (16) áóäåì ïðîâåðÿòü ïîäñòàíîâ-

êîé X A C A B L B
ÂC

T
EE

� �� � �1 1 2 1 2/ / . Ïîäñòàâèì X âî âòîðîå óðàâíåíèå èç (16).

Ó÷èòûâàÿ âòîðîå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðî-
óçà, ïîëó÷àåì

XAX C A B L B AC A B L B C A B LT
EE

T
EE

T� �� � � � �1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2/ / / / /
EE EE

LL B� � �1 2/

� �� �C A B L B XT
EE

1 1 2 1 2/ / .

Ïîäñòàâèâ X â òðåòüå óñëîâèå èç (16), ïîëó÷èì

BAX BAC A B L BT
EE

� �� �1 1 2 1 2/ / B B AC A B L B B LL BT
EE EE

1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2/ / / / / /� � ��

— ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó, ïîñêîëüêó ìàòðèöà L L
EE
� — ñèììåòðè÷íàÿ ñîãëàñ-

íî îïðåäåëåíèþ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà.
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ÷åòâåðòîãî óñëîâèÿ. Ìàòðèöà CXA �

� �� � �CC A B L B A A B L B AT
EE

T
EE

1 1 2 1 2 1 2 1 2/ / / / ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, ïîñêîëüêó,

êàê îòìå÷åíî â òåîðåìå 1, L
EE
� — ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.

Ïåðâîå óñëîâèå â (3) ñëåäóåò èç âòîðîãî (ñì. òåîðåìó 1).

Èç âòîðîãî óñëîâèÿ â (16) ñëåäóåò, ÷òî rk A rk AA
BC BC

( ) ( )� �� . Ïîêàæåì, ÷òî

ðàíã ìàòðèöû A
BC
� , îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (18), ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (17)

ðàâåí ðàíãó ìàòðèöû AA
BC
� .

Îáîçíà÷èì M B L B
EE

� �1 2 1 2/ / . Òîãäà A C A M
BC

T� �� 1 . Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

AA AC A M
BC

T� �� 1 . Êàê è â òåîðåìå 1, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåì

íåðàâåíñòâî Ôðîáåíèóñà, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî èìååì

rk AC A rk C A M rk C A rk AC A MT T T T( ) ( ) ( ) ( )� � � �� 
 �1 1 1 1 .

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (17), à òàêæå óòâåðæäåíèÿ òîãî, ÷òî ïðè óìíîæåíèè íåâû-
ðîæäåííîé ìàòðèöû íà ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó ðàíã ïîñëåäíåé íå èçìåíÿåòñÿ,

èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì rk C A M rk AC A MT T( ) ( )� �
1 1 . Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (17) äëÿ ìàòðèöû, îïðåäåëåííîé ôîðìó-
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ëîé (18), âûïîëíÿåòñÿ òàêîå æå ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàíãîâ ìàòðèö A
BC
� è AA

BC
� ,

êàê è äëÿ ìàòðèöû, îïðåäåëåííîé óñëîâèÿìè (16), (17).
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè

âåñîâûìè ìàòðèöàìè, ò.å. êîãäà îäíà èç âåñîâûõ ìàòðèö ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëî-
æèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à âòîðàÿ — ñèììåòðè÷íàÿ íåâûðîæäåííàÿ çíàêîíåîïðå-
äåëåííàÿ, ïîëó÷åíû èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû
Ìóðà–Ïåíðîóçà äëÿ äâóõ âèäîâ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö (ñì. (15), (18)).

Îòìåòèì, ÷òî â [7] äëÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà ïîëó÷åíî
åå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ïñåâäîîáðàòíûå ê ñèììåòðè÷íûì ìàòðèöàì

A A A A A AA
EE

T
EE

T T T
EE

� � �� �( ) ( ) .

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ôîðìóëû äëÿ A
EE
� ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøå-

íèé (15), (18) ïðè B Em� , C En� .
Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ïðÿìûì è èòåðàöèîííûì ìåòî-

äàì âû÷èñëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö Ìóðà–Ïåíðîóçà (íàïðèìåð, [7, 8–10]). Ïî-
ýòîìó îäèí èç ïîäõîäîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ìî-
æåò áûòü îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö
Ìóðà–Ïåíðîóçà, åñëè âçâåøåííûå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû ïðåäñòàâèòü ÷åðåç
ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äàíî â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ôîðìóëàìè (15), (18).

Ôîðìóëû (15), (18) ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåí-
íûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì, â êîòîðîì
èìåþòñÿ ïðîãðàììû âû÷èñëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà è êîðíÿ
êâàäðàòíîãî èç ñèììåòðè÷íîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû.

Êàê îòìå÷åíî âûøå, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (15), (18) äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåí-
íûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö íåîáõîäèìî íàéòè ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû
Ìóðà–Ïåíðîóçà äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö. Íî ñîãëàñíî [7] ýòè ìàòðèöû ìîæíî
ïîñòðîèòü, èñõîäÿ èç ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö.

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ ÑÎ ÑÌÅØÀÍÍÛÌÈ

ÂÅÑÀÌÈ ×ÅÐÅÇ ÄÐÓÃÈÅ ÂÇÂÅØÅÍÍÛÅ ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ

Ôîðìóëû (15), (18) ïðåäñòàâëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî
ñìåøàííûìè âåñàìè ÷åðåç ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà áûëè ïî-
ëó÷åíû íà îñíîâàíèè èõ ïðîâåðêè íà ñîîòâåòñòâèÿ óñëîâèÿì (13), (14) è
(16), (17), îïðåäåëÿþùèì âçâåøeííóþ ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó ñî ñìåøàííû-
ìè âåñàìè. Íèæå ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö
ñî ñìåøàííûìè âåñàìè ÷åðåç äðóãèå âçâåøåííûå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû íà
îñíîâå ïðèâåäåííûõ âûøå ñâîéñòâ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ èí-
äåôèíèòíûìè âåñàìè è ëåìì 1 è 2.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A m n� �
� — ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ìàòðèöà,

B m m� �
� — ñèììåòðè÷íàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà,

C n n� �
� — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà âçâåøåí-

íàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà A
BC
� ê ìàòðèöå A, îïðåäåëåííàÿ óñëîâèÿ-

ìè (13), (14), ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

A C A BA C A B
ÂC

T
CC

T� � � �� ( )1 1 , (19)

A A BA A B
ÂC

T

C C

T� ��
�

( )
1

. (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó çàäà÷à (13), (14) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì çàäà÷è (3), (4), òî âñå ñâîéñòâà çàäà÷è (3), (4), î êîòîðûõ ñêàçàíî âûøå,
âåðíû äëÿ çàäà÷è (13), (14). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðè-
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öû, îïðåäåëåííîé óñëîâèÿìè (13), (14), âåðíà ôîðìóëà (5). Îáîçíà÷èì

L C A BAT� �1 . Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöû, îïðåäåëåííûå âûðàæåíèÿìè (19), (20),
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôîðìóëîé (5), îòêóäà è áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.
Ïóñòü â ïðåäåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè (7) âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî
ñìåøàííûìè âåñàìè, îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿìè (13), (14), p �1 . Òîãäà ôîðìóëà
(7) ïðèìåò âèä

� �A L E C A B C A BA
BC

T T�

	

� � �� � � �lim ( ) , ( )
�

� � �
0

1 1 10
1

2
.

(21)

Íà îñíîâàíèè (21) è (9) ïîëó÷èì

L L E L
CC
�

	

�� �lim ( )
�

�
0

2 1 . (22)

Èç (21), (22) ñëåäóåò

L C A B L E LC A B
CC

T T� �

	

� �� �1

0

2 1 1lim ( )
�

� . (23)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (9), ïîëó÷àåì LC A B L C S A BT T� ��1 4 1 3 è (23) ïåðåïè-
øåì â âèäå

L C A B L E L C S A B
CC

T T� �

	

� �� �1

0

2 1 4 1 3lim ( )
�

� . (24)

Èç (24) â ñèëó ëåììû 2 èìååì L C A B L C S A B
CC

T T� � ��1 2 1 3 , îòêóäà, èñïîëüçóÿ

ôîðìóëû (9), (5), ïîëó÷èì L C S A B C SA B AT T
BC

2 1 3 1� � �� � è L C A B A
CC

T
BC

� � ��1 ,

ò.å. ôîðìóëó (19).
Òåïåðü ïåðåéäåì ê îáîñíîâàíèþ ôîðìóëû (20).

Êàê è âûøå, îáîçíà÷èì L C A BAT� �1 . Òîãäà ôîðìóëà (21) äëÿ ìàòðèöû

A BAT ïðèìåò âèä

( ) lim ( )A BA C A BAC A BA E C A BACT

C C

T T T
�

�

	

� � � � �� � �
1

0

1 1 1 1 1

�
�

� �
	

� �lim ( )
�

�
0

2 1 1L E LC ,

îòêóäà ïîëó÷àåì

( ) lim ( )A BA A B L E LC A BT

C C

T T
�

�

	

� �� �
1

0

2 1 1

�
� . (25)

Èç ðàâåíñòâ (23), (25) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìàòðèö ( )A BA A BT

C C

T
�

�
1

è

( )C A BA C A BAT
CC

T� � �1 1 ïîëó÷åíî îäèíàêîâîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïîýòîìó ðàññóæ-

äåíèÿ, ïðîâåäåííûå âûøå äëÿ îáîñíîâàíèÿ ôîðìóëû (19), ïðèâåäóò ê óòâåðæäå-

íèþ äîñòîâåðíîñòè ôîðìóëû (20).

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü A m n� �
� — ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ìàòðèöà,

B m m� �
� — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, C n n� �

� —

ñèììåòðè÷íàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà âçâåøåííàÿ

ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà A
BC
� ê ìàòðèöå A, îïðåäåëåííàÿ óñëîâèÿìè (16), (17),

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

A C A BA AC A B
ÂC

T T
BB

� � � �� 1 1( ) , (26)

A C A AC A
ÂC

T T

BB

� � � ��
�

1 1
1

( ) . (27)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó çàäà÷à (16), (17) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì çàäà÷è (3), (4), òî âñå ñâîéñòâà çàäà÷è (3), (4), ïðèâåäåííûå âûøå, âåðíû

äëÿ çàäà÷è (16), (17). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû, îïðå-

äåëåííîé óñëîâèÿìè (16), (17), âåðíà ôîðìóëà (5). Îáîçíà÷èì L AC A BT� �1 . Ïî-

êàæåì, ÷òî ìàòðèöû, îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (26), (27), ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôîðìó-

ëîé (5), îòêóäà è áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4. Ïóñòü â ïðåäåëüíîì

ïðåäñòàâëåíèè (8) âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè,

îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿìè (16), (17), p �1. Òîãäà ôîðìóëà (8) ïðèìåò âèä

A C A B L E AC A B
BC

T T�

	

� � �� � � �lim ( ) , | | ( )
�

� � �
0

1 1 10
1

2
. (28)

Íà îñíîâàíèè (28) è (9) ïîëó÷èì

L L L E
BB
�

	

�� �lim ( )
�

�
0

2 1. (29)

Èç (28), (29) èìååì

C A BL C A BL L ET
ÂÂ

T� � �

	

�� �1 1

0

2 1lim ( )
�

� . (30)

Â ñèëó ôîðìóë (9) íàõîäèì C A BL C S A BLT T� ��1 1 3 4 è (30) ïåðåïèñûâàåì
â âèäå

C A BL C S A BL L ET
BB

T� � �

	

�� �1 1 3 4

0

2 1lim ( )
�

� . (31)

Èç (31) íà îñíîâàíèè ëåììû 2 èìååì C A BL C S A BLT
BB

T� � ��1 1 3 2 , îòêóäà

â ñèëó (9), (5) ïîëó÷èì C S A BL C SA B AT T
BC

� � �� �1 3 2 1 è C A BL AT
BB BC

� � ��1 ,

ò.å. ôîðìóëó (26).
Îáîñíóåì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (27). Êàê è âûøå, îáîçíà÷èì

L AC A BT� �1 . Òîãäà ôîðìóëà (28) äëÿ ìàòðèöû AC AT�1 ïðèìåò âèä

( ) lim ( )AC A BAC A B AC A BAC A B ET

BB

T T T� �

	

� � � �
�

� � �1

0

1 1 1 1
1

�
�

� �
	

�lim ( )
�

�
0

2 1BL L E ,

îòêóäà èìååì
C A AC A C A BL L ET T

BB

T� � � �

	

�
�

� �1 1 1

0

2 1
1

( ) lim ( )
�

� . (32)

Èç ðàâåíñòâ (30), (32) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìàòðèö C A AC AT T

BB

� � �
�

1 1
1

( ) è

C A B AC A BT T
BB

� � �1 1( ) ïîëó÷åíî îäèíàêîâîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïîýòîìó èçëîæåí-

íûå âûøå îáîñíîâàíèÿ äëÿ ôîðìóëû (26) ïðèâåäóò ê óòâåðæäåíèþ äîñòîâåðíî-
ñòè ôîðìóëû (27).

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö, êîãäà îäíà èç âåñî-
âûõ ìàòðèö ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à âòîðàÿ ñèììåòðè÷íàÿ íå-
âûðîæäåííàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ, ïîëó÷åíû èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç âçâåøåííûå
ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû äëÿ äâóõ âèäîâ ñèììåòðèçóåìûõ è ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö, êîãäà îáå âåñîâûå ìàòðèöû ñèììåò-
ðè÷íûå, ïðè ýòîì îäíà èç íèõ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à äðóãàÿ íåâûðîæ-
äåííàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ, ïîëó÷åíû èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç ïñåâäîîáðàò-
íûå ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö è ÷åðåç âçâåøåííûå
ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû äëÿ ñèììåòðè÷íûõ è ñèììåòðèçóåìûõ ìàòðèö. Ïîëó-
÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ïðè âû÷èñ-
ëåíèè âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ
ìàòðèö ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì, â êîòîðûõ èìåþòñÿ ïðî-
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ãðàììû âû÷èñëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö Ìóðà–Ïåíðîóçà, è âçâåøåííûõ
ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö äëÿ ñèììåòðè÷íûõ è ñèììåòðèçóåìûõ ìàòðèö.
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ª.Ô. Ãàëáà, Í.À. Âàðåíþê
ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÍß ÇÂÀÆÅÍÈÕ ÏÑÅÂÄÎÎÁÅÐÍÅÍÈÕ ÌÀÒÐÈÖÜ

²Ç ÇÌ²ØÀÍÈÌÈ ÂÀÃÀÌÈ ×ÅÐÅÇ ²ÍØ² ÏÑÅÂÄÎÎÁÅÐÍÅÍ² ÌÀÒÐÈÖ²

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çâàæåíó ïñåâäîîáåðíåíó ìàòðèöþ, êîëè îáèäâ³ âàãîâ³
ìàòðèö³ ñèìåòðè÷í³, ïðè÷îìó îäíà ³ç íèõ äîäàòíî-îçíà÷åíà, à äðóãà — íå-
âèðîäæåíà çíàêîíåâèçíà÷åíà. Îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ öèõ
ìàòðèöü ÷åðåç ïñåâäîîáåðíåíó ìàòðèöþ Ìóðà–Ïåíðîóçà ³ ÷åðåç ³íø³ çâà-
æåí³ ïñåâäîîáåðíåí³ ìàòðèö³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: çâàæåí³ ïñåâäîîáåðíåí³ ìàòðèö³ ³ç çíàêîíåâèçíà÷åíèìè âà-
ãàìè, ïñåâäîîáåðíåí³ ìàòðèö³ Ìóðà–Ïåíðîóçà, çâàæåí³ ïñåâäîîáåðíåí³ ìàò-
ðèö³ ³ç çì³øàíèìè âàãàìè.

E.F. Galba, N.A. Vareniuk
REPRESENTING WEIGHTED PSEUDOINVERSE MATRICES WITH MIXED WEIGHTS

IN TERMS OF OTHER PSEUDOINVERSE MATRICES

Abstract. The paper considers weighted pseudoinverse matrix, when both weighted
matrices are symmetric and one of them is positive definite matrix and the other is
nonsingular and indefinite. Formulas are obtained for representing these matrices in
terms of the pseudoinverse Moore–Penrose matrix and other weighted pseudoinverse
matrices.

Keywords: weighted pseudoinverse matrices with indefinite weights, Moore–
Penrose pseudoinverse matrices, weighted pseudoinverse matrices with mixed
weights.
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