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Â ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÅ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà íîâàÿ îáîáùåííàÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìåäè-
öèíñêîãî ïðåïàðàòà â òêàíè. Âìåñòî òðàäèöèîííîé äèôôóçèîííîé ìîäåëè,
îïèñûâàåìîé ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì, ïîñòóëèðóåòñÿ ìîäåëü, îïèñûâàå-
ìàÿ áîëåå îáùèì ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì, ïðåäñêàçûâàþùèì êîíå÷-
íóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé. Â ðåçóëüòàòå ìåäèöèíñêèé ïðå-
ïàðàò äîñòàâëÿåòñÿ â ïîðàæåííóþ çîíó ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ. Ïåðâîå âîç-
ìóùåíèå (ïðåäâåñòíèê) íåñåò èíôîðìàöèþ îò èíúåêöèè â ëþáóþ òî÷êó
â òêàíè è, ÷òî âàæíî, â ïîðàæåííóþ çîíó, îòêóäà ïîñòóïàåò èíôîðìàöèÿ
â ìîçã â âèäå íåðâíîãî âîçáóæäåíèÿ. Ðàññìîòðåíî îáîáùåííîå ðåøåíèå çà-
äà÷è. Äàíî êðàòêîå îáîáùåíèå çàäà÷è Áåëëìàíà î ââåäåíèè ìåäèöèíñêîãî
ïðåïàðàòà ñ ó÷åòîì âðåìåíè èíúåêöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåäèöèíñêèé ïðåïàðàò, òêàíü, ðàñïðîñòðàíåíèå ïðåïàðà-
òà, äèôôóçèÿ, ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðè êîíòèíóóìíîì ðàññìîòðåíèè, ò.å. â òåðìèíàõ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíîâûõ âîçìóùåíèé îïèñûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñ-
êèìè óðàâíåíèÿìè ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ
ðåàëüíîñòüþ ìèðà (òåîðèÿ Ìàêñâåëëà (1864 ã.), Ýéíøòåéíà (1907 ã.)). Ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [1]. Îäíà-
êî âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íå îïèñûâàþò âîçìó-
ùåíèÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ [2, 3].

Â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óñëîâíî ìîæíî âûäåëèòü òðè îá-
ëàñòè [4]: 1) ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, 2) ïàðàáîëè÷åñêèå è ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ, 3) ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Ïåðâàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò
íåðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âîçìóùåíèÿ — çàìîðîæåííûé ìèð (íàïðèìåð, óðàâíå-

íèå Ïóàññîíà � � �2
0� � �/ , êîòîðîå îïèñûâàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå òî÷å÷íîãî

çàðÿäà). Âòîðàÿ îáëàñòü îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé ñ áåñêîíå÷íîé

ñêîðîñòüþ (íàïðèìåð, óðàâíåíèå äèôôóçèè D t� � � �2� � / ). Òðåòüÿ îáëàñòü ñîîò-

âåòñòâóåò ðåàëüíîìó ôèçè÷åñêîìó ïðîöåññó ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé ñ êî-

íå÷íîé ñêîðîñòüþ (íàïðèìåð, óðàâíåíèå àêóñòèêè � � � ��2
0

2 2 2u c u t/ ).

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðîâîäèëèñü îáîáùåíèÿ èçâåñòíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ìîäåëåé
äèôôóçèîííîãî òèïà, êîòîðûå ïåðåíîñèëèñü íà ãèïåðáîëè÷åñêèå ìîäåëè [5–7]. Ãè-
ïåðáîëè÷åñêàÿ ìîäåëü äèôôóçèè ðàçâèòà â ðàáîòå [8], â êîòîðîé â îòëè÷èå îò êëàñ-
ñè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ó÷èòûâàëàñü ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèö ìåæäó
ñòîëêíîâåíèÿìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèö.

Â ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ïðåäåëàõ èíòåðâàëîâ äîñòàòî÷íî êîðîòêî-
ãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè êëàññè÷åñêîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå äîëæíî áûòü
çàìåíåíî íà áîëåå îáùåå óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà [9].

50 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 4

© È.Ò. Ñåëåçîâ, Þ.Ã. Êðèâîíîñ , 2017



Âû÷èñëåíèÿ è ñðàâíåíèÿ ïî óòî÷íåííûì ìîäåëÿì ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ
ïîêàçàëè, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, âàæíûõ äëÿ ñîâðåìåííûõ ïðèëîæåíèé, óðàâíå-
íèå äèôôóçèè ïðèâîäèò ê ìåíåå ðåàëüíûì çíà÷åíèÿì òåìïåðàòóðû íà ôðîíòå
âîëíû [9]. Êà÷åñòâåííûé ýôôåêò ñèëüíîé êîíöåíòðàöèè ýíåðãèè â ïèêîâîé çîíå
ïðîÿâëÿåòñÿ íà ôðîíòå âîëíû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðáîëè÷åñêîìó óðàâíå-
íèþ [10], â òî âðåìÿ êàê â òåîðèè äèôôóçèè ýíåðãèÿ âñåãäà «ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ»
íà âñþ îáëàñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Â ýêñïåðèìåí-
òàõ â [10] äëÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ôòîðèäà íàòðèÿ NaF íàõîäèëîñü ðàñ-
ïðåäåëåíèå òåïëîâîãî èìïóëüñà â ïåðåäíåé îáëàñòè.

Çàäà÷à óáûâàíèÿ ëîêàëüíî ðàñïîëîæåííîãî ìåäèöèíñêîãî ïðåïàðàòà â òêàíè áåç
ó÷åòà åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [11]. Ñóùåñòâåí-
íûå îáîáùåíèÿ íà ðàñïðîñòðàíåíèå â ïðîñòðàíñòâå áûëè ïîëó÷åíû â ìîíîãðàôèè [12].

Â ñòàòüå [13] èññëåäóåòñÿ äåéñòâèå òåïëîâûõ âîëí â êîæíîì ïîêðîâå ïðè
êðàòêîâðåìåííîì âîçäåéñòâèè ëîêàëüíîãî ìãíîâåííîãî èñòî÷íèêà íàãðåâà (îæîã,
ãèïåðòåðìèÿ, êðèîãåííàÿ õèðóðãèÿ è äð.). Ðàññìîòðåíèå ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ãè-
ïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðåäñêàçûâàþùåãî êîíå÷íóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ òåïëîâûõ âîçìóùåíèé. Ýòî èññëåäîâàíèå áåðåò ñâîå íà÷àëî îò ðàáîò [7, 14],
êàê ïîñëåäîâàòåëåé ðîäîíà÷àëüíèêà — îñíîâàòåëÿ òåîðèè Ìàêñâåëëà [15].

Â ðàáîòå [16] ïðåäñòàâëåíà îäíîìåðíàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íå íà ïàðàáîëè-
÷åñêîì óðàâíåíèè òåïëîïåðåäà÷è (çàêîí Ôóðüå), à íà ãèïåðáîëè÷åñêîì. Èññëåäó-
åòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëîâûõ âîëí (èìïóëüñîâ) â òêàíè îò ëîêàëüíîãî
èñòî÷íèêà íàãðåâà.

Â ðàáîòå [17] ìîäåëèðóåòñÿ èíúåêöèÿ ïðåïàðàòà â ìÿãêîå âåùåñòâî (ãëèöåðèí)
ôîêóñèðîâàííîé ìèêðîñòðóåé, êîòîðàÿ ñîçäàåòñÿ ëàçåðíûì èìïóëüñîì. Ïðè ýòîì,
êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñòðóÿ âõîäèò â âåùåñòâî ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ.
Àíàëîãè÷íî â ðàáîòå [18] ìîäåëèðóþòñÿ ÿâëåíèÿ òèïà ãèäðàâëè÷åñêîãî óäàðà, êàê
ðåçóëüòàò îäíîìåðíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû äàâëåíèÿ. Òàêàÿ ìîäåëü ïðåäñêàçû-
âàåò êîíå÷íîñòü ñêîðîñòè âíåäðåíèÿ ñòðóè â æèäêîñòü â îòëè÷èå îò ïðèìåíÿåìûõ
ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ âðåìåííî çàâèñèìûå õàðàêòåðèñòèêè ñòðóè æèäêîñòè.

Â ðàáîòå [19] ïîêàçàíî, ÷òî íàðóøåíèå ãèïåðáîëè÷íîñòè êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû ìîæåò ïðèâîäèòü, êàê ñëåäñòâèå, ê íåêîððåêòíîñòè ðå-
øåíèÿ çàäà÷ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ýòî îòíîñèòñÿ ê óðàâíåíèÿì ìåëêîé âîäû
ñ ó÷åòîì ñèë Êîðèîëèñà.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ îáîáùåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîå, ïðåäñêàçûâàþùåãî ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé ñ êîíå÷íîé
ñêîðîñòüþ, ïðåäëîæåíà ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â òêàíè îò èíúåêöèè.
Îòìåòèì, ÷òî ðàçâèâàåìàÿ â äàííîé ñòàòüå îáîáùåííàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ìåäèöèíñêîãî ïðåïàðàòà â òêàíè ïðåäñêàçûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîç-
ìóùåíèé ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà ïà-
ðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè. Íà ýòîì îñíîâàíî ðàññìîòðåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è,
ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé, ðåàëüíîé èíúåêöèè ïðåïàðàòà â òêàíü.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ ïðèâîäèòñÿ è èññëåäóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà-
÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ñ íåïîëíûì ïîãëîùåíèåì â êîíöå èíòåðâàëà â ïðîñòðàí-
ñòâå èçîáðàæåíèé Ëàïëàñà. Ïîëó÷åíî êðàòêîå îáîáùåíèå çàäà÷è Áåëëìàíà
î ââåäåíèè ìåäèöèíñêîãî ïðåïàðàòà.

ÎÁÎÁÙÅÍÍÀß ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß
ÌÅÄÈÖÈÍÑÊÎÃÎ ÏÐÅÏÀÐÀÒÀ Â ÒÊÀÍÈ

Ðàñïðîñòðàíåíèå ìåäèöèíñêîãî ïðåïàðàòà â òêàíè îïèøåì îáîáùåííûì ãèïåð-
áîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì äèôôóçèè âìåñòî òðàäèöèîííîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî.
Ýòî î÷åíü ñóùåñòâåííî, ïîñêîëüêó ïåðâîå íàèáîëåå áûñòðîå âîçìóùåíèå —
ñèãíàë (ïðåäâåñòíèê) ïðèõîäèò â îáëàñòü çîíû ëå÷åíèÿ è çàòåì, ÷òî î÷åíü
âàæíî, îòòóäà ýòî íåðâíîå âîçáóæäåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è ïîñòóïàåò â ìîçã
(óïðàâëÿþùèé öåíòð). Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå íåðâíîãî âîçáóæäåíèÿ
èññëåäóåòñÿ â ðàáîòå [12].
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Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ïðèíèìàþòñÿ äâà óðàâíåíèÿ:
çàêîí ñîõðàíåíèÿ �

�
� �� �

C x t

t
q x t

( , )
( , )

�
� � �

(1)

è óðàâíåíèå ïåðåíîñà
� � � �
q x t k C x t( , ) ( , )� � � , (2)

ãäå
� �
q x t( , ) — ïîòîê ëåêàðñòâåííîãî ïðåïàðàòà; C x t( , )

�
— êîíöåíòðàöèÿ ëåêàð-

ñòâåííîãî ïðåïàðàòà êàê ôóíêöèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ äåêàðòîâûõ ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ êîîðäèíàò ( , , )x x x x1 2 3 �

�
è âðåìåíè t ; k — êîýôôèöèåíò äèôôóçèè;

� � � �
� �

�

�
�

�

�
�

�

�x
e

x
e

x
e

1
1

2
2

3
3 — îïåðàòîð ãðàäèåíòà;

�
e kk , , ,�1 2 3, — áàçèñ-

íûå âåêòîðû; { }� — ñèìâîë ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ.
Èç óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè C x t( , )

�
âî âðåìåíè

ðàâíî îòðèöàòåëüíîé äèâåðãåíöèè ïîòîêà ïðåïàðàòà. Èç óðàâíåíèÿ (2) âûòåêàåò,
÷òî ïîòîê ïðåïàðàòà

� �
q x t( , ) â íåêîòîðîé îáëàñòè óáûâàåò ñ âîçðàñòàíèåì ãðàäè-

åíòà C x t( , )
�

. Óðàâíåíèÿ (1) è (2) ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ äèôôóçèè

�

�
� �

C

t
k C2 .

(3)

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îïðåäåëèòü
êîíöåíòðàöèþ C x t( , )

�
è âåêòîð ïîòîêà ïðåïàðàòà

� � �
q q x t� ( , ) â îáëàñòè

	 	T T� 
 , ãäå 	 � R 3 , T t t� �{ [ , ]}0 1 , êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, êîòîðûå óäîâ-

ëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

�

�
� �� �

C x t

t
q x t

( , )
( , )

�
� � �

. (4)

Òðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå (óðàâíåíèå ïåðåíîñà) äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû â îò-
ëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé ïîñòóëèðóåòñÿ â îáîáùåííîé ôîðìå

Lq MC
� �

� � , (5)

ãäå ñêàëÿðíûé îïåðàòîð L õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå ïîòîêà âî âðåìåíè:

L t ttt n tt t� � � � � � ���� ��1 1 3 2 1� � � ... (6)

ñ êîýôôèöèåíòàìè 1 1 3, , ,� � � , à âåêòîðíûé îïåðàòîð
�

M â (5) ïðåäñòàâëÿåòñÿ

îïåðàòîðîì ãðàäèåíòíîãî òèïà:
� � � �

M k k k n
n� � � �� ����� ���1 3

2
2 1

2 (7)

ñ êîýôôèöèåíòàìè k k1 3, �

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåé ãèïåðáîëè÷íîñòè [20, 21] ñîõðàíåíèå âñåõ îïå-
ðàòîðîâ äî îïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà â (6), (7) ïîðîæäàåò ðÿä îáîáùåííûõ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Â äàííîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè (6) ðàâíû íóëþ (êðîìå
�1 0 è ïåðâîãî ÷ëåíà), � 3 0� , ... , � 2 1 0n� � , è âñå ÷ëåíû â (7) ðàâíû íóëþ (êðî-
ìå k1 , ò.å. k1 0 ), k k nn3 2 10 0 0 1 2� � ��, ..., ( , , , ... ) , ïîëó÷àåì òðàíñïîðòíîå
óðàâíåíèå

( )1 1 1� � � � �� t q k C
� �

. (8)

Îáîáùåííàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìîäåëü ñëåäóåò èç (4)–(8):

k C
C

t

C

t
1

2
1

2

2
0� �

�

�
�

�

�
�� , (9)

ãäå k1 — êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, �1 — ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè.
Îáîáùåííîå óðàâíåíèå (9), äîïîëíåííîå ÷ëåíîì, ó÷èòûâàþùèì ïîãëîùå-

íèå �a , çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

k C
C

t

C

t
Ca1

2
1

2

2
0� �

�

�
�

�

�
� �� �
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èëè â âèäå
� �

�

�
�

�

�
� �2

2

2

1
0C

k

C

t k

C

t k
Ca

� �
, (10)

ãäå ïðèíÿòî k k� 1 è � �� 1. Ðàçìåðíîñòè êîýôôèöèåíòîâ â (10): k ( / )ì c2 ,

�( )c , �( / )1 c .
Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè � ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è íå

ó÷èòûâàåòñÿ ïîãëîùåíèå, � � 0, óðàâíåíèå (10) âûðîæäàåòñÿ è äëÿ êîíöåíòðàöèè C

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà � �
�

�
�2 1

0C
k

C

t
.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî òðàäèöèîííûõ ìîäåëåé îïèñûâàþò-
ñÿ óðàâíåíèåì äèôôóçèè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, êîòîðîå íå ïðåäñêàçûâàåò êî-
íå÷íîñòè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé.

Ðàñïðîñòðàíåíèå ïðåïàðàòà íà îñíîâå îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ (10) ïðèáëè-
æåííî ìîæíî îöåíèòü äëÿ íåêîòîðûõ ðåàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòî âëèÿíèå ìîæåò
çàìåòíî ïðîÿâëÿòüñÿ â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè ïàðàìåòðó äèôôó-
çèè: � � k. Íàïðèìåð, ïðè áîëüøèõ êîýôôèöèåíòàõ äèôôóçèè k � 03. ïîëó÷àåì
äëÿ ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè � � 03. . Â ðàáîòå [12] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìàëîì � �1
èìååì áîëüøîé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè: k � 0 3. .

ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ Ñ ÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÑÊÎÐÎÑÒÜÞ

Â îáùåì ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèå ìåäèöèíñêîãî ïðåïàðàòà îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì (10) â êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îäíàêî â íåáîëüøîé îáëà-
ñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëîêàëüíî-îäíîìåðíîå ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèÿ,
÷òî õàðàêòåðèçóåò îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïðîöåññà.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (10) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

2

2

2

2
0

C

x k

C

t

C

t
C

�
� � , (11)

ãäå c k
1
2 � / �, � �1/ k, � �� a k/ .

Áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ìîãóò áûòü ââåäåíû òðåìÿ ñïîñîáàìè â çàâèñèìî-
ñòè îò ïðèíèìàåìûõ õàðàêòåðíûõ âåëè÷èí (ïàðàìåòðîâ). Ïðèâåäåì ýòè òðè
àëüòåðíàòèâû.

Âàðèàíò 1. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ âåëè÷èí ïðèìåíÿþòñÿ äëèíà ðàññìàòðè-

âàåìîãî èíòåðâàëà l1(ì), ñêîðîñòü c k� / � (ì/ñ) è êîíöåíòðàöèÿ C0 (êã / ì 3 ) :

x x l* /� 1, t
c

l
t* �

1

, C C C* /� 0 , � �* � l c
1

, � �* � l
1
2 , l1 1* � , c* �1 . (12)

Óðàâíåíèå (11) ñ ó÷åòîì (12) ïðèíèìàåò âèä

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

2

2 2

2

2

1
0

C

x c

C

t

C

t
C

*

* *

*

*

*
*

*

* *� � , (13)

ãäå c* ïîíèìàåòñÿ êàê òðàññèðóþùèé ïàðàìåòð, ïîñêîëüêó c* �1.

Âàðèàíò 2. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ âåëè÷èí ïðèìåíÿþòñÿ äëèíà èíòåðâàëà

l1(ì), âðåìÿ ðåëàêñàöèè �( )ñ . Òîãäà x x l* /� 1, t t* /� �, k k l* /� �
1
2 , � ��* /� k.

Ðàçìåðíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

k
C

x

C

t

C

t
k C

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

2

2

2

2
0� � . (14)

Áåçðàçìåðíîå óðàâíåíèå, ñëåäóþùåå èç (14), èìååò âèä

k
C

x c

C

t

C

t
C*

*

* *

*

*

*

*

* *�

�
�

�

�
�

�

�
� �

2

2 2

2

2

1
0� . (15)



Âàðèàíò 3. Õàðàêòåðíûå âåëè÷èíû: äëèíà èíòåðâàëà l1(ì), êîýôôèöèåíò

äèôôóçèè k (ì2/ñ). Òîãäà x x l* /� 1, � �* ( / )� k l
1
2 , t k l t* ( / )�

1
2 , � �* � l

1
2 . Áåç-

ðàçìåðíîå óðàâíåíèå, ñëåäóþùåå èç (14), èìååò âèä

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

2

2

2

2
0

C

x

C

t

C

t

*

*

*

*

*

*

*� � . (16)

Ïðèâåäåííûå âàðèàíòû (12)–(16) ìîãóò áûòü ïîëåçíû â ïðèëîæåíèÿõ.

ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍ

Ââîäèì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû äëÿ âîëíîâîãî ÷èñëà k, ôàçîâîé ñêîðîñòè cp ,
êðóãîâîé ÷àñòîòû 	:

k kl* � 1, c
c

c
p

p* � , 	 * * *� �k c kl
c

c
p

p
1 , c* �1 , l1 1* � . (17)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâîáîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí íà îñíî-
âå (13) çàäàåì âîçìóùåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âîëí

C x t e
i k x t* * * ( )

( , )
* * * *

�
�	

, (18)

ãäå k * */� 2
 � — âîëíîâîå ÷èñëî, � �* * */� l1 — äëèíà âîëíû, 	 * * *� k cp —
êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, c c cp p

* * */� — ôàçîâàÿ ñêîðîñòü.

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ñëåäóþùåå èç (13), (17), (18), ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì
è äîïóñêàåò âûäåëåíèå äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé êîðíåé â ÿâíîì âèäå.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè â âèäå äèñïåðñèîííîãî óðàâ-
íåíèÿ è çàïèñûâàåì (18) â âèäå

e e
ik x c t k c tp p

* * * * * * *( (Re ) ) (Im )�
. (19)

Âåëè÷èíû Re *cp è Im *cp íàõîäÿòñÿ èç äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ â ÿâíîì âèäå:

Re * * *
*

cp � � �
�

�
�

�

�
�
�

�

�
�

�

�

�
�

1
1

4 2

2

2

� �
�



,

Im *
*

*cp � �
�

�

�
�

�

�

�
�

1

2 2

�



� . (20)

Èç (19) è (20) âèäíî, ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä �* � 0 ñîîòâåòñòâóåò âûõîäó

íà õàðàêòåðèñòèêó Re *cp �1 è ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû âîëíû �* âêëàä ãèïåðáîëè÷-

íîñòè óáûâàåò. Èç (20) ïîëó÷àåì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ

ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ïðè Re *cp � 0 . Â ðåçóëüòàòå èìååì âûðàæåíèå

� 
 � �* * */ / ( )2 1
1

4

2� � , êîòîðîå ïðè ìàëûõ �* ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ.

ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ

Ïðåäëîæèì íîâóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó â êîíå÷íîì èíòåðâàëå ñ íåïîëíûì
ïîãëîùåíèåì â êîíöå èíòåðâàëà. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ãàðìî-
íè÷åñêèõ âîëí íà îñíîâå îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ, à çàòåì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çà-
äà÷ó íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, êîãäà íà âõîäå çàäàí èìïóëüñ, à íà âûõîäå èìååò
ìåñòî íåïîëíîå ïîãëîùåíèå. Ñëó÷àé ïîëíîãî ïîãëîùåíèÿ ðàññìîòðåí â [22].

Â ñëó÷àå íåïîëíîãî ïîãëîùåíèÿ ÷àñòü ýíåðãèè îòðàæàåòñÿ è âîçíèêàþò ïå-
ðåîòðàæåííûå âîëíû. Â ðåçóëüòàòå â òêàíè âîçìîæíû ñëó÷àè îñöèëëÿöèè.

Èññëåäóåì ðàñïðîñòðàíåíèå ïðåïàðàòà îò ìãíîâåííî âêëþ÷àåìîãî èñòî÷íè-
êà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, íî ñ íåïîëíûì ïîãëîùåíèåì â êîíöå èíòåðâàëà â îò-
ëè÷èå îò ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ ñ ïîëíûì ïîãëîùåíèåì â êîíöå èíòåðâàëà. Ïðè
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ìãíîâåííîì âêëþ÷åíèè ñèãíàëà åãî ïåðåäà÷à â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îïè-
ñûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì, à çàòåì ïðîÿâëÿþòñÿ ýôôåêòû äèôôóçèè.

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ôóíêöèè C x t* ( , ) íà

îñíîâå óðàâíåíèÿ (13) ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

2

2

2

2
0

C

x

C

t

C

t
C

*

*

*

*

*
*

*

* *� � , x l t T* * * *( , ), ( , )� �0 01 1 1 (21)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íåïîëíîãî ïîãëîùåíèÿ

C x t H t
x

* * * *( , ) ( )
* �

�
0

, (22)

C x t H t l c
x l

* * * * * *( , ) ( / )
* *�

� �
1

1 1� (23)

è íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé ïî t

C x t
t

* * *( , )
* �

�
0

0 , C x tt
t

* * *( , )
* �

�
0

0 , (24)

ãäå H t( ) — ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, âåëè÷èíà � õàðàêòåðèçóåò íåïîëíîå ïîãëîùå-
íèå, � �[ , ]0 1 ; � � 0 ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíîìó ðàñïðîñòðàíåíèþ èìïóëüñà áåç

åãî çàïèðàíèÿ; � �1 ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó ïîãëîùåíèþ â êîíöå èíòåðâàëà l* .

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (21)–(23) ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

C x p C x t e dtL p t* * * * * * *( , ) ( , )
* *

�
�

�
�
0

. (25)

Â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé ñ ó÷åòîì (25) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé (24) ïîëó÷à-
åì èç (21)–(23)

d C

dx
p p C

L
L

2

2

2 0
*

*

* * * * *( )� � � �� � , (26)

C x p
p

L

x

* * *

*
( , )

* �
�

0

1
, (27)

C x p
p

eL

x l

pl c* * /
( , )

* *

* *

�

��
1

1 1
1

� . (28)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (26) çàïèøåì â âèäå

C x p A e A eL x x* * *( , )
* *

� � �
1 2

� � , (29)

ãäå

� � �* * * * *( )� � �p p2 , (30)

à ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå A1 è A2 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé (27), (28):

A
p

e e

e e

l p l c

l l
1

1 1 1 1

1 1

� �
�

�

� �

�*

/* * * * *

* * * *

�

� �

�
, A

p

e e

e e

l p l c

l l
2

1 1 1 1

1 1

�
�

�

�

�*

/* * * * *

* * * *

�

� �

�
. (31)

Ñîîòíîøåíèÿ (29)–(31) ïðåäñòàâëÿþò òî÷íîå ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå èçîáðà-
æåíèé. Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (21)–(24) íà êîíå÷íîì èíòåð-

âàëå x l* *[ , ]� 0 1 ñîîòâåòñòâóåò âõîäó èìïóëüñà ñèñòåìû â ñèñòåìó ïðè x * � 0 è

äàëüíåéøåìó ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëí äî êîíöà èíòåðâàëà x l* *� 1 , ãäå èìååò

ìåñòî íåïîëíîå ïîãëîùåíèå âîëí (� — êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà).

Íà âõîäå èìïóëüñà ñèñòåìû ïðè x * � 0 çàäàåòñÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Íà âû-

õîäå ïðè x l* *� 1 çàäàåòñÿ óñëîâèå íåïîëíîãî ïîãëîùåíèÿ, òàê ÷òî ÷àñòü âîçìó-

ùåíèé ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïåðåîòðàæåííûõ âîëí, à ÷àñòü âîçìóùåíèé ñâî-

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 4 55



áîäíî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ, ÷òî ó÷èòûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì � . Äëÿ ëþáîé äðóãîé
âõîäíîé ôóíêöèè, íàïðèìåð áûñòðî ñïàäàþùåé, ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Äþàìåëÿ.

Èç ðåøåíèÿ (29)–(31) ñëåäóåò ïðåäåëüíûé ñëó÷àé óäàëåíèÿ êîíöà èíòåðâàëà
ñ ïîëíûì ïîãëîùåíèåì l1 � �, ò.å. äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàåìîé
óðàâíåíèåì (13) â ïîëóáåñêîíå÷íîé îáëàñòè ïðè çàäàííîì âîçáóæäåíèè íà ëå-
âîì êîíöå èíòåðâàëà. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è òðèâèàëüíî. Ðåøåíèå ïðè

âîçáóæäåíèè âèäà U x s a s e x as bs c( , ) ( )� � � �
0

2

ïîëó÷åíî â ðàáîòå [23].

Îáîáùåííîå ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (21)
ïðè � � 0 äàæå ñ áîëåå ñëîæíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå
ðåøåíèå, ñëåäóÿ [24]. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ïðè x � 0 ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå

�C C k Ctt t xx� � 1 ,

C C x
t�

�
0 0 ( ), C C xt t�

�
0 1 ( ), C C

x x� �
� �

0 1
0, (32)

ãäå � — ìàëûé ïàðàìåòð, � �� 1.

Èññëåäóåì ñèíãóëÿðíîå âûðîæäåíèå çàäà÷è (32) ïðè � � 0 . Îáîáùåííûì

ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è íàçîâåì ôóíêöèþ C èç W QT2 0
1 1
,
, ( ), óäîâëåòâîðÿþùóþ èí-

òåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

� � ���� ( , ) ( , )C dt k C dtt t x x

TT

� �	 	1

00

( , ) ( ( ), ( ))C dt C xt

T T

� �	 	

0

1

0

0 0� �� �� ,

� � �	

	

( ) , ( , )T C C dx� � �0 � �� W QT2
1 1, ( ) ,

ãäå 	 	� � 
( , ), [ , ]0 1 0Q TT .

Äëÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (32) ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: åñëè

C x L1 2( ) ( )� 	 , C x W0

0

2
1( ) ( )� 	 , òî äëÿ çàäà÷è (21) ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðåøå-

íèå è ïðèòîì åäèíñòâåííîå.

Ïåðåõîäÿ â (32) ê ïðåäåëó ïðè � � 0, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è

C k Ct xx� 1 ,

C C x
t�

�
0 0 ( ), C C

x x� �� �
0 1 0.

Ýòî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå óòâåðæäåíèÿ: îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (32)
ïåðåõîäèò ïðè � � 0 â îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (21)–(23) ïðè � �[ , ]0 1 .

Óðàâíåíèå (32) äîïóñêàåò ïîëíîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ C x t X x T t( , ) ( ) ( )� ,
÷òî ïðèâîäèò ê äâóì îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âèäà

�� � �X X� 2 0, � � ��� � ( )T T T� � � �2 0,

ãäå � — êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ, øòðèõè îáîçíà÷àþò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå x, à òî÷êè — ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé t. Íà
îñíîâå ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïðîâåñòè àíàëèç â ñëó÷àå êîíå÷íîé îáëàñòè è

èññëåäîâàòü âëèÿíèå âðåìåííîé ðåëàêñàöèè �. Âåëè÷èíà � 2 â îáùåì ñëó÷àå

ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì � � �2 2 2� �Re Imi . Ïîýòîìó Re ( )� �� �2

� � �Re[ Re ] Im� � �2 2i .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ìåäèöèíñêèé ïðåïàðàò èìååò

êîíöåíòðàöèþ C C C� �0 1
3( / )êã ì è ââîäèòñÿ èíúåêöèåé â ëîêàëüíóþ îáëàñòü

òêàíè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ dC dt1 / âî âðåìåííîì èíòåðâàëå t t�[ , )0 1 . Â êîí-
öå èíòåðâàëà îí èìååò òó æå êîíöåíòðàöèþ C1, êîòîðàÿ óáûâàåò ïî ýêñïîíåíöè-
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àëüíîìó çàêîíó ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè  âî âðåìåííîì èíòåðâàëå  � �t t1,
 � �[ , )0 [11]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåïàðàò ââîäèòñÿ èíúåêöèåé â òêàíü èëè äî-
ñòàâëÿåòñÿ â çîíó ëå÷åíèÿ (íàïðèìåð, ìàãíèòíûì ïîëåì) è ïîääåðæèâàåòñÿ
â íåé. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ âåëè÷èí ïðèíèìàåì êîíöåíòðàöèþ C1 (êã/ì3), âðå-

ìÿ t1(ñ) è ââîäèì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû C C C* /� 1, t t* � 1, òàê ÷òî t1 1* � .

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ ïðåäïîëîæåíèé çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

dC t

dt
C H t H t t

* *

*

* * * *( )
[ ( ) ( )]� � �0 1 , t t* *( , )� 0 1 . (33)

Â óðàâíåíèè (33) èìååì C t* *( ) �1 â èíòåðâàëå t * [ , ]� � �0 1� � . Ïðåîáðàçîâà-

íèåì Ëàïëàñà ïîëó÷àåì ðåøåíèå à âèäå

C t C
C C

t
t( ) � �

�
0

0 1

1

. (34)

Èíòåðâàë [ , ]0 1t äëÿ t1 â (34) ïðîèçâîëåí, íî â êîíöå èíúåêöèè êîíöåíòðàöèÿ
ââåäåííîãî ïðåïàðàòà ðàâíà C1. Â ïðîöåññå ââåäåíèÿ ïðåïàðàòà ñêîðîñòü ìîæåò
îòëè÷àòüñÿ îò ïîñòîÿííîé. Èç ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ëåãêî íàéòè ðåøåíèå äëÿ
ôóíêöèè íåðàâíîìåðíîãî ââåäåíèÿ ïðåïàðàòà ïðèìåíåíèåì èíòåãðàëà Äþàìåëÿ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ îáîáùåííàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìîäåëü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìåäèöèíñêîãî ïðåïàðàòà â òêàíè. Ïîñòóëèðóåìàÿ ìîäåëü îïè-
ñûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ äèôôóçèîí-
íûõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü
â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé ñ êîíå÷-
íîé ñêîðîñòüþ. Àíàëèçèðóþòñÿ íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè è ïðîâîäÿòñÿ êà÷åñ-
òâåííûå îöåíêè ýôôåêòà ðåëàêñàöèè âðåìåíè. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à íà îñíî-
âå îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êîíå÷íîãî èíòåðâàëà èññëåäóåòñÿ â ñëó÷àå íå-
ïîëíîãî ïîãëîùåíèÿ â êîíöå èíòåðâàëà. Ðàññìîòðåí êîíå÷íûé âðåìåííîé
ïðîöåññ ââåäåíèÿ ïðåïàðàòà èíúåêöèåé êàê îáîáùåíèå çàäà÷è Áåëëìàíà.
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².Ò. Ñºëºçîâ, Þ.Ã. Êðèâîíîñ
ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÏÎØÈÐÅÍÍß ÌÅÄÈ×ÍÎÃÎ ÏÐÅÏÀÐÀÒÓ Â ÒÊÀÍÈÍ²
Â ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍ²É ÏÎÑÒÀÍÎÂÖ²

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî íîâó óçàãàëüíåíó ìîäåëü ïîøèðåííÿ ìåäè÷íîãî ïðåïàðàòó
â òêàíèí³. Çàì³ñòü òðàäèö³éíî¿ äèôóç³éíî¿ ìîäåë³, îïèñóâàíî¿ ïàðàáîë³÷íèì ð³âíÿí-
íÿì, ïîñòóëþºòüñÿ ìîäåëü, îïèñóâàíà á³ëüø çàãàëüíèì ã³ïåðáîë³÷íèì ð³âíÿííÿì, ùî
ïåðåäáà÷àº ñê³í÷åííó øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ çáóðåíü. Â ðåçóëüòàò³ ìåäè÷íèé ïðåïà-
ðàò äîñòàâëÿºòüñÿ â óðàæåíó çîíó ç³ ñê³í÷åííîþ øâèäê³ñòþ. Ïåðøå çáóðåííÿ
(ïðîâ³ñíèê) íåñå ³íôîðìàö³þ â³ä ³í’ºêö³¿ â áóäü-ÿêó òî÷êó â òêàíèí³ ³, ùî âàæëèâî,
â óðàæåíó çîíó, çâ³äêè íàäõîäèòü ³íôîðìàö³ÿ ó ìîçîê ó âèãëÿä³ íåðâîâîãî
çáóäæåííÿ. Ðîçãëÿíóòî óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³. Äàíî ñêîðî÷åíå óçàãàëüíåííÿ
çàäà÷³ Áåëìàíà ùîäî ââåäåííÿ ìåäè÷íîãî ïðåïàðàòó ç óðàõóâàííÿì ÷àñó ³í’ºêö³¿.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìåäè÷íèé ïðåïàðàò, òêàíèíà, ïîøèðåííÿ ïðåïàðàòó, äèôóç³ÿ, ã³ïåð-
áîë³÷íå ð³âíÿííÿ.

I.T. Selezov, Iu.G. Kryvonos
MODELING THE PROPAGATION OF MEDICATIONS IN TISSUE
IN GENERALIZED STATEMENT

Abstract. A new generalized model of propagation of a medication in tissue is considered.
Instead of the traditional diffusion model described by a parabolic equation, the model
described by a more general hyperbolic equation is postulated, which predicts a finite velocity
of disturbance propagation. As a result, the medical drug is delivered to the invaded tissue
with a finite velocity. The first disturbance (precursor) carries information from the injection
to any point in the tissue and, what is important, to the affected zone, wherefrom information
arrives at the brain in the form of neurological disorder. The generalized solution of the
problem is considered. A brief generalization of the Bellman problem is given concerning the
introduction of medication with respect to the time of injection.

Keywords: medical preparation, tissue, preparation propagation, diffusion, hyperbolic
equation.
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