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Для інтегральної системи, що містить як частинні випадки рівняння Штурма—Ліувілля, струну Стілтьєса 
та струну Крейна—Феллера, досліджено максимальне та мінімальне лінійне відношення в асоційованому 
гільбертовому просторі. Для максимального лінійного відношення побудовано граничні трійки та відповідні 
функції Вейля як у випадку граничного круга, так і у випадку граничної точки.

Ключові слова: інтегральна система, гранична трійка, симетричне лінійне відношення, індекси дефекту, 
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Поняття граничної трійки (простору граничних значень) і відповідної функції Вейля си-
метричного оператора, введені в роботах [1] і [2] відповідно, виявилися корисними в до-
слідженні спектральних проблем у теорії розширень симетричних операторів (див. [3, 4] і 
посилання в них). Застосування теорії граничних трійок до симетричних систем диферен-
ціальних рівнянь досліджувались в [5—9].

У цій роботі розглядаються інтегральні системи на півосі, що містять у собі системи 
Штурма—Ліувілля, струну Стілтьєса та струну Крейна—Феллера як частинні випадки. Такі 
системи досліджувались в роботах [10—13]. Для цих інтегральних систем вводяться понят-
тя мінімального minA  і максимального maxA  лінійних відношень і знаходиться вигляд гра-
ничних трійок для відношення maxA  як у випадку граничної точки, так і у випадку гранич-
ного круга. Ми використовуємо термінологію теорії лінійних відношень з [14].

1. Постановка задачі. Розглянемо на iнтервалi [0; )l=ι  ( )l ∞�  систему

0

0 0 1
( ) ( ), ,

0 1 0

x dW dQ
Jf x Ja f t J

dP

λ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫

� ��
 (1)

де f
�

 — функція зі значеннями в 2� , λ∈� , а P, Q і W — функції з loc( )BV ι , нормовані умо-
вою (0) (0) (0),P Q W= =  причому W не спадає.

Означення 1. Будемо казати, що функцiя f є розв’язком системи (1), якщо вона на-
лежить до класу loc( )BV ι , є неперервною злiва і рiвнiсть (1) виконується в кожнiй точцi 
x ∈ι .
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В роботі [12] доведено, що система (1) має єдиний розв’язок не тільки для довільного 
сталого вектора a

�
, а й для будь-якої неперервної зліва функції loc( ) ( )a x BV∈

�
ι .

Позначимо через loc( )WL  і 2
loc( )WL  множини функцій, для яких виконано відповідно

( ) ( )
j

f t dW t < ∞∫  і 2( ) ( )
j

f t dW t < ∞∫  (2)

на будь-якому замкненому інтервалі j ⊂ι. Якщо інтеграли в (2) залишаються скінченними 
при ,j = ι  будемо говорити, що f належить до ( )WL  та 2( )WL  відповідно. Простір 2( )WL  
є квазігільбертовим зі скалярним добутком 

( , ) ( ) ( ) ( ):Wf g f t g t tdW= ∫
ι

. 

Відповідний факторпростір позначимо 2( )L W , а його елементи будемо записувати готич-
ними літерами f, g і т. д.

Розглянемо на ι  допоміжну неоднорідну систему

[1] [1]
0 0

0 0
.

0 0 0 0 0

x xf fx dQ dW g
J

dPf f

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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Означення 2. Будемо казати, що пара { , }f g
�

 з вектор-функцiї [1]( )Tf f f=
�

 та скаляр-
ної функцiї g

 

задовольняє систему (3), якщо loc( )g W∈L , loc( )f BV∈
�

ι  і рiвнiсть (3) викону-
ється в кожнiй точцi x ∈ι .

Умова 1. Функцiї Q і W не мають спiльних точок розриву з функцiєю P.
Теорема 1 (друга формула Грiна). Нехай виконано умову 1. Якщо пари { , }f g

�
 та { , }u v

�
 

задовольняють систему (3) (див. означення 2) i 0 lα β <� � , то виконується рiвнiсть

( ) [ , ] ,gu f v dW f u
β

α

β
− =

α∫
� �

де
[1] [1][ , ] : ( ).f u f u f u= −

� �

2. Лінійні відношення. Лiнiйний пiдпростiр θ  декартового добутку 2 2( ) ( )L W L W×  на-
зивається лiнiйним вiдношенням в 2( )L W  [14].

Означення 3. Будемо казати, що пара класiв 2 2( ) ( ) ( )T L W L W∈ ×f g  належить лiнiйному 
вiдношенню maxA , якщо iснують функцiї f , [1]f  i g  такi, що пара { , }f g

�

 

задовольняє систе-
му (3) та виконанi включення f ∈ f , g ∈g .

Умова 2. Iснує вiдрiзок [ ; ]α β ⊂ι  такий, що для довiльних 1 1, , ,a b a b ∈�  знайдуться 
функцiї f

�
 i g, що задовольняють систему (3) та граничні умови

( ) ,f aα =   ( ) ,f bβ =   [1]
1( ) ,f aα =   [1]

1( ) .f bβ =
Зауваження 1. Зокрема, при 0dQ ≡  достатню умову для виконання умови 2 надає [15, 

пропозиція 3.7]. Взагалi кажучи, для довiльних функцiй P, Q i W умова 2 не виконується.
Пропозицiя 1. Якщо для системи (3) умова 2 виконується на деякому вiдрiзку [ , ]α β ,

 

то 
вона виконується i на вiдрiзку [ , ]α β��  такому, що [ , ] [ , ]α β ⊆ α β ⊂�� ι .

Пропозицiя 2. Нехай виконано умову 2 на вiдрiзку 0[0, ] [0, )l l⊂ =ι , max( )T A∈f g , пари 

1 1{ , }f g
�

 i 2 2{ , }f g
�

 задовольняють систему (3), причому 1 2,f f ∈ f , 1 2,g g ∈g . Тодi

1 2(0) (0),f f=  [1] [1]
1 2(0) (0),f f=   1 0 2 0( ) ( ),f l f l=   [1] [1]

0 01 2( ) ( ).f l f l=
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Пропозицiя 3. Якщо ∈ max( ) ( ),T T Af g u v , то iснує скiнченна границя

[ , ] : lim[ , ]l x
x l

f u f u
→

=
� �� �

.

Означення 4 [1]. Нехай A — симетричне лiнiйне вiдношення. Сукупнiсть 0 1{ , , }Γ ΓH , де 
H  — гiльбертів простір, 0Γ i 1Γ  — лiнiйні вiдображення з *A  в H , називається граничною 
трiйкою для лiнiйного вiдношення *A , якщо:

(i) виконується узагальнена тотожнiсть Грiна:

1 0 0 1( , ) ( , ) , ,
f u f u

g u f v
g v g v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = Γ Γ − Γ Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠H H

H H  

для всіх  *,
f u

A
g v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

;

(ii) вiдображення 0 *

1
: A

Γ⎛ ⎞
Γ = → ×⎜ ⎟Γ⎝ ⎠

H H  сюр’єктивно.

Оператор-функція ( )M ⋅  така, що

0 1( ) ;ˆ ˆM f fλ λλ Γ = Γ   ˆˆ ;fλ λ∈N   0( )Aλ∈ρ

називається функцiєю Вейля лiнiйного вiдношення A [2, 4], що вiдповiдає 0 1{ , , }Γ ΓH .
3. Квазірегулярний випадок.
Означення 5. Точку l називатимемо квазірегулярною для системи (3) на інтервалі =ι  

[0, )l= , якщо всi функцiї P, Q i W належать до ( )BV ι . Якщо додатково l < ∞ , називатимемо 
її регулярною.

Нижченаведена теорема є аналогом [7, пропозиція 2.6].
Теорема 2. Нехай точка l є квазірегулярною для системи (3) i ( )g W∈L . Тодi довiльний 

розв’язок f
�

 системи (3) належить до 2( )WL ; iснує скiнченна границя 

lim ( )
x l

f x
→

�
, 

причому для будь-якого вектора 2b ∈
�
�  iснує єдиний розв’язок системи (3) такий, що

 lim ( )
x l

f x b
→

=
� �

 на інтервалі [0, )l=ι .

Теорема 3. Нехай виконано умову 2 i точка l є квазірегулярною для системи (3), а вiдоб-
ра ження 2

0 1 max, : AΓ Γ �C  визначені рiвностями

0

(0)
: ,lim ( )

x l

f

f x
→

⎛ ⎞⎛ ⎞
Γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

f

g
  

[1]

1 [1]

(0)
: ,

lim ( )
x l

f

f x
→

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟Γ =⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎝ ⎠

f

g
 (4)

де пара { , }f g
�

 задовольняє систему (3), f ∈ f , g ∈g . Тодi означення (4) є коректними та 
сукупнiсть 2

0 1{ , , }Γ Γ�  утворює граничну трiйку для лiнiйного вiдношення maxA .
4. Теорія Вейля. Нехай виконано умову 2. Позначимо 0 0: [0, ]l=ι , де 0lβ < ∞� . Не-

хай 0max ( )A ι  — максимальне лiнiйне вiдношення, пов’язане з системою (3) на 0ι , див. [15, 
Definition 3.5].

Означення 6. Визначимо лiнiйне вiдношення 0( , ),A hι  { }h∈ ∞�∪ , в 2
0( , )L Wι  рівністю

[1] [1]
0 max 0 0 0( , ) : ( ) : (0) (0) ( ) ( ) 0 ,A h A f f hf l f l

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= ∈ = = + =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

ι ι
f

g

де f ∈ f , g ∈g  i пара { , }f g
�

 задовольняє систему (3).
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Зауваження 2. Коректнiсть означення 6 випливає з пропозицiї 2.
Нехай ( , )c x λ

�
 i ( , )s x λ
�

 — розв’язки системи (1), що задовольняють початкові умови

(0, ) 1,c λ =   [1](0, ) 0,c λ =   (0, ) 0,s λ =   [1](0, ) 1.s λ =  (5)

Класи еквiвалентностi в просторi 2
0( , )L Wι , що породженi цими функцiями, позначимо ( )c λ  

i ( )s λ  вiдповiдно (див. [15, Section 3.3]).
Теорема 4. Лiнiйне вiдношення 0( , )A hι  є симетричним в 2

0( , )L Wι . При цьому:
(i) спряжене лiнiйне вiдношення 0( , )A h ∗ι  визначається рiвнiстю

(ii) [1]
0 0 0 0( , ) ( ) : 0 ,: ( ) ( )maxA h A hf l f l∗

⎠
=

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪∈ + =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝⎩ ⎭

ι ι
f

g

де f ∈ f , g ∈g  i пара { , }f g
�

 задовольняє систему (3);
(iii) сукупнiсть 0 1{ , , }Γ Γ� , де

[1]
0 ,(0)f
⎛ ⎞

Γ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

f

g
  1 ,(0)f

⎛ ⎞
Γ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

f

g

утворює граничну трiйку для лiнiйного вiдношення 0( , )A h ∗ι ;
(iv) вiдповiдна функцiя Вейля лiнiйного вiдношення 0( , )A h ∗ι  має вигляд

[1]
0 0

0 [1]
0 0

( , ) ( , )
( , , ) .

( , ) ( , )

s l h s l h
m l h

c l h c l h

λ +
λ =

λ +

Зауваження 3. Функцiя Вейля 0( , , )m l hλ  лiнiйного вiдношення 0( , )A h ∗ι  з теореми 4 
збігається з формулою (2.37) [11].

Пропозицiя 4. При фiксованому +λ∈�  множина значень 0( , , )m l hλ , { }h∈ ∞�∪ , запо-
внює коло 

0
( )lC λ , що лежить в +�  з центром в точцi 

0l
m�  i радiусом 

0
( )lr λ :

0
0

0

[ , ]
( ) ,

[ , ]

l
l

l

s c
m

c c
λ =

� �
� � �   

0

0

1
2

0

( ) 2Im ( , )
l

lr c x dW

−⎡ ⎤
⎢ ⎥λ = λ λ
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ .

Точки m круга 
0

( )lK λ , обмеженого колом 
0

( )lC λ , характеризуються нерiвнiстю

0
2

0

Im
( , ) ( , ) .

Im

l
m

s x mc x dWλ − λ
λ∫ �

Означення 7. Визначимо лiнiйне вiдношення minA  формулою

→

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪∈ = = = ∈⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
=

� �

0

[1]
min max max: (0) (0) lim ,: [ ] 0 для всіх  ,x

x l
A A f f f u A

f u

g v
 

де f ∈ f , g ∈g , u∈u , v∈v  i пари { , }f g
�

, { , }u v
�

 задовольняє систему (3).
Пропозицiя 5. При зростаннi 0 [ , )l l= β  круги 

0
( )lK λ  вкладенi один в одний. При цьому:

(i) 
0min( ) 1 ( )ln A K± = ⇔ λ  збiгається до граничної точки ( )lK λ  при 0l l→ ;

(ii)

 
0min( ) 2 ( )ln A K± = ⇔ λ  збігається до граничного круга ( )lC λ  при 0l l→ .

Наслiдок 1 (аналог теореми Вейля). При кожному \λ∈� �  принаймні один розв’язок 
системи (1) належить до 2( )L W  на ι .
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Нехай точка l є сингулярною для системи (3).
Означення 8 [12]. Кажуть, що для системи (1) мають мiсце:
(i) випадок граничної точки в l, якщо min( ) 1n A± = ;
(ii) випадок граничного круга в l, якщо min( ) 2n A± = .
У випадку граничної точки розв’язок ( , )d ⋅ λ  системи (1), що належить 2( )L W  (пронор-

мований умовою (0, ) 1d λ = ), називають розв’язком Вейля.
5. Випадок граничної точки.
Теорема 5. Нехай для системи (3) має мiсце випадок граничної точки в l. Тодi:
(i) для довiльних max( ) , ( )T T A∈f g u v  має мiсце рiвнiсть 

lim[ , ] 0x
x l

f u
→

=
� �

, 

де пари { , }f g
�

, { , }u v
�

 задовольняють систему (3) i виконанi включення f ∈ f , g ∈g, u∈u , v∈v;
(ii) лiнiйне вiдношення minA  може бути визначене рiвнiстю

[1]
min max : (0) (0) 0 .:A A f f

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪∈= = =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

f

g

Теорема 6. Нехай виконано умову 2 i для системи (3) має мiсце випадок граничної точки, 
а вiдображення 0 1 max, : AΓ Γ �C  визначені рiвностями

0 : (0),f
⎛ ⎞

Γ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

f

g
  [1]

0 : (0).f
⎛ ⎞

Γ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

f

g
 (6)

де пара { , }f g
�

 задовольняє систему (3), f ∈ f , g ∈g . Нехай також ( , )d ⋅ λ  є розв’язком Вейля 
системи (1). Тодi:

(i) означення (6) є коректними і сукупнiсть 0 1{ , , }Γ Γ�  з (6) утворює граничну трiйку 
для лiнiйного вiдношення maxA ;

(ii) вiдповiдна функцiя Вейля має вигляд [1]( ) (0, ) ( ).lM d mλ = λ = λ
6. Випадок граничного круга.
Теорема 7. Нехай виконано умову 2 i для системи (3) має мiсце випадок граничного круга 

в l, а вiдображення 0 1,Γ Γ  визначенi рiвностями

0
0

(0)
: ,

[ , ]l

f

f s

⎛ ⎞⎛ ⎞
Γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� ���
f

g
  

[

1

1]

0

(0)
: ,

[ , ]l

f

f c

⎛ ⎞⎛ ⎞
Γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� ���
f

g
  (7)

де f
�

 i g задовольняють систему (3) i виконанi включення f ∈ f , g ∈g . Тодi:
(i) визначення (7) є коректними та сукупність 2

0 1{ , , }Γ Γ�  з (7) утворює граничну трій-
ку для лінійного відношення maxA ;

(ii) відповідна функція Вейля має вигляд

0

0 0

[ ( , ), ] 11
( ) .

[ ( , ), ] 1 [ ( , ), ]
l

l l

c s
M

s s s c

⎛ ⎞− ⋅ λ
λ = ⎜ ⎟⋅ λ ⋅ λ⎝ ⎠

����
��� ���� �

 
Зауваження 4. Якщо точка l є квазірегулярною для системи (3), то має місце випадок 

граничного круга в точці l.
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ГРАНИЧНЫЕ ТРОЙКИ ДЛЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Для интегральной системы, содержащей в качестве частных случаев уравнение Штурма—Лиувилля, стру-
ну Стилтьеса и струну Крейна—Феллера, исследованы максимальное и минимальное линейные отноше-
ния в ассоциированном гильбертовом пространстве. Для максимального линейного отношения построены 
граничные тройки и соответствующие функции Вейля как в случае предельного круга, так и в случае пре-
дельной точки.

Ключевые слова: интегральная система, граничная тройка, симметрическое линейное отношение, индексы 
дефекта, функция Вейля.
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BOUNDARY TRIPLES FOR INTEGRAL SYSTEMS

An integral system that contains the Sturm—Liouville equation, Stieltjes string, and Krein—Feller string as 
special cases is considered. The maximal and minimal linear relations associated with the system are studied in a 
connected Hilbert space. Boundary triples and corresponding Weyl functions for the maximal linear relation are 
constructed in both limit circle and limit point cases.

Keywords: integral system, boundary triple, symmetric linear relation, deficiency indices, Weyl function.


