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Показано, що в електромаґнетному полі кінетичні енерґія й коенерґія, що задовольняє фізичному принципу найменшої 
дії у варіаційному інтеґральному принципі Гамільтона-Остроградського, забезпечують однакові силові характеристи-
ки останнього. 
 
Показано, что в электромагнитном поле кинетические энергия и коэнергия, что удовлетворяют принципу наимень-
шего действия в вариационном интегральном принципе Гамильтона-Остроградского, обеспечивают одинаковые си-
ловые характеристики последнего. 
 

ВСТУП 
У зв’язку з уніфікацією методів математичного 

моделювання фізичних процесів щораз популярнішає 
енергетичнй підхід, за яким стоїть один з найунівер-
сальніших законів природи – принцип найменшої дії. 
В основі цього підходу лежить варіаційний принцип 
Гамільтона-Остроградського, який використовує по-
няття кінетичної і потенціальної енерґії. Ці поняття в 
електротехніці є відносні й залежать від вибору тих 
чи інших узагальнених координат і швидкостей. Але 
відмовлятися від природних величин було б 
принаймні нерозумно. Якщо йдеться конкретно про 
теорію електромаґнетного поля, то узагальнені коор-
динати й швидкості тут природно вибирати за 
причетністю їх до його основного вектора 
електромаґнетизму– вектор-потенціалу А.  

Основний вектор маґнетного поля – вектор 
індукції B – визначаеться просторовим розподілом 
вектора А, а основний вектор електричного поля – 
вектор напружености E – його швидкістю 

ABAE ×∇=∂∂−= ;t ,                       (1) 
відтак похідні вектори 

BBHEED )(;)( ν′=ε′= ,                      (2) 
де D, H – вектори електричної індукції й напружено-
сти маґнетного поля; )(Eε′ , )(Bν′  – матриці статич-
них електричних проникностей і релуктивностей 
середовища. 

Тож, у теорії електромаґнетного поля маґнетну 
енергію слід трактувати як потенціальну, а електрич-
ну як кінетичну. У теорії кіл усе навпаки – електрична 
енерґія визначається ладунками конденсаторів q, а 
маґнетна – струмами котушок індуктивности, як шви-
дкостями зміни ладунків dtdqi = , 

∫ ∫ ==
S l

idqd .; lHSD                       (3) 

Похідні величини знаходяться так 
iiLqCqu )(;)( ′=Ψ′= ,                       (4) 

де u, Ψ – напруга конденсатора й повне потокозчеп-
лення котушки індуктивности; )(),( iLqC ′′  – статичні 
ємність конденсатора й індуктивність котушки. 

 
КІНЕТИЧНА ЕНЕРҐІЯ  

ЕЛЕКТРОМАҐНЕТНОГО ПОЛЯ 
Енерґії електричного і маґнетного поля, зосере-

джені в об'ємі V області інтеґрування, записують як  

∫∫ ==
V
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EE dVwWdVwW ; ,                   (5) 

де Ew , Mw  – густини електричної і маґнетної енерґій 

∫∫ ==
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До виразів (5), (6) приходять зазвичай з рівнянь 
електромаґнетного поля в нерухомому безвтратному 
середовищі, записаних у векторах 
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Помножимо перше з цих рівнянь скалярно на Е, а 
друге – на Н і додамо результати один до одного. Якщо 
тепер розглядати процес у деякому замкнутому об’ємі V, 
обмеженому замкнутою поверхнею S, то одержимо 
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Ліва частина співвідношення (8) трактується як 
зменшення електромаґнетної енергії tw ∂∂  у деякому 
замкнутому об’ємі, а права свідчить, що вона тратить-
ся на випромінювання.  

Таким чином  
BHDE dddwdwdw ME +=+= .                 (9) 

Інтегруючи (9), приходимо до (6).  
У випадку лінійного середовища вирази (6) 

cпрощуються 

2
;

2
HBED

== ME ww .                     (10) 

З позиції теорії поля величини (10) постульовані 
так: електрична та маґнетна енерґії локалізовані в 
полі й розподілені за об’ємом з цілком певною густи-
ною. Відома спроба довести (10) [1], але вона не ви-
тримує критики. Вирази енерґії поля постульовані, бо 
їх можна одержати багато, а який з них правильний 
встановити поки що неможливо, а ці є найпростіші. 

Вирази (2) кажуть про те, що вектори Е й В є ос-
новні вектори, а до D й H приходимо через параметри 
середовища. Це ще переконливіше підтверджує сило-
ва характеристика поля (сила Лоренца), яка відтворює 
результат експерименту 

( )BvEF ×+= q ,                         (11) 
де F – вектор сили; v – вектор швидкости. 

За результатами найновіших досліджень [2-4] 
можна підійти до питання електромаґнетної енерґії 
дещо прискіпливіше. У [2, 3] показано, що на підставі 
енерґетичного підходу рівняння (7) одержати немож-
ливо, а лише рівняння вектор-потенціалу, а вже потім 
через заміни (1), (2) можнв прийти й до (7). Енергети-
чний підхід значно ускладнюється у випадку неліній-
них середовищ. Його вперше реалізовано в [3], але 
автору згідно з (1) довелося у виразі (6) відмовитися 
від поняття електричної енерґії Ew  на користь елект-
ричної кінетичної коенерґії ECw  
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dwEC ,                           (12) 



Електротехніка і Електромеханіка. 2008. №5 51 

подібно до того, як це зроблено в теорії електричних 
кіл [4], де автори скористались поняттям маґнетної 
кінетичної коенерґії.  

Виникає резонне питання [3]: кінетична коенер-
ґія розрахункова величина, чи за нею криється глибо-
кий фізичний зміст? – Перша відповідь напрошується 
сама собою: уже те, що такі універсальні закони фізи-
ки як закон збереження енерґії й принцип найменшої 
дії, які стоять за принципом Гамільтона-
Остроградського, не можуть провадити до фізичних 
законів природи, виходячи з енерґетиичних перетво-
рень нефізичної величини. Але постараємося в цьому 
розібратися дещо детальніше. Хоч ми й не отримаємо 
вичерпної відповіді, але дещо проллємо світло на 
проблему. 

Для зручності обидві підінтегральні функції (6) і 
(12) запишемо в матричній формі  

∫∫ ==
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00
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ED

EDDE dwdw tECtE ,            (13) 

де ( ) ( )zyx λλλ== ,,,0 EDλλ  – колонки проекцій век-
торів електричного поля в декартових координатах. 

Запишемо зв’язки обох колонок у вигляді 
0000 E;E EDED dd ′′=′= ,                    (14) 

де E,E ′′′  – матриці статичних і диференціальних еле-
ктричних проникностей [2] 
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Матриця (16) заповнена, її елементи згідно з (15), 
(16) будуть 

( ) dEdDEE ikkiki =ε ′′ε′+ε′−ε ′′=ε ;к, ,         (17) 
причому ikк  – символ Кронекера. 

Надамо виразам (13) згідно з (14) вигляду 
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Як бачимо, вирази енерґії й коенерґії відрізня-
ються лише матрицями електричних проникностей. У 
виразі енерґії фігурує матриця диференціальних па-
раметрів, а у виразі коенерґії – матриця статичних.  

В обох випадках – енерґії й коенерії – силові ха-
рактеристики електричного поля шукатимемо на під-
ставі (5), (20) за просторовим градієнтом 
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Покажемо, що вирази (20) і (21) приводять до то-
го самого результату. Для чого достатньо довести 
рівність 

( ) EE 00 ′′∇=′∇ ttt EE .                         (22) 
Розпишемо ліву частину (22) так 

( ) tttttt EEE 000 ′∇+′∇=′∇ EEE .                  (23) 
причому 

tttt d 00 EE EE ′∇=′∇ .                       (24) 

Підставляючи (24) в (23) й беручи до уваги (16), 
одержимо 

( ) ( ) ttttttttt dd EEEE 00000 ′′∇=′+′∇=′∇ EEEEE .    (25) 
Якщо взяти до уваги, що згідно з (17): EE ′′=′′t , 

то рівність (22) доведено. Водночас звертаємо увагу, 
що в (16), (22) – (25) ми оперуємо не планарними, а 
об’ємними матрицями! 

 
КІНЕТИЧНА ЕНЕРҐІЯ  

ЕЛЕКТРОМАҐНЕТНОГО КОЛА 
У теорії кіл кінетичну енергію й коенерґію запи-

сують у вигляді 

∫∫ Ψ=Ψ=
Ψ i

tMCtM diWdiW
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де 00 ,Ψi  – колонки струмів і потокозчеплень коту-
шок індуктивности кола. 

Рівняння зв’язку обох колонок будуть подібні до 
(14) 

0000 ; diLdiL ′′=Ψ′=Ψ ,                    (27) 
де LL ′′′,  – матриці статичних і диференціальних ін-
дуктивностей. 

Силові характеристики шукатимемо з врахуван-
ням (27) на підставі (5), (26), (27) за просторовим 
ґрадієнтом 

∫ ∫
Ψ Ψ

′′∇−=′′−∇=
0 0

0 0
0000 diLidiLi ttMF ,            (28)  

( )∫ ∫ ′∇−=′−∇=
i i

ttttMC diLidiLi
0 0

0000F .           (29) 

Рівність 
( ) LiLi ttt ′∇=′∇ 00 .                      (30) 

доводиться аналоґічно як і (22). 
 

ВИСНОВКИ 
1. Кінетична енерґія й коенерґія в нелінійному 

середовищі не дорівнюють одна одній, так як підінте-
ґральні вирази відрізняються матрицями параметрів – 
диференціальними й статичними. Але ґрадієнти їхні є 
однакові! Отже й силові характеристики поля вони 
забезпечують однакові! А тому з точки зору практич-
них наслідків вони є взаємозамінні. 

2. Оскільки кінетична коенерґія в принципі Гамі-
льтона-Остроградського єдина, що задовольняє енерґе-
тичному принципу найменшої дії, то її доцільно вважа-
ти також істинною енергетичною характеристикою 
поля. Але, щоб говорити про її фізичний зміст, поки що 
не достатньо наукових арґументів, а це значить, що 
питання залишається поки що далі відкритим. 
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